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RESTINIA) SYNOPSIS
FEste artino reformnla a axiomitica da Termeestdtiea e Thés artiele reformulates the ariomatique of the They-
tatroduz a aplicagdo os métados de Programacto (nomea- mostatio and introduces the application of rogramotic:
daomente linear ) o vesolucdo de problemas termorstitivas, Methods (ern grabs {ineer Programation) to the solution of

Thermuastatics Drollems.
0 — INTRODUCAO

Como toda a Teoria Fisica, a Termoestatica consente virias axiomaticas.

Nem sempre a axiomatica proposta inicialmente é a mais conveniente e, com o decorrer do
tempo, surgem outras formas de apresentar as bases duma teoria que conferem a esta um renovado
interesse.

O objectivo desta nota é justamente sugerir uma axiomatica para a Termoestética que parece
possuir certas vantagens que submetemos ao julgamento dos interessados nestas questdes.

Por maior consisténcia que se deseje dar a uma teoria, ha sempre um certo niimero de termos
cujo sentido subjectivo se supde conhecido, assim vamos supor dominados os conceitos correspon-
dentes a vocabulos, tais como: universo, espaco no sentido Topoldgico, contorno ou fronteira,
conexio, referencial, estacionario, etc.

1 — APRESENTAGAO DA TEORIA

Sistemu Termoestdtico é toda a parcela finita do Universo delimitada por um contorno fechado
constituindo este uma figura geométrica conexa no espa¢o Euclideano ¢ saticfazendo is seguintes
propriedades :

a) A fronteira tem propriedades invariantes no tempo.

b) O Sistema esta contido nessa fronteira hd ~o tempo.

¢) O Sistema (S) é por seu turno uma topologia (anel) com as seguintes propriedades
estruturais internas (organizacio) :

S é mensuravel e tem pelo menos (n -+ 1) medidas finitas v, toadas completamente aditivas.
d) Existe um nimero n inteiro e finito de medidas independentes }';i (i=1,...n) que dum
modo completo caracterizam o sistema S.
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2) Entre as medidas ¢ de S existe uma também completamente aditiva que designaremos por
energia internu U que tem a propriedade de tomar o valor minimo compativel com as condicdes
impostas pela fronteira. U é um escalar.

Embora a axiomatica de um sistema légico nio necessite formalmente de justificacio, contudo,
para que tenha interesse fisico, & usual e conveniente apresentar uma interpretagcio ou traducio em
metalinguagem a fim de mostrar que ha na Natureza sistemas reais cujo comportamento se apro-
xima razoavelmente do modelo formal apresentado.

Neste sentido apresentamos, a seguir, esclarecimentos e justificagdes dos axiomas escolhidos :

— Az proposicées a) ¢ b) garantem que o sistema Termoestatice isolado na fronteira atingiu um
vstado eshivel no sentido macroscopice.

Deste modo todos os fendmenos de relaxagao c de histeresis se supbem completados e a inva-
ridncia das propriedades da fronteira elimina o ruido do universo circundante que, para todos os
efeitos, tem as propriedades da fronteira.

— A proposicio ¢) é fundamental porque postula a existéncia de medidas para S dum certo tipo
o caracteriza essas medidas com a propriedade da sua somabilidade. Isto é:

B 5

ANB O
*laus:s

’

%e A e B forem dois conjuntos satisfazendo a:

entio @ (A UB) = u (A) + 5 (B)
¢ ainda
Se for dado uma série numeravel de conjuntos, Er, disjuntos dois a dois entio:

w2 Er=2u (E)

com E:‘ 3 S T e 1,. .
FFafi O r+k
Cr U Eg W Eeo., =6

— A Dropesicae d) tem o mérito de tornar finito o nimero de medidas macroscopicas a efectuar
no sistema termoestdtico para o caracterizar completamente sob o ponto de vista termoestatico.

Note-se que se nio indica quantas sdo essas medidas.

O nimero de medidas depender4 do problema a resolver ¢ da precisdao desejada ¢ caberd ao
fisico escolher essas medidas; tinicamente se postula que esse nimero é finito.

As proposi¢des referidas até aqui (a, b, ¢ e d) permitem extrair algumas consequéncias que
convém explorar desde jd para boa inteligéncia do que se segue.

Qualquer medida o de S satisfazendo a ¢) que ni3o esteja incluida no niimero das n medidas
Vi consideradas independentes é uma fungao das n medidas p;

fo == Dy (U, . . o)
Tendo em vista a proposicio d), +, sera uma fun¢io homogénca de 1.7 ordem de ¢i ... 5. ©
continua no ponto considerado se ¢, for completamente aditivo.
Esta propriedade resulta de se ter postulado que as medidas ¢ sdo complctamente aditivas, o

que implica que o conjunto dos pontos de descontinuidade tenha medida nula.
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A partir das medidas .., v1 ... vy todas completamente aditivas, sendo n independentes,
pode construir-se um espaco de representagdo E,; (eixos rectilineos ortogonais, centrado e afim).

Nesse espaco pode ser representada a hipersuperficie o = 9, (#1...1n) onde estardo
situados todos os pontos que correspondem aos estados atingiveis pelo sistema termoestatico.

Também nesse referencial sera possivel representar quaisquer consirangimenios de forma Oy (¢,
Wy, oo ) F0.

Estes hiperespagos de constrangimento da forma %« (o, #1,... ¢y) - O interceptardo a hiper-
suficie yo = %o (#1...¢,), restringindo o dominio de existéncia dos pontos representativos do estado
do sistema.

A proposicao ¢) tem a fun¢ao de fornecer um critério para verificar se determinado estado
representado por um ponto no referencial Ei é ou nido estidvel.

Assim o ponto P satisfazendo a hipersuficie U =— U {v3...+,} e a todos 0os constrangimentos
de forma O (3,, #1...,) 2 0, e que se admitem compativeis para que P tenha existéncia, n3o fica
bem determinado, em geral.

Com efeito, a menos que os constrangimentos definam o ponto duma forma univoca, em geral,
0 que se verifica é a existéncia de um dominio e s6 um critério adicional permitird escolher um ponto
nesse dominio.

A fungio da proposi¢io e) é precisamente fornecer esse critério, o qual se formula desta forma
simples: U serd minimo. Se sO existir um ponto que minimize U ¢ for esse o ponto que representa
o estado do sistema cntdo esse estado é estivel.

Em resumo, toda a termoestitica se reduz a um problema de max e min condicionados, ou
scja a um problema de programugio ndo linear, o qual consiste em procurar num dominio delimitado
um ponto que optimise determinada fungdo desse ponto.

2 —EXPLORACAQO DO SISTEMA LOGICO

Uma vez que 4 axiomatica da teoria {oi apresentada ¢ sumariamente interpretada, convém pag-
sar a sua exploragao.
Para o efeito abordaremos trés temnas

Concceito de matriz de rigidez
Lspago ;1

Conceito de entropia

2.1 —Conceito de matriz de rigidez

Embora ¢ reterencial de representagio seja um E, (ortogonal, centrado), nem por isso deixa
de ter interesse caracterizar a varidncia das grandezas intervenientes.

Assim todos os ii s3o ou escalares ou afinores contravariantes.

A encrgia interna U ¢ um escalar e tem as dimensdes de uma energia. Porque U ¢ uma fun-
¢do continua de pit ...y serd ainda:

v/ ki
dL ::.-:}J /1 d.{"i

i 0

7i sera ainda uma fun¢io continua de vy ... tn, porém i é uma fungio

olJ
e

designaremos por = = ]
o iy

homogénea de graw zero pois &€ uma relacio de duas medidas que gozam da propriedade de somabi-
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lidade, porém = niv goza dessa propriedade. Se designarmos as varidveis i de extensivas, as varia-
i
veis ®i tomardo o nome de infensivas. A expressdo de dU pode ainda escrever-se

dU = [:i] . [dl)l]
(1,n) (n, 1)

Porgue ; ¢ uma fungdo de ¢y ... pu scrd
W R PER
dme— 3 "L . dpg= od
k d Hi k ¢ i ) P
e
I " i
T " U
=2 gl = ZE ] am
L d i d Pk
(n, 1) (n, n) (n, 1)
" =y 0 0 - , ’ f} =i L
_ serd ainda uma fungdo continua de pi ... ¢ . N tem o nome de smulriz de vigidez,
Uk NS

(_J i

Esta matriz rigidez l - ] pode ser invertida parcial ou totalmente, permutando a posigdo
Y P

das varidveis d 4 com as d 7.

Em cada ponto, representativo dum cstado estdvel, a matriz de rigidez converte-se numa
matriz numeérica.

A circunstincia de U ser continuo arrasta a igualdade : -- -
d i

sulta que a matriz de rigidez ¢ siméirica.

- 1
Finalmente. l

) tem a designagao de matriz e clasticidade.
1

Note-se que toda a teoria de elasticidade se prepde por meio de uma matriz de rigidez
de torma

(T] = [M].[5]

ende
[ ] representa o tensur de detoninacdo
i T} representa o vector de deformagdo
iM]  representa a matriz de rigidez

2.2 — Espago Eang

A introdugdo das varidveis &, (intensivas) vai permitir a representagdo do sistema termoesta-
tico © num reterencial mais amplo com 2n 4+ 1 dimensdes.

As coordenadas serdo agora U, py ... oy, =1 ... 7r. O hipercspago termoestatico correspondente
a Superticie Termoestatica serd representado neste referencial por :

i U:;:.L[ (;'J[...;'Julf'.l... Tr'n) n i 1

(44 ‘ T T (:).j vee oy TR s TTH) Cquagoes

Os constrangimentos, em nimero de m, tomam a forma seguinte

Yo (P4 P, T Ty) T 0
K=1, .. m
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Note-se que o numero de graus de liberdade do Sistema Termoestatico nao constrangido con-
tinua a ser n = (2n 4+ 1) — (n + 1), como ndo podia dcixar dc se verificar uma vez que se postu-
lou ser » 0 nitmero de variaveis independentes.

De novo o problema da cstabilidade dos sistemas termoestiticos sc formula extremando
(minimizando) a fun¢do U, condicionado a n constrangimentos =; e m constrangimentos S«, o que
corresponde a um problema de max. e min. condicionados ou ainda a uma programag¢io ndo linear.

2.3 — Conceito de entropia

Em termodindmica (irreversivel) a entropia desempenha uma fung¢io primordial.

Contudo na axiomdtica da termoestética o papel da entropia € mais modesto.

Com efeito, a circunstancia de se ter imposto que o numero de medidas a efectuar ao sistema
termodindmico deve ser finito (n) resulta que é necessdrio apurar quais as medidas u; (variaveis
extensiveis) que influem no sistema o que pode experimentalmente determinar-se procurando esta-

belecer as diferenciais A .
A

A natureza do problema vai permitir arrolar assim quais as varidveis *; que possuem uma
correla¢do significativa com U.

Mas a circunstincia de ser praticamente r+: {¢ nio finito como se postulou) o nimero de
variaveis influentes em U ¢ formalmente necessario acrescentar mais uma medida (que designare-
mos por {tu) que representa a totalidade da interac¢do restante, nio expressamente contida nos
pardmetros “1... HMn-1.

Assim havera (n—1) medidas §#i monoscépicas mensuraveis experimentalmente e mais uma
medida 2. nio mensurivel directamente & qual correspondera uma propriedade intensiva
o U

e que ¢ responsivel pelo trabalho =, dg, que representa a energia ndo contabilizada no
d

-1
v [ - '
somatorio = 7w dpi .

A esta medida pu da-se o nome de eniropic , @ 7 o de temperalury ¢ a Ty Ay, com a prandeza
dc uma energia, a designagdo de culor.

A circunstincia de ser possivel conceber deslocamentos do Ponto £ (¢5...#n) a dtn =0,
aos yuais correspondem energias 7n d 4y == 0, ndo invalida a asser¢io feita, porque para o sistema
logico ser consistente é necessario que seja aplicavel mesmo que dyy - 0.

Nada a liberdade de escolha gue dispomos yuanto a yn e =, poderemos impor que T, > 0.
L' resumo, poder-se-a escrever :

n-—-1
d AU
dU=- x - "dpy + - dey
i= 1 i 4
ou numa simbologia mais corrente
n=1 U
dU = 2 Toodpy 4 TdS

poad U

Este medo de proceder ¢ trequente em fisica. Um nlimero suficiente de experiéncias foram feitas
sobre um sistema dado, foram oferecidas, a priori, um certo nimero de varidveis consideradas
influentes no sistema, procuraram-se correlagdes entre a funcio (U) ¢ essas varidveis v; e assim se
determinaram os coeficientes de influéncia--— , (i=1, ... n—1) .
0 i
Porém ficou no fim um resto. Entdo ¢ legitimo oferecer mais uma variavel #u que ja se nio
pode medir directamente mas que ¢ tornada responsavel pela interacgao restante.
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Deste modo, é possivel representar o estado do sistema num referencial com (n -+ 1) dimen-
sbes, por um ponto situado numa superficie bem determinada.

Para concluir tem interesse chamar a aten¢ido de que, nos sistemas termoestaticos no estado
estavel, a circunstincia de U ser minimo implica ser v, =S maximo.

Com efeito,

n—I|

2 wjie representa a energia correspondente & totalidade dos pardmetros extensivos men-

== Aen . , . 8
suraveis experimentalmente e é bem determinada para cada deslocamento virtual
5P do ponto P (#1...04) situado na superficie termoestatica e sujeito aos cons-
trangimentos impostos.

n—1
Donde ;U — T35 = 2 5 Ju e o segundo membro é bem determinado para cada desloca-

=
mento $P e porque T >0 (por hipdtese), e ¢ U~ 0 (se u for minimo), terd de ser 35 <70 (ou &
méximo), conforme se considerou U =U (g1 ... tn=1, S)ou 5 =5 (¢ ... un_1 U

3 — APLICACAO DE PROGRAMACAQ LINEAR

Nos capitulos anteriores foi mostrado como os problemas de termoestitica se reduzem ao da
programacio nio linear. [nfelizmente nio hd um método universal de resolver problemas deste tipo
mas em contrapartida hd métodos perfeitamente explorados para tratar a «programacio linears.
Vejamos em que condi¢des é possivel e legitimo aplicar este segundo método.

Se a vizinhan¢a explorada em torno do ponto (no espago de representacdo) ¢ relativamente
reduzida é, em geral, legitimo:

— linearizar U=7 (... o, Tl ... o)

. . [owi
— considerar a matriz [ 'J como tendo elementos constantes.
ax
j

—linearizar o sistema de equagdes: Pi (1 .. itn, F1 .o %u) (; } 0

Entdo, a aplicavdo da programagiuv linear ¢ possivel e ndo oferece dificuldades e propde-se da
forma seyuinte

Sendo dado o sistema de constrangimentos lineares seguinte:

T

‘M:‘._

BETTY

b ‘) ‘,’J.k

o— [ e+ |

0o
minimizar a fumde critério (também linear) seguinte :

- AU R C AU .
U_—_--l = | Lo -%1 ] {-=i]

IJ.,'li _

T

Sendo todos os deslocamentos a partir d¢e um Ponto I' de equilibrio tomado para ponto
de partida.

Note-se gue antes de aplicar 0 método ter-se-ia que averiguar se o poliedro formado por todos
os hiperplanos era convexo, bem como outros cuidados formais, yue aqui ndao nos referimos
expressamente.
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4 — INTERESSE DO METODO

As condicdes de fronteira que era usual impor aos sistemas termoestaticos consistiam tradi-
cionalmente nos seguintes tipos

ou duy =0
ou dmi =0

Isto ¢, ou se impunham a P deslocamentos a volume, entropia, componente (i), constantes
ou a pressdc, temperatura, potencial quimico, constantes.

Nestas condi¢des ndo hd interesse em recorrer ao método de programagdo linear, pois que
bastava estudar a matriz de rigidez ou a sua inversa (parcial ou total) para concluir da estabili-
dade do sistema.

E também classico o emprego da transformada de Lagrange-Legendre da fungdo U ou &, tais
como a entalpia, fungdao Gibbs, fun¢des de Massieu, para estudar estes casos, que correspondem a
inverter parcial ou totalmente as matrizes de rigidez ou de elasticidade.

Mas se as condi¢des de fronteira se apresentarem sob formas mais complexas, como:

3U~-2p=5
%, T+ KeP—-U=0
P2»3

Entdo s6 o formalismo da programagio linear tem poténcia para resolver esta classe de pro-
blemas.

Pergunta-se, mas haverd casos reais em que tal suceda ?

A automacio com as suas miltiplas e variadas aplicagdes ao controle de processos e méqui-
nas impde condicdes que ji se ndo desccevem simplesmente por formas tais cemo d ¢, = 0 ou
d =i == 0, entdo tem completo ¢ cabal cabimento o emprefo de programacio linear.

REFERENCIAS : Measure Theory — Halmos.
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