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[) fntrodugao

A Termoestatica trata de sistemas que podem ser completamente definidos por n parametros
que representam a medida de grandezas estocasticas com distribuicdes apertadas em torno do valor
médio.

A medida que a distribuicdo se alarga o modelo fisico que representa a termoestitica deixa
de traduzir convenientemente o fendmeno que pretende interpretar.

Esta circunstdncia exige que o sistema seja estacionario no tempo ou quase-estacionario.

Para sistemas evoluindo rapidamente no tempo ha outros modelos mais apropriados.

Em regime quase-estacionario, os sistemas termoestaticos sio completamente definidos por um
Ponto num espago a n dimensdes.

E possivel ainda definir fun¢des escalares do Ponto representativo do estado do sistema no
referencial atras referido e entre elas ha uma que tem particular interesse — a energia inferna u-

A Termoestatica assenta em diversos Postulados que convira relembrar aqui :

1 — O sistema é definido por n parimetros fundamentais que gozam de propriedade, de aditi-
vidade cada um na sua espécie;

2 — Existe uma fungdo u(x'...x")—Energia interna—que é uma fungio continua dentro de
determinados dominios do espago termoestatico e portanto diferencidivel que goza também
de propriedades da aditividade ou seja-a fungdo u (x!..x") é homogénca de 1.* ordem dos
xt. . .x";

3 — Na natureza, os sistemas Termoestaticos fechados cvoluem no sentido de minimisar a
func¢ao .

Assim, para verificar se um sistema dado situado em determinado ponto do espago Termoes-
titico esta em equilibrio estavel, instavel ou condicionalmente estavel, basta verificar se a fun¢io u
é ou ndo incondicional ou condicionalmente um minimo nesse Ponto.

O conhecimento a respeito do equilibrio e da estabilidade desse equilibrio é, em Termoesta-
tica, o problema central. ,

Procura-se resolver esta questdo com a generalidade e extensdo de que é merecedora, nos capi-
tulos que se seguem.

) Preposicdo do Problema

I1 1) Consideremos um referencial tendo por vectores unitarios os vectore ¢! ... e*,

Um ponto do espaco Termoestatico sera defenido pelo vector X
1) X =(X' e, .., X" c")

O vector X scra contravariante, pois tem o sentido fisico de um eslocamento as suas variagGes
— deslocamento do Ponto definidor do estado do sistema.



Pode testar-se a contravaridncia de X pela respectiva férmula de transformagio

A
[£3)

2) xb = I L &k

=1

e inversamente:

L —= 3 4k ok
3) x EaLx

II 2) As componentes dos vectores X gozam da propriedade da aditividade e tém o sentido
fisico de grandezas, extensivas e a cada um dos escalares x!' ... x* di-se o nome de propriedade média
xtensiva do sistema. Como exemplos podemos fazer referéncia aos seguintes: Volume, Entropia,

Nimero de moles, etc.

Designaremos dX deslocamento generalizado.
Finalmente recordamos que o espago Termoestitico é afim e nio métrico.

II 3) A circunstincia de u=u (x!...x") ser uma fungio continua em determinadas regides

do espago Termoestatico permite definir:

" du
4) du== 3 ~; / numa dessas regides
je=1 OX
ot em linguagem matricial :
Ju J “dxt”
5) du=| —,...,— |. df‘
Jx! dx"® :
Jox"
, [ du” . .
Como du é um escalar, pelos postulados, sera ™ um vector covariante que designaremos
ox!

por semeclhan¢a com a mecanica, for¢a generalizada.
Assim du, variagdo de energia interna do sistema, significa e ¢ igual ao trabalho generalizado,

Ju ~ .
produto interno da forga generalizada [%J pelo deslocamento gencralizado [dx'] .
X

Vamos adoptar o simbolo ui = e nesta simbologia a forga generalizada serd representada

Jx;i
pelo vector covariante [u;].
Por ter sido postulado que u era uma fungio homogénea de 1.* ordem de x!... x" ¢ ainda por

- . - du - ‘
serem x'.. x" aditivos na respectiva espécie sera —-- uma fun¢io homogénea de ordem zero de

Jx
Ju . . - . e
x!..x", isto ¢, — nio depende da extensiv do sistema e ndo goza da propriedade de aditividade
X
Pode escrever-se entdo:

du ) (Qu

— = —(—)— sendo » uma constante.

Jx! J (2x!

A estas grandezas cuja homogencidade é de ordem :zerv, di-se o nome de propricdades médias
intensivas, por oposi¢do as extensivas,
Como exemplos daremos:

du
Temperatura —
Js
Ju
Pressdo . _—
dv -

i . oy e = P s 8 1 e e bk

. e . ——
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du

Potencial quimico ——
Jdn

I 4) A partir de du e por nova diferenciagdao poderé ser definido o escalar d*u

nog 02u
6) du= 2 2 ———— dx*dx
) KZ1imt Oxk o dx
ou, em linguagem matricial :
Ty Pu T
...d i_ t I T L pp— —_ — l_
7) d%u = X J x! dx! Ix"dxl || dx
dxn | | Pu L Pu dx
_odxtdxn Idxt dxv h -

02 u ,
~——— por uix, a matriz referida em 7) poderd simbolisar-se por [u,«] e

dxt dxk
representa um tensor duas vezes covariante.
A expressdo 7) representa uma forma quadrética e [ujx) é simétrica, uma vez que a fungdo u

Simbolisando

é continua pois sera entao

gy Lu__ _Pu
dx! dxk d xK dxi

As expressdes do tipo dé 8) da-se o nome de relagSes de Maxwell.

I1 5) Continuando a diferenciagiao pode detinir-se d? u, representado por:

B u

9) Ujpj == ——~ " Serf'l:
el dxi dxk Jx!
uoonoon P u .
100 dfu= 2 2 X —— —  dx! dxtdxi
=t k=1j=1 gx' Jdx* dx

ou, em liguagem matricial :
) . I “dxt
11) d* = [[dx'}! (uix.] [dx'],...., [dx']" [uikn] [dX'JlX :
. ' l d X“
a expressio 11) representa o produto interno de um vector covariante cujos elementos sio formas

quadraticas, por um vector contravariante [dxi].
Assim, [ulk,-] sera um tensor 3 vezes covariante.

II 6) Finalmente, pode represeatar-se a quarta diferencial de u.

, n 1} n n ')'l u .
12) du= ¥ X ¥ N s——ceion e dx! L dx¥ dxd dx' e designando por :
1=1 k=t jot t=1 Ox'dxdxi I

J'u

13) ujkjt = - - - sera ainda:
dix dx¥ dxi dx!
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Ay

t |7 R B A .
14) d‘u “—=’*dxf—| >< | [dx]* [uig i} [dx] ..., [dx']t [wxipl [dx'] | < TdxtT

dx?

I d x?

[dx1t [uikm] [dx] oo, [dx] [uikes] [d %]
A expressdo 14) representa uma forma quadritica onde os elementos de matriz sdo por sua

vez formas quadraticas e como tal sdo escalares.
[Uikjl] representa um tensor 4 vezes covariante.

I11) Determinagdo das expressdes de du, d’u, d®u e d*u, quando o vector deslocamento
esta sujeito a condigdes impostas pelo universo exterior ao sistema

I11 1) Introducdo

Este capitulo é destinado a dedugdo do formulidrio correspondente a sistemas sujeitos a con-
digdes exteriores e € necessario para o estudo de sistemas em equilibrio ou estabilidade con-

dicionadas.
A dedugdo é feita exigindo apenas continuidade para a fungdo n e portanto ¢ valido dum

modo geral para fung¢des continuas.
Assim o postulado de termoestdtica que exige que fungdo u seja homogénea de 1.2 ordem nao

intervém nas dedugdes que se vdo fazer, nem tdao pouco nas que foram feitas no Capitulo II.

11l 2) Condicaes exteriores ao sistema

A fungdo u = u (x!...x") é continua na regiio em estudo.
Admitamos que as varidveis x!' ... x" estdo sujeitas a determinadas condigdes :

sendo k <{ n

As fungdes c* sio continuas na regido em estudo e portanto diferenciiveis. Seja,

i ) ¢l =1 ...... -
16) o =2 i k
L Jx! li=1.... n
. o)l R
e tendo em vista que ddd = ¥ ——-dx'=0
jaut 0 x!
j=1...... k

Sera ainda
{ { Tt T
C'l vacenavan C dx
G ererienn C“ _ _ d Xu
. i P . . -
A matriz [c; ] serd frequentemenle representacda pela simbologia usada na representagio de

Jacobianos ou scja




oy . . ] ’
Vamos admitir ainda que a crdem da matriz [c;] é k.
Havera pois um ou mais determinantes de k ordem formados a partir da matriz ndo nulos.

! x
. C ,
18) det ( ) 2
0 (xt .ot xK)
Tendo em vista 18), serd possivel exprimir dx! .. ... dx* em fungio de dxk+i..... dx" .

Para aligeirar a simbologia vamos representar :
dxl=|"dx! ™ e dxll={ dxk—17

Ldﬁ 1 dxo

de 17) e usando a simbologia apresentada poder-se-a escrever:

d (cl...ck) A =)
i ! - o)

d (x!...x¥) - d (xk+t, . xn)
d(x'...x%) J(ct...c%)

19) dx' = — < . d X!
) dx d(ct...ck) J (xk+...xm) X

dx!!=0 ou

Designando por:

L. xk ) (ct... c¥ Ve !
20) [7:] = ‘())(Xl xk) ’ ()( {E—H : )n = I:Z;c. QZ]
(ct...c¥) (x*+... x™) ARG
(k,p
sendo p=n—k
ou finalmente dil ==z Jdxt 21)

III 3) Cilenlo de d n condicionado

— d (u) . d x! — J (u) ‘ ( d (u) 1"
22) du ——L) (x',x”). l:dx“] (--——) o) d x —l———u—()x(“) . dx

Substituindo em 22) o valor de x! tirado de 21) obtemos:

B)du=<du-a+iﬂﬁd%'

d x! Jx't
1,k . (k,p)(@,p)(p,1)
Como era de prever na expressio de i sé intervém como variaveis independentes dx'! .

111 4)  Cilenlo de d* 1 condicionado

‘r) u Jdu

’ a/ [I
d x

Convém ter em atengdo que, em geral, - sio fungdes de x!......x" embora so

Jdx!
xkE x" sejam variaveis independentes.
Por outro lado pode escrever-se 23) transpondo os vectores no produto ¢ sera:

, g\ [ (AN L du
24) du (d,\ ) (t (')X!) +(0x”) )
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e diferenciando 24) obtemos :

Jx! ndx A dxlt
(Ju >t c)< du \t I
] \()x“ l t dX”
T X~ 'd"ul
mas:
a)
BCE ) af 4 l"‘ EE
o PPy cdx' ..e-.. TR X PP
A
7 dx! =
0 x! + . +
J 2! J ak ) 1
dXT dxt... 3 [: d xt ,0 i
X
(p.k)
e
t‘ ,_()_a-:- du d x! ‘\\
=1 o< ox 9% (=~
Jat t
Rdxl.”{)_u_>x « « 4 o o + e o o + ...... +
0 x! dx" K gl [
va du ¢
’ P
(p:k) (1\11) —1 | t)xl—" dxi dxl_ _l}
(p,l)
B k :):z{ du . ‘; c)?.{ ,"_)u - Tdxt
T 2 oxt T dx 121 Oxk oyl >< :
“dx]\-
§ delp du .. § 9% du
....i;l ()Xl ()X! ;“1 0)(]" ())(1
(p.k) (k,1)
e designando por:
2) fej= § 9% du  j=1...k
1= dxb dx! e=1 ...... p
_[dee ()a’;:_'J T du
d xi dx} Jxt
Ju
—_axf_
Sera finalmente:
t ) -
-'l-?-.dx'. L R fejl|.dxt e=1......
'}Xi J xt ~ )

......

xR e

J ok

13 v

dxk...... Tk

(p,k)

‘5)“% du

1 XK Jdxt

()a:) du

I dxli ,)xi
(p,1)

B LR T

e i e "t —



mas tendo em vista 21) serd ainda:

27)

t
st

Jx!

Jdu

Dum modo idéntico sera:

¢) Tem interesse também determinar a forma das derivadas de ]}—} .

Assim teremos :

29)

30)

32)

= [7e.j] >< d x!

t
) <du
()Xf 2 u
d x! T dxt ox!
4
) ( Jdu >
dx! 2?2y
oxit T axlgxt
) (() u >t
dx't J*u
J x! Toaxt ot T
(ﬁ_u_\*
J x! 2y
o xl! - JdxH l).\'“ =
T ug un
(k, k) (k, p)
(upd =] oo 1 el
uC U|1
(p, k) (p. p)

2% u

_oxikt g xk

PENTS

d xb g gkt

* u

o dxl dxh

d2 u

dxlidt Py ket

)y

’) Xk-}-l 0 X"

t
X -(J ;)=[ﬁei]><z><dx“
\ UX

Oz du
1 dx*Tt 9 x|
:) Sfip J u
I d xk—i—l 0 xi

.........

———— e s 4

dxJxk

22 u

J xl; J Xk‘H

-

’ _dx" _
P
=Y =y
(k, k)
= u[.lf Uh
(k, p)
=Yy, = U,
(p, k)
= Uy T Uy
(p, p)




Substituindo em 25) as expressdes 27), 28), 29), 30), 31) e 32) obtemos:
34) d'u= (dx“)‘r](.fsz + )T ua . 2) G u) + (el a) 4 ual - dxt
l (p,p) .p)  (.P (p,p) (p.p)

Podemos representar a soma de matrizes (p,p) entre chavetas, por [Wij e 34) podera

escrever-se:

35) d?u = (dx")t. [Wij] . dx"

III 5) Cdleulo de d*u condicionado

Designando d*u por (dx!)t [Wij] dx!' onde iej variam de 1 ...... p e p=n—k, ater-
ceira diferencial de u sera:

/ [}
36) Fu= 55’—? ((xty (g dx”) dxt o T’L <(dx”)‘ (Wil dx“> dxt
X : n

x
J
e designando por: [Wsij] = ke (Wil
Xs
serd: s=1...... n
- “dx!
37) du= [{dx”)t [Wiiy) dx“} y e ,Ed xM (W] dx }J >< :
. _dxll _
Para aligeirar a escrita vamos representar por:
W, = I:{ (dx)t [(Wagldx! L, e, (dx™) [(Wi] dx“}]
(1 k) -
38) -
Wi =[{ (dxt (Wil dxt e LA [Wan] dxt }J
(L, p)

Substituindo 38) em 37 sera:

- - -
3) diu =Lw;,wa < [d"

I It 1"
gt | = Ws - dxd 4 Wa dx

e tendo em vista 21), teremos finalmente

40) d3u=(wi .+ WL‘) . dx
(1,k) (kp) (1, p) (p. 1)

) =@ (e )
I11 6) Ciileulo de d* u condivionado

Diferenciando d*u obtemos:

42) dfu==(dx) L fdat . (WO 4 et L d (W d (W)

E L oV —

it o s s,

S¢



D A

b Aahataiiat Lok gt
v

a) Cilculo de dat . (W;)t

d 2t dxl + dat et

dzt = )
dx! J xl!

e tendo em vista a forma como foi deduzida a expressio de

zt [/
J dx! . (’u t J =t Cdxdt Hu\t
dx! J xt Jdx t)x'/

(']

no Capitulo III 4) alinea a) e b).
Podera escrever-se, desde logo :

43) dat . W)'=(B .2 + D) . dxll

sendo :
Tk ) K dal -
2o Wi W,
44) B = 1=1 #X =1 Jx
k ! i
3 2% ¥odm oy,
_i=1 UX =1 Ox" —
Tk ) ot k " -
X lk;m' W ..o 3o da oy,
45) D= 1=10Xx 1t X"
L t . 1
> 9% W, oA Wy,
—i=1 dxkH p=1 X" .

b) Cileulo de d (WY e o (W

Tendo em vista 0 modo de proceder do Cap. [T 4} ¢). Sera:

o2 . 2 .
46) d (W[)I — & Lx . d.\'“ + & dx”
dx! Jx! dxtdxt -’
c
47) d W= CWH_ g 2 W
r)x' 1% ,\'” J .‘(“ J x!

Substituindo 43), 46) e 47) em 42) obtemos finalmente:

48) diu = (x| (Bx 4 D) + (dxty ( AW,

oo, WG B WG W ] g
dxl ! adxtdxt dx ) xH ,

A principal simplificagio a introduzir na expressio 45) serd a que resulta da matriz dos o=
ser linear,

Daqui resultam duas simplificagdes :

A eliminacio de B ¢ D

A matriz [ Wi; | passa a tomar a forma mais simples [W,j j =2t uy % 4 2" un + ue =+ ua




A expressdo 48) podera representar-se entio por:

(Mi] =+ 2* [Miu] + [Myq] . a+[=\'1un]ldxu
)

49 dfu = (dx!")t
(p,k) k,Kk,p)(p.k)Kk,p) (p.k) (k,p) (p.p)

Sendo:

a)
(M ]l=| Mu ...... Mt 7| = [ M;jj] [i=1... k

50) Mij = (d xI)t at l: Ju - — | x | at Jgu - :l +
dxtaxlt g xi gxi dx!oxltdxi dxi
N’

P
(p.k) (k, k) (k,p) (p,k) (k. p)

\
4 4 a3
+ d_u_#__x:z-i- du_ . > d x!
Oxlloxidxidx! O xH g xlt g xi dxi
N——" S’
(p, k) (k,p) (p.p)
Ji=1...... k
V=1 ...... k
Identicamente sera :
i=1........ k
B [Mind = [Mij] { ‘
j=k+1..n
)"u ' r)"u
51 eM-'=dx”'a‘.| : z + ! —- l
) ! ( : < oxtoxlaxtoxio. Cox ) x! yxtoox
S
[. ' u . :a—{-[ I \ dx!
Coxtloxt oxt oxi Cdx o xllaxt oxi )
i=k+1 ...
¢) [Mu1] = [Mij] [ 1 T n
l =1 k
0% u

. d* u
‘. Ixlox! Yxi o x

52) e M;j = (dx!)t <f¢‘

Ix! 9! oxi dxb

i J*u ' u "
(Y S N P
OxMox! dxt dai OxM dxMt dx! axi.
y (M) = vy [ PE e
| j=k+1..n
4 . .
53) e M = (dx')! (o U agw Y ‘
coxtaxtoxt oxi. IxPoxMdxidxi.

B u

+ [ .
Joxtdxt dxtdxt .

x4 [ I u ) d xH
OxMdxdxtoxi.

Aqui sc da por terminada a dedu¢do do formulirio mais importante para a discussdo da esta-
bilidade dos sistemas termodinimicos.
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{v) Problema do equilibrio e estabilidade de Sistemas Termoestaticos

[V 1) Introducao

Apresentado no capitulo antecedente algum formuldrio que interesse a discussao do problema
do equilibrio e estabilidade, cabe agora apresentar os conceitos basicos.

Seja dado um sistema A e consideremos um sistema a de A, com uma extensio muito menor.

A ordem de grandeza do sub-sistema a serd suficientemente pequena para poderem despre-
zar-se os efeitos energéticos de a em A de ordem superior & primeira.

Tendo sido escolhido, ao acaso, o sub-sistema a, as conclusdes a que se chegarem podem gene-
ralisar-se a todo o sistema A.

Estando o sistema A isolado do universo exterior, procura-se conhecer do equilibrio e de esta-
bilidade desse equilibrio do sistema A, verificando se o sub-sistema a esta ou nio em equilibrio e se
este é ou n3o estivel, em relacio ao sub-sistema A-a.

Para caracterizar um sub-sistema a dentro do sistema A é necessirio definir-lhe um dominio
o que pode realizar-se tomando um paradmetro extensivo para referéncia e fixar a extensio de a e
de A-a medidas por esse parimetro.

Pode até fixar-se apenas uma relagdo entre varios parimetros extensivos que permite definir
um qualquer deles em relag3o aos restantes.

Sob o ponto de vista formal este esclarecimento podia ser dispensado, mas para bem inter-
pretar o facto Termoestatico, a auséncia de uma referéncia a esta dificuldade esvazearia de contettdo
a operagao de diferencia¢io de um sub-sistema a dentro de um sistema A ou a do isolamento de A
do restante universo.

IV 2) Definicio v sistema A ¢ a

Seja dado um sistema A descritivel completamente num espago Termoestatico de n + 1 varia-
veis extensivas independentes: (X°... X") e seja X* a variavel escolhida para definir a extensdo de a.

Como o sistema A estd isolado em relagio ao Universo, todas as varidveis extensivas de A sio
constantes.

Xi\ = Const
54) , i=1(0,...n)
dX, =0

No sistema A isolemos o sub-sistema n e seja X a extensio de X° de a que se admite cons-
tante por hipotese de isolamento de a em A.
Entdo haverd, para os sistemas a e A-a, as seguintes relacoes:

xi = 1
] X" 1=1...1
55) | a
Ua .. . , - ,
s =iy (energia interna do sistema «a, que ¢ uma fun¢io homogénea de ordem 1).
/
o
e
i
1 xr\-u
Xpa-n = X® i=1l...n
56) . 4 A-n
UA-n
ur\-.’l p—— o
NA-Q

11



As varidveis extensivas x', u, di-se o nome genérico de varidveis esperificas pois representam o
valor do pardmetro ou grandeza considerada por unidade de extensao do parameiro X’ tomado para

medida da extensdo do sistema.
Normalmente X° é escolhido entre as varidveis que tém a natureza de uma massa (moles de

um determinado componente ou a soma das moles de um conjunto de componentes presentes, etc.).
Posto isto, e tendo em vista a aditividade da energia interna, podera escrever-se:

[UA —'_'-UA-a +Ua

57)
|AUSs = AU4.. + AU,

e desenvolvendo em série de Taylor (as fun¢des u sao continuas e portanto deriviveis até qualquer
ordem dentro da regido do espago Termoestatico que contém o ponto considerado), obtemos :

[AUy=dUs + 2 dUs + = d'Us + = d'Us ~ ...
21 31 4!

1
58) 4 —'-\UA-a=dUA-n + ;d"U,\-a + ...

AUz =dUa + i'dfud-s-
2!

\

Mas como a extensio de « era muito pequena em relagdo a A-a, admitimos por hipdtese que
as perturbacdes energéticas em A-a, resultantes de a, cram desprezaveis a partir da 1.* ordem,
donde resulta que pode escrever-se

{
AUA=dUA+%d:UA + ..
59) ¢ IT\U'\""' =d Ua.u

AU:: =dU, - "1“ dzUu + ...

l 2

ou

AUr=AUsu +AUs=dUsu+dUs + — d*Us + ...
mxg_u dUA-a“l"X:;dUJ + x“:l d? Uy + X:l‘ d:K Uy T -

¢ ainda:
,0 /0
[ dua = Xaw duaa + X§ du,
d*ur = X§  d'uy
|

61) 1 Qiuy = x:: d*u,

dfua = X3 d‘u,

. e« s . .

IV 3) Couceito de equilibrio ¢ estabilidade

E postulado fundamental de termoestdtica que a energia « dum sistema A isolado tende para

um minimo.
Com esta simples afirmagdo permissial transforma-se o problema do equilibrio ¢ estabilidade
num simples problema de miximos ¢ minimos condicionados.

12
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Ge u =u (x' .. - x®) for uma fungdo quzlquer continua na regido do espago em estudo,
estando as variaveis xt .. x" sujeitas a um sistema de k < n fung¢des continuas nessa mesma
regiio, com a forma

62)

I
(@]

ek (X eeee. xT)

o problema do equilibrio e estabilidade resume-se a verificar se «# é minimo no ponto considerado
sujeitando o sistema a deslocamentos virtuais condizionados & satisfagdo do sistema 62).

A primeira condi¢do, para que « seja minimo num ponto, é ser du =0 para deslocamentos
virtuais condicionadas a 62).

Esta primeira condigdo é necessdrin mas nao suficiente e impde a estacionaridade da fungdo u
no ponto ou seja o equilibrio do sistema A nesse ponto.

Verificada essa condigao ha que estudar d2u e ver ser d*u >0, condicdo suficiente para que u
seja minimo e o equilibrio do sistema seja estdvel.

Se d*u ndo for positivo para os deslocamentos virtuais compativeis com 62), entdo o sistema

ndo tem um equilibrio estavel, a ndo ser que d*u = 0 e havera, nessa hipdtese que estudar deri-
vadas de ordem superior.

Esta matéria é cldssica e so interessa por isso estudar aqui as aplicagdes a termoestatica, o que
se fara nos capitulos seguintes.

vV — Equilibrio
V1) Equilibrio ndo condicionado

O sistema A para que csteja em equilibrio serd necessirio (mas nado suficiente) que d Ua =0
mas de 61) sabe-se que:

dUa =X, dus-a + X2 duu

v () UA.n . u f) U .
— Yo . - - G .
XA-u _-'\-' 0 1 dx:&-n + >‘u _}* J i d x:;
63) i=l XA-n i=l Xa
‘\‘_ JUua-a . ‘\’ d uy .
- = i 'dXA-a_]- ~ "7 dXa
i=1 O Xa-a =1 0Xa

mas tendo em vista 54) sera ainda:

64) 0=dX,=dX,, +dX| i=1,-..n

e substituindo 64 em 63) temos:

u dua.; ) u,
65) 0= X <_‘ ;.\,‘l - J-‘"'{‘) - dx;,

e para que esta cquagdo scja satisfeita qualquer que seja d X! , 1 =1,... n, serd finalmente:

dus—; d .
66) —mdza . O P=1, ... n
() XSAHﬂ d xlll
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ou em linguagem matricial : '
() UA— 3 C)Ua [ ul] l- . 1
67 — = 0 = !
e il bl

que significa que os vectores das for¢as generalizadas dos sistemas A —a e a tém de ser iguais.
Daqui resulta que os respectivos trabalhos virtuais s3o iguais e de sinais contrarios e portanto
a sua soma € nula e portanto ndo se altera o valor de energia interna do sistema A (dUs = 0).

[~

O sistema de equagdes 66) pode interpretar-se representando x! varias grandezas.

x! = s (entropia) sera = T (temperatura) e a condi¢io de equilibrio impde que Ta_o =T,
ds
. ’ “ - o - T . . -
xi = v (volume) sera = —P (Pressdo) e a condigdo e equilibrio impde que Pa_s = P,
v
H 4 ’ d u . ’ 3 ’
xi = n (Nimero de moles) sera # (Potencial quimico) e novamente sera a—a =ty
n

Estas igualdades sao muito conhecidas em Termoestatica.

V 2) Equilibrio condicionado

Admitamos que o vector deslocamento esta sujeito a k condi¢ées da forma 62).
Em 23) ja vimos que:

68) du=<()u ca A du)-t)x“

o x! o x!
= (u . 24 uy).dx!

Tem interesse estudar alguns casos particulares:

a) As condi¢des c* = 0 sao lineares em x', entio = é uma matriz de termos constantes.

{ I
) , ) " ) ch... c ,
b) Se c¢* =0 além dec linear, verifica-se ainda que ( ¢ quadrado (k, k) e
0 (x'eerer x)
0 (ct...... ck . , ..., ck d x! “dx! 7
det ( ) 7 0 entdo serad: ( ). 1 =0 ou =0
d(x'...... x*) J (x'...... x*) dx® _ _dxd_
donde #=0 ¢ a expressio de Jdu reduz-se a:
69) du=uy.dx'=0
Este resultado significa que se alguns parimetros extensivos forem conslantes (d x! = 0), entio

basta impor que o trabalho das restantes forgas generalizadas uy seja nulo.

c) Niv existem condi¢oes & = 0

Entdo o problema degenera no do equilibrio nio condicionado, com efeito.
« nio existe, ¢ x!! = xt!

1
donde  du ﬂ—"w‘i—ﬂ.[d" ]:o

T (', x d i
) u Ju
ou - == :
dX*an July

14
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Vi) Estabilidade .
VI 1) Introducdo

Tratamos em V) a condi¢ao necessdria ou de equilibrio, neste capitulo serd abordada a condigdo

suficiente ou de estabilidade.
Damos a seguir o resumo das varias situa¢des possiveis de ocorrer:

duy =0 O sistema esta em equilibrio estdvel.
A q
1.7 caso I Pu. >0
A~
duy ==0 O sistema estd em equilibrio instavel.
2.% caso 4 <o
“u
A ™~
’ duy, = O sistema esta em equilibrio mas a estabilidade depende do
20 . . . ’ .
0." caso 1 d*u, 50 deslocamento virtual imposto. O sistema s6 pode ser condi-
cionalmente estivel ou (instdvel):
. I du, = O sistema estd em equilibrio mas a sua estabilidade é indef-
4.7 caso ] dPu.=0 nida e so pode definir-se ou impondo condiges aos desloca-

mentos ou testando derivadas de ordem superior.

duy, =0 I d’u, =0 O sistema cuja estabilidade era inde-
4.0 — 1.9 ¢caso N e ) finid ( 0 ) & afinal estdvel
d2 u, =0 [ dt uy >0 tnida (4.” caso), e ahinal estuvel.
o0 du, =0 | d*u, = O sistema ¢ instdvel.
40— 2.Y% caso . e .
d*u, =0 | dfu, <o
o o du, =0 d*uy, =0 O sistema s condicionalmente podera
48— 3.7 a0 d*u, = € du. 20 ser estavel (ou instavel).
£ A
du, =0 d*u, =0 A estabilidade do sistema & indefinida.
4.9 ~ 4.9 caso . e .
“uy, =0 d*u, =0

Felizmente que nas aplicagdes de termoestatica, os problemas de estabilidade resolvem-se, em
geral, até d*u, e sé excepcionalmente serd necessirio estudar d*u,, porém, formalmente nio ha

limite na ordem de diferenciagio.
E evidente que a medida que se avan¢a na ordem da diferenciagio, menos clara se torna a

natureza da estabilidade do sistema, pois sé diferengas de ordem muito elevada permitem esclarecer
e conhecer da estabilidade e portanto menos segura e, fisicamente, mensurdvel ou observivel é essa
estabilidade.

VI 2) Estabilidade e sistemas uiv condicionados

Ja vimos em 61} que:
d_"'UA — Xt(: d!Uu

Qo -~ . ’q. . - . .- .

mas X, » 0, porque as propriedades médias extensivas sio essencialmente posilivas, mas o sis-
- 0 - - ege e

tema a, embora pequeno, tem uma extensio X, ndo nule, entio tanto monta testar a positividade

de d?ua como a de d*ua.
Daqui por diante, para aligeirar a simbologia, suprimiremos o indice a.
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Tendo em vista o que se acaba de expor sera:
d*uy — dua — d*u = [dx]* [w;] [dx]

Em calculo matricial prova-se que o estudo de d*u se pode fazer através da matriz fu;l e,
em particular, o espectro da matriz [uj], fornece informagdes importantes a respeito de d* u.

Sejam /1 ..... . Jn as n raizes de equagdo caracteristica {u;;] — » I = 0 ; estas raizes podem
algumas ou todas serem iguais, e se [uj] for uma matriz simétrica de termos reais como sucede
com u (energia interna) esses 2, sio todos reais.

Podem entdo considerar-se varias hipdteses no que respeita as raizes 7;.

Ordenemos as raizes em valor relativo; e seja 3 < 22 << ...... < *a, entio teremos:

a) 24 >0 entdo todos os 71 >0, d°u>>0 e o sistema é estavel (u é minimo).
A matriz [urj] é positiva e definida.

b) <o entdo todos os << 0, d*u<< 0 e o sistema é instivel (u é maximo).
A matriz [uyj] é negativa definida.

0 {11 <o haverd raizes positivas e negativas a ecstabilidade do sistema, se hou-
W >0 ver, sO sera condicional, e havera que impor condi¢des aos deslocamen-

tos virtuais dx'.
A matriz [uj] € indefinida.

d) { h=...=) =0, isto & algumas das raizes sio nulas, d’u=0 e o sistema sé con-
dicionalmente poderd ser estavel (ou instavel) ou entio terdo de ser
estudadas diferenciais de ordem superior.

A matriz [u¢j] ¢ semidefinida.

Esta assim estabelecida a correspondéncia entre as raizes % da matriz {uwi] e d*u e por-
tanto com a estabilidade dos sistemas termoecstaticos.
Veja-se o Apéndice no fim do artigo para informagdes complementares sobre matrizes.

VI 3) Estabilidade condicional

Ja vimos em 35) que :
d>u = (dxt)* (W] dxt ?
o estudo de d*u far-se-d por intermédio da matriz [W,j] e tudo quanto se disse para [uj] se repete

aqui «mutatis mutandis».
Tem interesse contudo rever alguns casos particulares.

) ! . _ N (LI k), .
a) o sistema {c* =0 ¢ lincar, entdo a matriz ( ¢ uma matriz de termos constan-
d(x'...xb)
tes e tal sucede igualmente com a matriz «.
d 2 o al
Entio —— =—)—.— =0 donde {£ ¢ # serem nulos. ¢ {Wi;] reduz-se a:
i} X! N x!

70) iWa ]]= a! f\.’! @ - al un _|'_ e % _*' U

Esta propriedade ¢ muito importante porque na vizinhanga do ponto do espagco Termoestatico
no qual se deseja testar a estabilidade do sistema é sempre possivel lincarisar o sistema de condi-
¢des ck = 0.

Esta lincarisagdo de ¢ =0, permite, sem perda de generalidade, estudar-se a estabilidade do
sistema por meio de [W:;} dado por 70). '
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b) O sistema c*==0 além de linear nele s6 intervém k varidveis independentes xi.

0 (ct...... k), , ) " . . ..
Entio como det — =0, teradeser dx!=... ... =dx*=0 ou seja, hd k varii-
o (xt...... x¥)
veis extensivas constantes (dxj=0) j=1...... k.
Entio [ #j] = O e a matriz [ Wii] reduz-se a [Wij] = uq.

(p-p)
Esta propriedade é muito importante, porque:
1.° Basta testar uq que € de ordem p<{n.
Pode [ujj | ter raizes negativas ou nulas e portanto d’u nio ser estivel, mas uga pode ter
sO raizes positivas e entio o sistema é condicionalmente estavel.

Vii) Inversdo de Matrizes e suas propriedades
VII 1) Introdudo
Ja vimos que dum geral seré:

2 {ur ...... u,,_) [dv]

71) [du]=[ui;] [dxi] = ———=
J (x' .o xY)

Partindo a matriz pela linha k e coluna k sera ainda:

2 (Ul) 0 (U[)
duyy = ——= _ dx! + —="A d)(“
[ [ () ( E) . ’) (’:“) .

LU VY + 0 (UH) d x!t

J (x!) o (x1)
ou
¢ .'[ d (> f 2
dxlm-z--(-"\-—)—.dm—~ ) (1) . )(U!—)—-.
d (uy) d (u) o (x!)
o (u“) r)(x’)
dupy=— . Sdur +
72) I () T
L A lun) (X)) A(u) _) | d x!!
( L o (x') "o (u) o (x) o (<) [
que pode representar-sc ainda sob a forma:
A0 p o XD o (),
T dx! _| d (u') : a (up) g (x') Jduy
74) .... = ...........................-' ........................................ I o......
| du't _ d Qw0 () n o un) d (kD0 (w) | st
J (x') o (u) d (x!) f}(u[) d(x“)
AT
- P e (x'h)
Esta operagdo, inversdo parcial da matriz, s6 ¢ possivel se:
J (w) o -
=0 como, cm geral, sucede em Termostitica.
o) {‘(I)
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Tendo em atengdo o significado dos Jacobianos representados em 74) podera explicitar-se esta

expressao e tomar a forma seguinte:

—_—

ax! 0 x! axt oxt
Ju duk . IXk+l Jx"
dxt axk o dxk Xy o x¥ dut
: = duy Jug . oxkit j x4 :
d xk K ox d ux
75) I . .
d uk4 dukst Juk—1 | duktl  Juktl d xkr!
: Jut o uk ) xk41 ) U :
dug : ’ d'xs
()U ..... dU(l f)UU . f)uU
dut 0 uk Jxkt J x4
dx! P -
ou _ N 4 du
dulf dxit |

A fungdo [ Nix] di-se o nome de transformada de Lagrange — Legendre e as mais represen-
tativas sao:

u—T.s

u-TP.v
=u—T.s + Pv

]

fun¢dao de Helmholtz F
76) » » Entalpica H
»  » Gibbs G

¢ constituem respectivamente inversdes parciais entre:

—_—

Helmholtz
Entalpica

Tes
— Pev

Tesl
Pevl

Gibbs

—

VII 2) Varidveis dependentes ¢ independentes

As relages que traduz a nova forma 75) fazem das variaveis (d u du, , dxkt! d x®)
dx¥ , dug4y ...... dus) desempenham a fungio de varidveis

......

variaveis independentes e (d x!

dependentes.
A inversio de matriz (parcial ou total) pde em evidéncia o sentido arbitrario que toma a

classificagio das variaveis em dependentes e independentes.

De facto o que existe é um sistema de » relagdes a 2n variaveis que permite determinar n
delas em relagdo as restantes.

Esta circunstincia d4 maior generalidade a forma das fun¢des que definem as condigdes c* =0,
as quais podem tomar a forma seguinte:

K)ek<n

......

As fungdes fi 0 tém de ser continuas no dominio em estudo.
Note-se que ¢ sempre possivel reduzir a forma f; = 0 i forma ¢j = 0, substituindo ut,

......
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pelas fungdes respectivas de x!

por hipotese.

VII 3) Condicdes da forma fi ( uy

Admitamos entdo que sdo dadas k < n condi¢des da forma fi (uy
sendo j=1,

k; as fungdes f!' sdao continuas no dominio em est udo.

Ua, Il

......

...... un, xt, oo x™),
Escolhamos n varidveis para varidveis independentes e sejam (uj ...... uk , xk¥ . x ")
Para qualquer d fi = 0 sera:
ko Jf
78) dfl = > — dui+ 3: __()E X< 3: _()Uj dX' ) 5: J uj .dUi
i=1 dUi j=k1 YU i=kp1 oXxi i=1 J Ui
n ()f . k ’)f I ) : 1] i
+ 3 x4y i><<z”"'dui+ §o2X g
=kl X j=l J X i=1 d u; =k 41 o x!
kK gf n o gf kx auy; x Jf K i
= X cduj + 3 b ~ du; by — > X X du
= dui jmkgr UL dui T gu i Ui dui +
n ) . i .
+ 3 Laag OB g dn gy 0F o 0
ka1 dX i=kit 9N oy 9X =i 9% 2, OX
Ou ainda:
. ) F of o (xU, up)
79) dfi =] ) g
| o (ul) d(x', un) o (up) u +
+ ] df o f d(x!, uy) ld "
X
L (x) a (x!', u'l) d (x!) J
sendo, como sempre:
TdxtT Td xR
dx! = : dx = :
_dx¥ _dx"
Tdu Tdxeq
du! = : duy = :
_duk_ _ duy
) F o f J
Os Jacobianos de forma — .- — sd0 obtidos a partic das cquagdes 17
o (uy) 7, (K“) ] (x’,u“l P quas -
. ) (x', !
Os Jacobianos de forma ﬁ——%)— ¢ -1(i'i]vl-[)—

G sdo obtidos a partir da matriz [Nik] em 75).
7 (X

Posto isto, designamos simbdlicamente d fi , em 79), por:

80) dff =([fi ... fi] <

0
d us

dUlc
d kit

d ;\.n
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Entdo serd possivel escrever a equagdo matricial seguinte:

f} d }11 0
, >< :
81) s d uy
) d xk":“[
¥ :
L N dxn

A equagdo S1) é idéntica & equagdo 17) e desempenha idéntica fungio.
Novamente se impde & matriz {fi] que tenha a ordem K, ou seja, hi pelo menos um determi-
nante K ordem nao nulo:

A )
d (ug_--- xc)

—

k

82) det

1

Entdo as equagdes abaixo indicadas sio suficientes para estudar a estabilidade do sistema nos
precisos termos em que o foi quando as matrizes em confronto eram [ci] e [ui] e portanto ndo in-
teressa repetir aqui.

As equagdes sao:

LT

83) e

I > dU|J=O
v o0 (ug, X0 dx!t

VII-4) Alguus casos particulares

Os casos particulares sio os mesmos considerados quando se estudaram as fungdes C* =0,
isto ¢, linearidade de f* =0 e dentro deste o caso ainda mais particular de fi=0, (j=1...k), s6

) ) e . O(F .. %), .
intervirem as variaveis (ui, ..., ux) e det —)—((——)) == 0, entio serd dur=...=duz =0 ¢ encon-
e \(Ug ... U

tramo-nos na situagdo referida na alinea b) de VI 3) e ji vimos ent3ao que so interessa estudar o
menor principal Ny, isto ¢, ser for:

dx! N N duy - ..
s4) | enen — | . L S | e entdo, se du; =0, sO interessa
duy _ Ne © Ny ~ deu_ examinar o menor N,.
Assim, se dur = ...... dui = 0, procede-se primeiro a inversio parcial de matriz [Vij] em
relagio a dut, -...... dux ¢ obtém-se a matriz [N;j] e estuda-se apenas o menor Nu dessa matriz.
Note-se que Nua = V4, o que ¢ ficil de demonstrar, para o que basta recordar que
d (uy) J(u
85) duy = -t dx!t 2lund g =
) (X ) J (X”)

Esta circunstincia permite imcdiatamente conhecer Ny sem ter que inverter parcialmente
a matriz [vij] .
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vlil) Introducdo do conceito de isolamenio como uma condi¢do exterior ao sistema

Ao estudar no Capitulo IV 1 e 2) o isolamento (e diferenciagdo) do sub-sistema a dentro do
sistema A, fez-se referéncia & escolha de um parimetro x° para medir a extensio de a e fixa-la
num certo valor.

Depois de tratado e estudado o equilibrio e estabilidade condicionados é facil de ver que fixar
x; é 0 mesmo que acrescentar as k condigdes ci = 0 mais uma, ¢® (x° x .. x") =0.

Nestes termos, a estabilidade dum Sistema Termoestatico pode sempre ser tratada, como um
problema de equilibrio e estabilidade condicionado, uma vez que haver3, pelo menos, uma condigio,
c®(x°...x") =0. Porém o espago termoestatico terd (n + 1) dimensdes pois além das varidveis
x! ... x" hd que acrescentar a varidvel x?, eliminada na opera¢do de isolamento.

Esta forma de tratar é uniforme e muito mais geral e por isso se recomenda. Alids todo
o formulério anterior se aproveita, basta que no indice n esteja contada a varidvel x” destinada a
definir o isolamento de a em A.

1X) Estabilidade de siste:nas condicionados quando d?u=0

J4 vimos, em VI), que sendo d*u==0, é necessario estudar as diferenciais d*u e d* u para escla-
recer da estacionaridade da fung¢io u no ponto considerado.
Como condigdo necessaria terd de ser d*u=0, e como condigio suficiente terd de ser ainda d*u > 0.

I1X 1) Comdicao necessdaria o u = 0

De 40) sabe-se que:

86) du = (W]\ x4+ WY L dx"'=o0 e para que 86) se verifique qualquer que scja
dx! serd ainda
87) Wia L Wil=o
o significado de Wi e WY encontra-se nas cxpressdes 35).
O caso particular de ser « == 0 implica que:

i T P .
Wi = us = | —= usijj, -----. , —— ugij e dx!! = d x
. o xt x" .

1X 2) Comligio suficiente = dyu >0

Para estudar d*u, hi que examinar a matriz indicada na expressdo 48) ou, sc 2 for de termos
constantes, a expressio 49) ou, se¢ « = 0, basta estudar { My n]. ‘

Sucede porém que a averiguagdo da estabilidade de sistemas Termocstiticos, nas regides do
espago onde d*u = 0, faz-se ao sistema livre (sem condigdes) porque o que interessa é conhecer as
propricdades do sistema e nio do sistema mais as condicdes exteriores.

Entdo a expressio a empregar ¢ a indicada em 14),

Por ndo ser o objecto deste trabalho o estudo d”u, ndo se desenvolve mais este ponto.

X) Método dos Multiplicadores de Lagrange

Um mdtodo frequentemente empregado para estudar maximos ¢ minimos condicionados ¢ o
dos multiplicadores de Lagrange.

Nalguns casos este método lem vantagens sobre o que foi desenvolvido nos capitulos ante-
riores ¢ por isso dd-se aqui um ripido resumo.

Scja dada uma fungio u (x'...x") continua em delerminada regiio do espago e procura-se
conhecer dos scus mdx. ¢ min. nessa reyido.
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Sejam m < n condi¢des c¥ da forma:

88) ck(x!...x" =0 K=1,...,n (c¥ é continua nessa regiio).
Designamos por:

(c.“: I
J Toogxd
«_ JcK
89) u= 9 x' dxi
0 (c[ ...ck)-__ ci C;
L (xl...x")—[ci“---c,,’“J
(m, n)

Admitamos ainda que a ordem da matriz é m, isto é, hd um ou varios determinantes de ordem
m ndo nulos.

O Método dos multiplicadores de Lagrange consiste em formar a fungdo U (x!... x") tal que.

m
90) U=u+ 3 ) ck
k=1

a ) di-se o nome de multiplicador de Lagrange e sido a determinar.
Trata-se a fungdao U, em vez de u, como se U ndo estivesse condicionado.

Cilenlo e d U

noy . nwoom k .
91) dU= X — -dxi+ 3 I 7 ')c. ~dx
i=t O X! i=l k=l i x!
que pode representar-sc também sob a forma :
SHET | R
d (u) : J(ct...c™) . :
=] —— : > x|
92) dU l d (xt...ox®) + L o (xt... x") | _dx"
(1,n) (1, m) (m, n) (n, 1)

A condi¢io necessaria de cstacionaridade serd dU =0 ¢ para que tal veritique qualquer que

. —xl - I3 .
seja o vector | | sera ainda:
- - . 1.4. [£3]
93) d {(u) et )..l t ><_')(c <) _
d{nt...x" : dxt ... x")
,_}u! —
Ciileulo e 2 U
Td kTt
. - o (uy...... a)
94) &*U=| : [ ( : o
d x® l a(x x'")
Lo S I R e l (3 x!
d(xt .o x") b axt \")) l Li <
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du

Sendo u; = -
J x!

Realizando as operagdes indicadas em 94), temos:

non 2 10 om 2 Ck
" d u : ] N Y y c i i
95) d*U= 2 x ——— dxidxi— 3 X 2 i 'L.—'““rdx'dx’
=1 i= ) xi g xi i=ti=l k=t = g x! g x
Designando por
f) u m 3 Ck
96) A = + 2 ?

Ixtgx! k=l o xidx

A matriz [A;;j] toma a forma:

- T Tt t

97) [A] = r) (ur...... Ug) 4 J : J (ct...... c™)
a(xt...... X" o(xt...... x") ) J(xt...... x")

e substituido 97) em 94) obtemos finalmente:

“d xt T “dxtT

98) d2U =] : =< [Aij] x|
_dx"_ _dx

Mas (d x'...... d x") estdo sujeitas as condigdes c* =0, e dai resulta que:

79) [cf)].dxi]=o0 .
Donde
100) [dy'J - [cF] - [dxi] =0
(1,m) (m,n) (n1)
Sendo [dy;]' um vector acbitrdrio (m,1) e transpondo 100) obtém-se:
100) [dxiJ' [ck]t . [dyl]=0
(1,n) (o,m) (m,1)
As equagdes 100) ¢ 101) podem ainda escrever-sc:
GRS N L I 0 A Tdxi]

102) > T TP > = 0
ldyt) _Lefl: o _ldy]

Conjugando 98) ¢ 102) obtém-se finalmente:
T[dxi) | Tral] s [l Tldxi)
103) d*U= < T >
_[dy'] R _[dy'l
QO estudo da positividade de d*U faz-se por meio da matriz :
LAGT (eIt

k] 0

104)
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A equagio caracteristica que permita determinar os valores prdprios da matriz é:

(A5] [CFI . _
102) [[cr] 0 ] q[I] °
(m—n), (m+ n) (m +n),(m <+ n)

Este método tem o inconveniente de aumentar o numero de linhas e colunas de matriz que

passam a m + n.
No método anterior a matriz ou matrizes a testar teriam (n—m) linhas e colunas.

S6 o problema particular a resolver poderé decidir qual dos métodos é mais conveniente.

Apéndice

Reserva-se para um apéndice a matéria que adiante se expde, por se iratar simplesmente de

rememorar algumas no¢des e propriedades de matrizes.
Se [y] e [x[ forem dois vectores coluna (n,1) e A uma matriz (n,n), e se entre estas trés enti-

dades existir a relagcio seguinte: .
fyl=A - [x]

Entio se T for uma matriz (n,n) chama-se operagiao de similaridade & que adiante se indica:

T[lyl]=TAT T([x]

e simbolizando gy =T[yl

c=T[x|

Sera ainda 7 =TAT .

Ora esta operagio de similaridade, no caso das matrizes simétricas e reais, realizada por um
operador T == £ ortogonal (£~! == {}) pode diagonalisar a matriz A.
DAQT=0AVN=D= |". -
14 0
0 du

Demonstra-se ainda no calculo matricial que a operagio de similaridade nio altera o espectro
dv malriz, isto ¢, os valores préprios 7. ...... ’n da matriz A ¢ da matriz T AT_, sio os mesmos.

Daqui resulta que os valores proprios de A sio os mesmos de D ¢ estes s3o 7 -..... L.

Admitam pois que se diagonalisou a matriz A ¢ se obteve D.

Designemos por:

Il o nimero de raizes positivas
vor o on " »  negativas

ordem de matriz a r = Il 4+
assinatura de » a =1l —>»
A operagio de similaridade ndo alterou nem r nem = pois nJo alterou !l nem ¥, uma vez que

as raizes de A ¢ D sdao as mesmats.
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’
E evidente que n 2 r e (n—r) representa o niimero de raizes nulas.
Podem formular-se as seguintes hipdteses :

) a matriz sO tem raizes positivas e ¢ portanto — positioa definida.

a) n=r=g

b) n<r=s a matriz s6 tem raizes positivas ou nulas e é portanto — positica
semide finida.

€) I >g a matriz tem raizes positivas e negativas e ¢ indefinida.

dn=r=_—5 a matriz tem sé raizes negativas e designa-se por negatioa-definida.

ey n>1=—¢ a matriz tem raizes negativas e nulas e designa-se por negatica
semide finida.

Tem interesse ainda chamar a atencio que a forma quadratica derivada da matriz D toma a

forma seguinte:

xt D x=[x!...... x"] X M > 1

see ey

n
2 2 ; )2
== (X)) o F 2 (XN = X ) (%)
1i=1
Ha varios métodos para diagonalisar matrizes simétricas de elementos riais, enlre cles fazemos

referéncia aos métodos de Lagrange e Jacobi, que ndo apresentaiemos aqui.
Algumas propriedades partitulares tém no entanto interesse mencionar:

1.°) Uma forma quadratica sé ¢ positiva definida se todos os menores principsiis de matriz forem

positivos (O; >0 i=1, ......n).
2.°) Uma forma quadratica é positiva semidefinida se todos os menores principais forem

ndo negativos.
3.) Uma forma quadratica é

e negativos.

irdefinida se os menores principais da matriz forem positivos
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