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s+ = T - INTRODUCAQ da CLASSE B de PROXIMIDADES

I-1 Um Sistema de Proximidades 8 = & essencialmente uma corresponden-
cis (que tembém se simbcliss pcr 2 ) entre dois conjunios, eventualmenie

estruturados algébrica e topologicamente.

A classe de umz proximidade € ceracterizada pela natureza do cori-

junto de pertida, o de chegade e o tigo da correspondencia ES .

I-2 A classe §3 d= croximidades tem as seguintes caracteristicas:

2
a) Conjunto de Partida: G = 2t

onde 'BS:X X .

A €H
><; - Reais onde foram definidas distancias
{ou semi-distdncias) eventualmente dis-
tintas entre si.
%&’ - um sub-coniunto des Naturais.
S*; : neste conjunto ndo foi imposta qualquer distancia (metrica

compativel com as distdncias impcstas aos ><L 1.

A estruturagdo topoldgica de SH: sera feita justamente pelo sis-

tzmea de proximidades a definir.

bl Conjuntc de cherads ‘}

tEL 2 o conjunto des aplicagoes {funcionais) de LL em qu

{conjunto referencisl) & a recta real,




‘Correspondencia

do tira anliecscac {funcional)

O caracte-

o .
a7ﬁ<corr9550ndén:1>(/ classe }3 .
1
B.%” mT
Nota 1 + [y < j? €, na teoria dos Sub-conjuntos vagos,
rizante ge um sub-conjunte vege A e W |
Nota 2 : Pars maior informagas socbre Preximidades e cocnjuntos vagos, vejam-

se refer2ncias (1) e {Z}.

iI - Apresentagdo de certzs sub-ciasses de \}3 que

que lhes conferem aplicagles interessantes.

II 1 - Apresenta¢éo da Sub-classe 35&

As condigbes imp s3c:

a By

csta

gozam de propriedadss

1.1} B4 c B ; € ums sub-classe de B .
1.2) Se x, = '}:@ entio P (=, 3 3‘\.(’,) = O
) -
Vv (s, Ep) € K
e e T, c¢ T
Simbolisands [ ('gs‘_ 3f£@> = Pat@ (u,) = Edﬁ (,q_,_)

a8 preposicg3o podera formslizar-se como segus:

[: (;13§a4 = :ESF{>t] == (: 2551(3 (zx) =
\{1'('35,,” )€¥ £ VU*

r é :iﬁ .F:A:;JJ;NMHUN’

onde\_"
L ‘

Ta%’ C**)u]
e W




PR
simonliza umza H-multip
o
x, =
PR
onde:

formz seguin

A':x: ¢
> Ve«

o
~

.
£ W
.
e porque em todos os ><; T0i imposta uma norma ou semi-norma, tem sentido
definir as distancizs:

A
ENt

e

XOL:X(B (,LDC“' 3 :.'x(-?)
onde

, Ve €
e &

Real nao negativo.

1%
e Sd@ sér_é

CoMIC SBEUE
oM X Lok

Y Yf &3
um real nac negativo.
grgumento,

1

¥2

b} Diz-se gue uma proximidade

1G]

el
Dado um real

h(s)>o

g3 classe 33
< >o |,
tal gue:

a

€ continua no seu

e onde

v Cﬁa’ 3 95@)}6 }Ez , existir
gﬁ'a‘ <L 9‘(") e 5(3-5 > O

arbitrariamente pegueno, existir um

m B, € X
2ep (=2, ()] < ¥, Voo lt
Cae 3

- -Notas:

para 0s gusis

s=2tisfezendo
or:

f;?r 3 !10/3- é: —]:j (Z--j;

-

N
1 - A continuidade no, argumentc de \aqsv, rnaoc impde & continui-~
dade da funcao -Zo(p (u.) , como funcdo de W
SEnt

a

O 8 8xpressap




3€ -
(3>, ('x(,)aev> dizem-se emparelhados,

3 - Os pares (’BG
{1J.

veja-se a referéncia

1.4} ic{(_g (UL)'_—E O paratodoo M <o .
Isto e, v’ w L 0 = 2,((3 ('u - O
LLE_& TN - s

2

ng }?E(QD E 95

D

N
J

(8

1,

. -

Unicigdade do Supremum
[ . 1 eers 7 _
3 L,LO((J, € L nars 0 gusl serd ‘,_Fp/(ﬁ LU" )= j_

para: V (9505 %(‘J € ,{
Vie €T, T

>
e serd ainda: U,o((_a £ oo
Donde resulita oue:
! .
-
A < :n z (u)y=o
bl ‘w@ 2 O , porque seguncc 1.4) se © entéds £ ) =
Se ni3c introduzir confusi3s pode eligeirar-se 2 escritz e represen-
» -
tar M 30T .
Mu@ PoT W
se x,,( = 3£ 3 , veja-se 1.2}, néo tem exis-
e 1.2 e 1.% simultansz-

atistazer-se

4

[

21]
ur

mente
1,8) Menotonia -
fu) - ) .
=@ e monctono nao decrecente com . , no interva
[ o, w "\
o
e £ monctono nao crecente com W, no intervalo C F 3
> oo
- . 2 -
\ r
e para ¥ (% )x(ejé X VYL@ el cT .
pode ser va"io se- o((," -‘;.:_

Note-se cue o intervalo EO
satlsraz as cond;gﬁesi '1.1, -.2, _l 3

- “\BCB
s

8550 da classe  \3, .

2-sg por concluida a apresen



11.2 - Propriedades mais importantes

2.1

~ Nnta introdotoria

Com o fim de aliviar a exposicZo recordam-se as Dreposicies gus
1

se d3oc por reprcduzidas no texto que se sezgue,

O CG=2s

icn

!

rarias demonstracdes a

evitendo relembré-las ao

fazer:

pY

3
A

Pﬂ@ < P(a?sé.f'ﬁ:

- i N 1 . ..
T\ 2 0 subconjunto ds L P onde a classe \B, de proximida-

des toma os seus valores,

L, € dado e nrocura-se determinar o valor de Zd(jw (U-K)

%oz(s'a“ 'LUw«jJ = Z@(ﬁ Lu,-) oD 2(3’5‘ C‘-’er_)
v
. ) PO S - ¥ S @)
. Msguwsuwe e LU
(¥« ;%) = (= ,%) ¢ X2
20«(3 /\U\() = 2(35 QLAS = O J\Q/u,‘.)ujéo
'Za((g CUL;.) e Z@y Cu5> 350 ndo decrescentes respecti-
— - —
vamenie nos intervalos [03 L&;@] e L o, U—(BE l
_Za.(s (M;E} 2 2@;Lu$> cap ndp crescentes respectivamente

nos intervalos ( UL:;(}

>°°> ©

Cor (bL:(@):'/l e 20(@ W»D‘*UV“X?&“’LP
Tov (Way) =4 o Zay (W)L, Vg 7 Usg




: ‘ .2".:2};ﬂr'ReprEs’eﬁt‘agaG !

W > Fig: 4

A representagdo assenta na propriedade de que M = Mo + ,us- .

As orderadas dao os valores de Z) e :3.2 para todos os pares (‘LL‘- )LLS)

= WUy = e g oonZe W e dsdo.

No exemplo & facil de ver que para (U,j)u’.) corresponde respec-

tivamente Z 4 Cu;) e 2, (U~5> e que 22 (us) L Z, (L’L»\'>

s que min [ 27 (wy) ;) 2, (U“)] = 2, (uy)

Note-se que e indiferente usar a origem 0 para 2_—,_ e 0" para

e}
<
o]
i8]
)
'l

r os tragados, trocando as origens.

tragSss dos capitulos seguintes,

2.3} Propriedades dos cruzamentos de —ZA com 22 e outras de

interezse

£stas propriedades serao estudadas examinando trés hipdteses que

esgotam todas as situacgdes:

2%
Hipotese A W« (ULo,@ A uf@pé
Hipdtese B v T 7 -
Hipotese C U‘« : S -

T Hee - Uy

i
Estz representagdo vai ser invocade ao longo da exposigdc e demons-
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o
A
5
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»
—

Us ramus Z, e €, cruzam<se num intervaic 1 & gue o ponto
-~ Fo
(U-;.-Jus) pertence, | Sy :IL. u-—o(ﬁ e u}' Mﬂ'ﬂ' -

—
= prap— - [ T
As monotonias de £, 8 T4

Em (U-f) M;) ., Zx ou 22 ou ambos podem ser descentinuos.

Entdo ness2 ponte ((U¢ IDL-;> ndo existe um ma». min. C?.,) ?_2>

{ 2. & nd3o decrescente) , DGr examslo
{(Z; & n3o crescente)
- x -~ - ) . . o .
Seja (A, uma sucessao monotona crescente gue tem por limitz o

' £ .
e onde todos os ., rertencem ac intervelc I.

= — u L . - -
My D r - < , Sers uma sucessic mondtona decrescen-

te gque tem por limite U\£ .

W, umz sucessac monotons descrescente gue tem por limite U,
2 05 seus termos pertencem ao intsrvalc I,

L L
W, = WU — Uy » SE€r& uma sucessan monotonz crescente

gue iem peor limite u.}- .

—

[ -2 -
EN (LL;) = LHJ'LJ\J y ¥V 2 € watursis

f €, LL\A'L) y 2; (ULSL) _j 3 Y L £  |Naturais

——

<«
“—
~——~
Q]
0]
t
D
(SN
Q
3
(0]
-
4]
o
.
n
]
Q.
©
0O
o]
C
N
Q
3
Q]
2
&
@]
(9]
Q
I
-t
o
(Wl
o))
o]
(@]

(uf)

N



Couma ver que  "E; e Zao tém no intervalo

Evomippmes 5 hipGtess (171

min | 2, Cu»f>) =, Cuuf>’ - 2, :u,f:)

Mo [ Rolesds 2, (e o= B ey

mas 2, (uf) € 2, ¢ :‘“’) , ¥ = €V
2o {ui)y Za(w') yve ey
Entdo:

max { min [2, Cu‘a); ?,ZCL“;)] =

-
11

uma vez que Z. |

- —
max min [[ = (U-'f"> y Z2 (L‘Li-)_i 5 (= {ur D=, vy )JJ =

L
*,




S
v

N
J 2

' 13 -
ma x Loy o
2

b
8

Finalmente, bastara que o intervalo I sejsa suficiente para cue

H

2 { { = or - e . L
712’ \ ,3 j > E\m-_.f‘!, Uﬁ- UL ) 0 gue e sempre posSEiviEl s ‘:;:;‘l V‘~5 ¥
isto e, LLj %: }JV[BS , 0 gue se verifica per hipStese. Portanto,

73 ponto (\)..\- )U-g ndo se verifica o max.min (?-1 ,?_1\} c.e.d..

Mutatis mutandis, repetis-se a demonstragdo pars a hipotzse (2)

e em seguida para o caso de

‘2, ser ndo crescente e 2, ser nao decres-

2
cente, o que conclui a demonstragao.

lema 2:

-—F - - -
U= remecs z, e z:z cruzam-se num Iniervaio I a gusz o ponto

(uhﬁ- }u_i} pertence

X
. ;-1 e L )
Wi Y £ T EX

. =2 ~ '
As monotonias de Z; e ‘23 sao semelhantes no Intervalo I

(ambos nao crescentes, ambos nac dscrescentes]).

em (g ‘u._;') , Z, ou Z, ou ambos podem ser descontinuos.

Ent2o, no ponto consideredo verifica-se o max.min (2‘ ; ?_3)
Demonstragao:

lise-se a maesma simbologia empregada no Lema 1.
Admite-se que Z, e Z2, sac nado decrescentes.

Para que (&A "U.) estejo sztuado na- regiac de cruzamentc‘cont1da _
no lntervalo I,Asera necessarloﬂtque..f-*fv“*' ' ;




min \’

—~
R
<
N—- ~—
@N *’N
S
£ S
[T—
T |
NN
/‘\
<
2

as ‘ un\) { =, (\u\i“) , o Koew
= . ’
?lLuS)égz{\‘;) )\VLéN
Entao:
& |
M’\m‘-‘\.mﬂf{‘m [2,« (LL;) 3 Ez. (L'Ls J =
— 2 . =
E = (uu)-] = %*Z: A(u—)
Identicamente

) - v .oz i LLP i} —

(_\'YTCLJE..(Y“‘L\-\M E ., \Q*) ; 2 \ j) ———
— i = s — : . SRS
= e L2 (W) = L 2, ()

porgue sac ambas as fun;ﬁes nao decrescentes

Mas, por definigao:

6(“««} = (Mox. Mq\m [_[ 2,
L= (“‘53 ) s (“f)]]

—~ Mo

{ N 'f . - = .

Dre, estec limi+ec existem, uma ve

"hﬁlsoladas

q e d’;._,._._u R



Note-se que os dois limites podem coincidir
forem regulares {sem descontinuidades em ( Wi , W

entao o cruzamento far-se-& num pPonto cujo ordenacq @

Liem

L Sce

Mutatis mutandis se poderia demonstrar no caso (2] e depois repetir

s 2.

', Sserem ambcs nac crescentas, chien-

Z, <ub

)

-—
_—

Z, @;;-/‘;

CS meus passos para e caso de Z,

do-se os mesmos resultados.

r
)
:3
ﬂ‘
(W3]

Mas condigtes referida
semelhante & monotonia comum ds

Seja W«

~ —

0 que se deseje nrovar €&:

2485 (U"—“) > Zags L“’>

=

Admztindo que,

Lema 2.

19 caso - As duas fungbes sao ambas ndo decrecentes.
Para A W > O

7 - .
0 novo ponto de cruzamento l\t_é; ;LAS) com. L = W+ W. gstard contido

no intervalo

. onde Liev
. .. R Dor.

Lipomn

W

i

r

em ambes O0s Casos, sac mantidas as condigoes do

(/LK

) &

Wi £ W

MACEESI

£
W= g
By T

<

_—

£

A~

S

s

Tz

e

~ Av .

v

no Lema 2

e Z.
-~

:22x§327 (bL>

U\.:-‘rAU

+ AU

e se &, e Z,

1 e na sua vizinhanga)

& monotonia

8]

A AU

AR AUV LO




Ora

~> Qo

%“:\; 2, (U‘f) > lt\f:"‘ —22/ (\k:)

uma vez que 2, e

<-2, sao nao decrescentes.

Donde
P oy X , ""
%ﬂ@'ﬁ k\-—/—k V\') = OMM@eXx lzl”';"c?) ?',:. (%. 5 N Lmﬂ-\?—z(u})j
= Lo
> oax LL.Wﬁ 2 ( ) o J,"\U”\ —
2 -n o

Lye

o(@ &\) ")
Para A Ww {0

W + AU L W, £

., 2 . ~ AU & Ly L Uy
- . ¢ , &
e entao L\r,vvx ?’; (&A) \( L\-(\N7 2" Q\.&A)
L >« L Seo
L ’ L}
Licm 23’ (b_ksj £ Lva 21‘ Lu5
L-:)CC’ ‘ L_Doo
o 2 ( )
Oonde e W é 201{’375 ( L,LK) Gg.e.d

29 caso

As duas fungOes sdo ambas nao crescenties

Demonstra-se como o caso 1




L~}

L
Hipotese A (V. < ' \A'o(Gj ‘- U—(:sg-

Deis casos podem verificar-se:

ou 2l)} os ramos nao decrescentes

-2
de ©, e &, cruzam-se;

ou A2) os ramos na3o decrescenies

de 2, e 2, ndo se

Cruzam.

Al) Entac, pelo Lema 2, nesse ponto de cruzsmentc, verfica-se o max.min
4 ] — - ' = P
Z . 22 | no intervalo | O, u,\_] e a orgsnada de Y = 20( - '\‘*¥m)
2y { — <
ﬁﬁzl
x x
A2) Nesta hipotesse, serd necessério que Uys ou hpx  (ou ambosl sejs

maior que A , para que se ndo verifique o cruzamento dcs ramcs nao
decrescentes. Fig: S

. s s - - = = - . .. .
Isto significa que uma das Tungces &, ouU 2 SO tem no intervailo

i\ O u 0 ramo nao decrescente.

SO B

Pelo Lema 1 ndo interessa estudar o cruzamento do reamo nao crescente
que eventualmente existe de uma das fungoes com o ramo nao decrescente

da outra, porque nesse ponto nao se verifica max.min (2, 12_2> .

Entao, dois casos se podem dar na hipotese A2 :

ou 2),: (u. ;} : ?/ ‘22'.,' (U‘S } _ (o.) . na regido onde as
= ' I_ — [ N ’,v) ~ duas fungdes sdo o
ou 2, LuLA} £ = U"s') L&

ambas nao decrescentes,



e

ne casoc  (a) ot T \--\J/ PN
4
\ = f b = Ve
{DJ MG 2::,, ! L"“)’/ iy s \ i
& ~

Dende 2’0(50, (\Uv»;> = =, Q\LK\) AR '—Zi(o)> =, <u5>

/ y
SR Z;}J\O)> ?—/ U‘i{

i}
™
/‘\
o
a5 .

Finalmente, note-se que pelo Lema 3 2:1@&(“&) € mondtono nac decres-

cente com WM, no caso .A .

E facil de ver que o mesmo se verifice no caso A, .

= = (1

{ ‘f.l \LX \ A 5. ) (\/ -z_l (\ A w
o ro = o
<= KL/\R .* c\.«.) 2{ =, (VR 'f’\'/

S

Partinde do principic que v A 5 w < U"A’B e Ul Gy
- x K kS \
Logo na hipotese W L kko(@ . UL@@* R 267((3'6 (L/: \ﬁ)

& monotona nao decrsscente com U"K'

¥ x
Hipotese 3: U_K > U\'a((?» A U“@E

esta hipotese os ramos n3o decrescentes na e .
N I t ramos nao decr t nag se cruzam

widich s Novamente, 'dols.casostvéo’ ser estudados:




Bl) Os ramos naoc crescenies crur-am-se.

82) Os ramos nac crescentes nao se cruzam.

o -
- . : ”f
cruzamento encontrar-se-z o mex.min { T4 T3 ) e del
— ‘I 5 — '\ . -
2 ordenadz de Z;/ﬂgakhkge pelo Lema 3,75 _ ({i,\ sgra nao crescente.
‘\' 1' N

XEI N T

B2} Neste

A

o
casc existira nc intervalo} U, bhagyd um intervalo{:bLa -LL;]
X2 ) {2¢ _l )
{gue pode reduzir-se a um ponto) onde

/

2 iKLA,SS - -E%) {fjiiu —- O

\\-ﬂm’cﬂﬂTm
{
i
{
{
wd
g m
N o u
3
s 0 3
——~, )
3
;_‘ o
o 2
n o
S o
03
w
hoeow
rU\
O 4] l\l}
[
ol a3
[ S|
4 0)] (4]
e m
> i
0
A4 =
5"
&
v

o y /
1 —_— )] N
L Lo O B <2 {\uE} = 0 V Wy D Y,
o ( x SR AT on |7 ( A % = ( o = C
e C_-:?f.g’: \\/\K) — WYUK, oIy L C_-A 9 L ;= \‘L}\t‘} —_}5
4 \
Qusnto a monctconia de ?Z?qgcg(iim) com My, & facil de ver
Uz se pea -

—_ [ A - 1'..; \ O
v S Y Z 25 b_{g_h,) > Eﬁf,\,,_:',.{s (M)

Basta que &é\ﬁ seja

= -
crescentes T, e <4 3

suficientemente grande pera gue og ramos nao

®

cruzem.

Logo 721035 € monotonsc nao crescente para
ot .

® . x
L}L"K > L{p{@ - uﬁ?




L4-d

Resumindo o capitulo 23:

= P \\ .- . - ~ C .
—sr '“"oe’f.?a (\“‘K) e nac decrescente no interveaio LC} VT i
é ndo crescente no intervalo | Wyaer cn."']
— = y 4
- 2, ! Y4 e R
d@u \‘«’\94(3-6)——1 “M@,C‘( ) i VU{ -‘;E L

/G'O'
20’(33 !\u«> =0, Ve L O

— Se os ramos ambos nao crescentes cu ambos nac decrescentes se
cruzam, sera:

20(@\6<uk>>: oﬂo\xgt(w‘n £, (U‘?)) Liom 2 (uLH

L Do Lo S

-

e

i
- Se o ponto (uh'd.‘.;\i for reguler, entdo 2 (U‘k} - 2 (U. :z.(ul'

N

-~ Sg 0s ramos nao decrescentes NAc se cruzam e

K< lA (3-\-L,L )
entac 25{(3*@(('&%) - Z.z(u‘k) IS4 2,‘ (0) > < JJ(UL )

2, (u) s 2,(0)> 2, (u.,)

& Se os ramos nao cresceﬂtes nao se cruzam e QAK ' )

(3-\' U.
| entao -.%‘*@E‘(u ) = O .

e
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y

2.4 - 2.0,‘3.‘.' Uik) € um Cafaétefiiante}dai_c'laése '

,’L"_

-
-
L mrowimidade definidz te por deminio .5? mas tem

, mrowimicade % opor dominds or con

n
[N

dominio i’i , isto €, o reticulado € o mesmo e satisfaz as proximidades

€
s F
do tipc &=

Ve

Com efeito:

@]

Q
~
o
]
b
[H
]
)
1]

X entéo- 'Zf-pg(gtg =

(=

‘ | ae A
S i 2 fore ti ot A AP
b) Se AZ Qa m contlnuos em relagao a ot s --*—(»f; e

\
(’_‘}EG ";?> entao 23 sera continuo em relacaoc a

(= sh":@> ) (?“F(S ,'K"ar)] .

“Gy TO Yow 4 o

L
c) 2

®
. .
di Ccnserva 72 a unicidade do supremum, 2 A produz
N a(B‘c’ ’ AET
Zane (W .\ = A
g‘—‘ w " o{'{:.:,‘i'-’_‘f} —— e
) E 5 monGT S0 d t intervalo [ G . Uy my)
e x>y € monotono nac decrescente no intervalo | G ::!GE‘S/
- £ v
e monctono nzo crescente no intervalo &U. .S ==
C’((jk ) r
A /
Resumindo, me\ . Dpoce tratar-se como a imegem de uma proximide-
de do tipo B‘ distinguindo-se & proximidade correspondentie apsnas em
- - 3 - 2
qus o seu deminio 8 % 2 ndo X .
- —-——
. s j? . . 7
jord L -
Forem, ﬁﬁf@‘s = PR portanto o contradominio de La{f\?:b“

e o mesmo das proximidades do tipo E‘ .

o2
. . = . [ .
2.5 - Propriedades da composigao dos P { que decsignaremocs de "soma”

n

al A "soma” & comutativa.

Com efeita ™ ermak

ou seja




"b} Aesociastividade da some

[ O

RO
A R k-

Para efectuar esta demonstragao vamos introduzir a

convencgies simbolicas:

Assim, a proposicéo a d

forma

Zo © 32, = 2,

Vamos considerar tres hipcteses
pessiveis.

r‘

2

o~ o~ [
E—‘oe(s & \\(3—5 R T

€ 5

59

[
§-2
ho)
ct
)
n

Et

l —
(,.\:‘u‘q 4+ U, “

UV‘? LN = o

—
—

- _ .
a3z = :‘2(3?5“8 ((’{'?>
2., = T @& 24
223\ = :‘3.15 = T



L2 - Z
8 iz T T3
z i = -\ —? —_ >
- N S AR L R T e ' = Pz <
. L < Qlf 3 3___} 2
g.¢.d
3) Como %5 < %3 = 7, ov Z, 2,
— I N - .
Z . s - -
L2 '&1&3 = L("ﬂn\rﬂ (4; —2-2) . 23J . Ynaon (?5;,2:,)
/ ey
(2, 8,) = 2
223 T NV \2"‘) 3/ ‘—'2‘
: = - fn 02
L Tamy FOUTWE (T vy

Q. e.d.
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V) A classe das proximicdades com distancia prohabilidades associades

Esta classe omtem-se da intersecgé&o de ﬁ5;&_ com ﬁj‘*i .

LD T A N N e correspondentemsnie

C cbjecteos dos capitulos I, TLZ,, I1I, e IV Foi zpresentar a clesse

liz=adzss do autor:

1) Conceitc dg Proximicads em Mscanicas %

Z) Aplicacac de uvm Sistems de Proximidades a um sistema

B

5} Introdugdc acs Conjuntos Yagos %%
* - 1° Congressc de Mecanics Tetrica & Aplicads, 1874
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TECNICAS, n® 433 e 438.




