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I - INTRDOUCI\.0 dõ CLASSE ':B ds PROXIMIDADES 

I-1 Um Sistemõ de Proximidõdes .B é essencialmente uma correspondên-

cia (que também se simbolisa per B entre dois conjuntos, eventualmente 

estruturadas algébrica e topologicamente. 

A classe de uma proximidade é caracterizada pela natureza do con­

junto de partida, o de cheRada e o ti�o da correspondência t5 
I-2 A classe )3 de p:-oximidades tem as seguintes características: 

a l Conjunto de Partida: 

onde X= X X;:. 
.i.C+f 

)(� Reais onde foram definidas distâr.cias 

[ou semi-distânciasl eventualmente dis-

tintas entre si. 

+t- - um sub-conjunto dos f\Jaturai s. 

� neste conjunto nao foi imposta qualquer distáncia (métrica 

compatível com as distâncias impostas aos x� ) . 

P., estruturação topológica de J-C sera feita justamente pelo sis-

te�a de proxi�idades a definir. 

b) Conjunto de cheçrada r 
e o conjunto das aplica;ões (funcionais) de LL em 

onde: u. 
Jl. 

(conjunto refersncial)'é a rscta real, 

Jl. 

1 .. 1 
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Nota l 

Nota 2 

Correspondência e 
.... � c.) f•. corresoondêncieXF, rta classe )3 , do tlr.0 an11rAç�o (funcional) 

r ,A e, na teoria dos Sub-conjuntos vagos, o caracta-

rizante da um sub-conjunto vago A ::. u.. 

Para maior informação sobre P:ç.Qxi·midades e cc·njuntos vagos, vejam­

se referªncias (1) e (2), 

II - Apresentação de certas sub-c l asses de � 
que lhes conferem aplicaç8es interessantes. 

que gozam de propriedades 

e 

II l - P.presentaç.ão da Sub-classe :SA 
As condições impostas a )3i sac: 

l.l) Pl C ":B J é. uma sub-classe de '}?. 

1.21 Se X.;. - ?E-(3 então r ( 'X-c1. ) X(" ) 
v ( ""'"' ) :>: (3 ) [ j{" 
rt:� c. T  

a preposição poderá formalizar-se como segue: 

o 

[ ( ']�;(:){ = :x-r) J > [ 2: &< (3 c (À) -= o -= r ""P c .u-) j 
v (.J.. E. u.. 

onde 

!! I 
I I 
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1, 3 J Continuidade _ 

onde• .- x_, ( X' ......, r I J � - ) v..: c n .-. 

seguir;te: 

e porque em todos os X;_ foi imposta uma norr.,a ou ser,li-n:Jrm::�� tem sentido 

definir as distâncias: 

) 

onde ;_ J..,�<? [ Real não negativo. 

Ent�� p0ds definir-se 

= 

e 2)otf3 será um real não negativa. 

b) Diz-se que uma proximidade da classe ):3 e contínua no seu 

argumento 1 X 2 , se: 

Dado um reôl K > o J arbitrariamente pequeno� existir um 

rea] -� ( �<') > o tal que: 

:1. v c S\E,q -:;.€(.') [ )f_ � 
existirem "'*-a- [ ?f s:::tisfazsndo 

a �(3-v z � (�<) e Sp1r > O pa�a os q�eis for: 

e onde 

Notãs: 

'=2.""(3 (u-)-·�&'�l�)j 

r 
l - A continuidade no. argumento de I «(3- nao impõe a continui- -

dade da função _7. orp c v_) ' como função de u. 

s�" · �"' .:. -_ � �-�- �._ :·.". ���á : - r; e L�) · · o �:t:��a!à',�ii d ''�';c;�} 
atencãO J �21. :: ':· · ":· .. ·-� ·-� _ � _  "" 

� __ . . ��-. 
··· É:ntâo a expressãp: . ·.' I Z; � .· ( t.l) .:_• '.:2'.,c '1;'" . . 

reouz-sE: 2,(1> (v,) I .( \<Ç ' 

i I I 



.. 
3 • Os pares ('X." ) 'Je(3)' (':>C�)�) dizem-se emparelhados, 

veja�se a referência tlJ. 

cu.) = o ./ 
para todo o 

Isto é, 'rl U..... .c( O v.. � u. 

1.5) Uni2idade do Supremum 

e sera ainda: 

] u.:(' [ LL 
pare: '1 ( x"". ) 

a V r I ,:( í3 

Donde resulta que: 

a) 

... 

,te < o 
"2 .,< " ( LA. } "" �.- ·� ./ o 

4 

porque segunde; 1. 4 l se \..L< O então 2 ( U.) =- O 

Se nao introduzir confus�o pode aligeirar-se a escri�e e represert-

ta r ,v...:;. (:J por tA-" 

c) Note-se que se 'Xc.ot' -:: ?if: (3 , veja-se 1.2). nao tem ex is­

tência rele( um:: vez que não pcCs:r-ia satisfazer-se e 1.2 e l,C· si;nultâne-.. 

mente. 

1, 6) f''lon:::rtcmi:3 

e monótono nao decrecente com , no intervalo 

[o, 
( ,. '\ e e monótono na o crecente com L(.. > no intervalo u..,..(' ::> ""'I 

x2 e 
/ v c�c> ' V l'""r � � T e para x,.,,[. c. 

) '") 
Note-se qüe o intervalo

. [O; ·U:,p! pode ser vazio ?e 

A sub-.c:lasse '.9) C )3 
1.4, 1.5 e 1.6. 

satisfaz as condiç6es 1.1, 1�2� 1.3, 

Dá-se p8r concluída a apresentaç§o da classs �J 



II.2 .- Propriedades mais irnportar1tes 

Com o fim de alivi5r a exposiç�o recordam-se as preposições qus 
se dão por reproduzidas no texto que se segue, evitando relembrá-las ao 
longo des v�rias da�onst�aç6es a fazer: 

Tl e a subconjunto ds r) onde a classe :S..-� oe proximida-

des to�a os seus valores, 

é dado e procura-se determinar o valor de 

L.l K 

(x"' )':)Zr) J2. 

E!? -ze" 
L\. .i 

[ !.A- . -<. ).Á �· > o ,u..: ) u. s) u."" E: u_ 
C.. x r)::;.;:�) f ?E::2 

"2."(3 ( lÀ . ) '- '.... "Zpo- Cus) zi3o (u;) SDD 
o ) L/ u. . u . L o y ""' ) � 

""2-,<(3 (LA. À) e 

vamente nos intervalos [o;,. u..;<?] e 

7 I. \ -<--(3(5 ...._ u.S) sao 
nos intervalos (LÁ;(-!' ) 00) e 

na o 

não Cecresce�tes respec t i �  

crescentes respectivamente 

--:? (.,. \ ""ot ('l (.)._ot(-3) e 
"' :zo<'(3 ( U;)<)) v u,.. i u..-"'P 

(_ u:"'� ty ) e Z(30 (ui)< J _) V u.� j J"'t' 
[ 0:;, A << c:= J C Reais 

podem possuir um numero 

nu�er�vel de disoontinuidades [isoladas). 



: . .  .-• 

A representação assenta na propriedade de que }A t< -:::: JJ. ... : -+- )J. f 
P.s ordenadas dão os valores de l:J e �.2 para todos os pares ( U.; J '-'s) 
que :;a-'.:.:..s�'.::;:::.:--:; .::: V .... ;-+ t.-\..) :::. u.."' e an:::2 U. 'I< é dado. 

No exemplo é fási1 de ver que para ( u. \.) ........ >) co�responde respec­

tivamem:e 7., (u.,) e "2-._ (u.i) e que :Z.:l (u.�) L_ 'i!-) \.._u....:) 
e que min [ 7 ? ( '-'- ,;) � "2, ( u.. •)] -::: Z:" ( u. ') ' 

Note-se que é indiferente usar a origem O para ?:1.- e O' para 
"Z. J O L! inverter os traçaàosJ trocando as origens. 

Esta represe�tação vai ser invocada ao longo da exposição e demons­

traç6ss d�s capitulas seguintes� 

2.3) Propriedades dos cr uzamentos de -z. .t com 72 e outras de 

i:--,teresse 

Estas prcpriedades serao estuda�as examinando tr�s hip6teses que 

esgotam todas as situações: 

Hipótese A 

Hipótese B 

Hipótese C 

"""'._ . . 

''Enceta�se ·a 

u.l< 

u.." 

\).l( 

" 
< LA.o/(3 
> ... Ll.ol(3 

- .,. 
u. o<'(' 

" 
_,_ u.... r "lS 

+ .,. Llp<> 
_,_ � 

u;(3"lS'" 



Lema l: 
·, 

Ds ramus cruzam-;:-st.=.: num intervalo I a que o po;'!t.ü 

( u.,. . .J t.J$) pertence� 

Então 

Em 

nesse 

Seja 

( ().. ( )  u..' 2-.r DU �" ou ambos podem ser descontínuos. 'I . 
ponto LV..< u,) ' . não existe LJ:-:i max. min. c�> ) = .. ) 

. .. 

s nao decrescente) 
e nao c�escante) , por exc;r:�}o 

... Ui uma sucasseo mo:-�ãt:Jna crsscer.te q·Je tem por li;nits L.t.... · 

L 

e onds todos os lJ.....; �·ertencern ao illtervalo I. 

se:-s uf7'!a sucsssao monótona decrescen-

te ou e te!'! por limi �� L),�· 

U.t uma sucessao monótor;a decrescen"t.e qua tem pCJr limi ts U....; 
e os seus termos pertencem ao intsrvalo I. 

ssra uma su� essao mon6tona crescente 
que tem por limite u.. >' 

Formem-se DS pares: 

r ? ( L-t 7 ) '22 L -, ) 

I C L � 
:c.l. U..:) "é_,_ J 

(()../')] 
r L\ \.._ u. . ' ) J 

) 

) 

v ..e.. c i\la7.urais '--

v L t. Natura:.s 

Para que ( u; 1 LA 1') esteja na região àe cruzamento contida no 
intervalo I, seré necessério que: 

z:l 
::z - . (u../J 

(ui\ / 

( (.' U..·) � � 



- uma vez que r:.." e Z � têrn no inter-valü I 

min [ 
min L 
mas 

-:;z -... 

-:;:, - . 

� 

(u.�)j 

) 

. L) lU..,: ) 
r �) ! \J... • ' ' ·-

'"-J-
f L\ l_Lt_i) 

"2:>- e_�-�t)j 
� r L l 1 -c- l__I-L)_, J 2 

<( 7 / u..-4-· .1! �) \ - � ... \.. 4" . ) 
)- "Z.b (u./�') , 

---, 
"C-; 

-:7-"-:;_ 

) 

) 

rnax { min [ '2. ,.� ( u. � ) � -;2 2 ( 1-L S ) ] } = 

Lt. \ 
( .e ' } \._ A ,./ 

max � rr:ir: [ = �. r L l 1-L,; ) 
l 

::m�x r�"" L 
urna vez qu9 

. _ max min 
..c)'-

max 

,. L I u. � '- ) / 

� 

\ � 

( C'-t) ,-} j • ::z = J -.2 

-,:::..:>. l u.l \ ' J 

r ..,., i lJ.,.... • \ \._ L _/ 

. L� ( u. . 
\.__ � ./ 

'i ..e. [ tJ 

'tj e f. tv' 

L --J 
· 'iO. (u..\j J .2 ..._ .) ..1 



mas >- u......, i!, (U.-;') 
.L!-> eo 

a daí �i...iO 

max { LiCV'l 
.P.. _,(!O 

( _,.. ' ' u... .  ; \ \.. ' ) -

Finalmente, bastar� que o intervalo I seja suficiente para que 

' o , .. que e se;npre 

isto e, u.j -:f- .. 
_J...J..-(3 1$ , o que se verifica por hipótese. Portanto, 

'T'IO ponto ( U....; J l...t�J não se ver i fica o max. min q.e.d . . 

Mutatis mutandis, repetia-se a demonstração pera a hipótese (2) 

e em seguida para o caso de � J. ser não crescente e 2 2 ser não decres-

cente, o que conclui a demonstração. 

Lema 2: 

e 2 2- cruzam-se nur.1 Ir,.:::ervalo I a Qi.JB o ponto 

pertence 

As monotonias de 8 2:>. sao semelhantes no Intervalo I 

(ambos nao crescentesJ ambos não decrescentes). 

Em ( v...i )u..�) , --z!-' ou "2.1. ou ambos podem ser dessontínuos. 

Enteo, no ponto consideredo verifica-se o max . min l �1 � '"2.�) 
Demonstração: 

Usa-se a mesma simbologia empregada no Lema 1. 
Admite-se que �' e 2,. são não decrescentes. 
Para que .(\.A':':S-·u.i) e

:
steja _situado na região de cruzamento: contida 

no intervalo I,_ Berã nécessãrio.:que: 



OU- c) ( .e. 1 ? l �:) I \_\A' " � ' <--' 

\2-) � � 

( L\ c��) ? :S. -::;1 \. '-• \_lk") <--:L 

... 
Examinando a 1.6 hip6tese: 

min L -z, (\À ;Q) z: ( Ll�) 1 - 2, ( -"\ ) 2 
lLi) 

min [ i2:, ( lL;L) "2-J., c\.).�) 1 ·;z (\À-� ) J "' 

-� l ç_ \ _, l ' .... \ � \') mas c., 
\,.,LA ) � "-� \,.,_;,. ) v X \:. J ) . L) r L�·) 

z:: 2 llks � .-, \;j L E '<;;-./ -c::l. \. IA..,; ) 

Então : 

Identicamente 

porque são ambas as funções nao decrescentes. 

Mas, por definição:· 

"isoladas. 

�"<'<1='-. ��(V) [ [ ·2! ( U.�) ·1 � z (LL�)] 
["2, ( \.).�) .) !:i ( u..;)] J ' 

(YYl.o...x ( L; tvn ?. _, ( Ll; ) � L\ ('o""Y). :Z: 2 (_L'-�-)J_ 1 �-»= L-">= 
.> '\.,,.::. ·� 

,

. 
·
�
•
-

' 

•
• 

·.:·:.:··_;,', 7;::-.\'' 0.-··� 'V 

q.e.d. 

. "' 



.;:_ 

Note-se que os dois limites podem coincidir e se Í:.; e �.:J. 
forem regulares {sem descontinuidades em ( U....: .> u..� 
enLaa o cruzamen�o far-se-� r1um ponto cujo ordenad� � 

e na sua vizinhança) 

I . ...., I "' ) LL�� :c"' (v_� ) L.\C"""Y\ Z:.; \ V-.; .. -
.Jl. -').CC 

:z, ( .._\ �? (l-A-�\ u. ... ! "-' ) / ) 
Mutatis mutandis se poderia demonstrar no caso (2} e depois repetir 

cs meus passos para o caso de :é.� q.� - J__. e �.:t- serem ambcs nao crescentes, O�i.-Bn-

do-se os mesmos resultados. 

Lf:';na 3: 

Nas condiç6es referidas no Lema 2 

semelhante � mono�onia comum ds 

Seja 

o que se desej c provar e :  

�c<(31> ( U. K'\ - ;  > 
-::::2 ( \AK) � '-d (315' 

+ /Jv ' 

_.., 
'L:- "' (? () 

z .  :;<!3-u ' 

8 

l LA-) 
( u.) 

� f,' \ -'Cd(3 'õ \. ........ � f tera monotonia ' 

,h-e LJ.l) ' o ,-

/:>-'1- L::,. V .(0 

Admitindo que, em ambos os ca sos , sao mantidas as condições do 

Lema 2. 

19 caso - As duas �unç6as sao ambas nao decrecentes. 

Para !;,. v_ ) O 

O nOVO ponto de cruzamento c�.· ) 0)) COm. lA.. p;: U.. i + v.. · estará co ntido - -.!; 

no intervalo v.., {, \,.Á- • - ' s, LA.· ' ,.,. ê. v 
v .. .> .::; u.. -> / ::,. u..· � + t:l. u 

onde L;;� I,Á.": - U.· 
... _,.., -· _, 

'- U..· l,..o\� u.· -. _, _, 

I 
I 
i 



Ora 

uma Vez 

e então 

I 

L<NV\. -=2, l�� ) > L'""' �. ( lt:) ..Q.. ->;,;.c• .e. -:'>CO 

L;""' ::l clAn :). L; ""'"' ?.,_, ( u� ) L -::;.ro .:....- _2, l- -;:":: 

2, � 
que e '-:L sao na o decr:-escentes. 

Donde 

?, (u_�)·, L� 
L ->co 

?.o((3 �(._v-") 
Para C,. U... ( O 

O novo ponto de cruzar.1ento �.:. )�;) estava contido no intervalo 

u...· • Á -+.é>.V 

Li� 
..e. -""> C(\ 

I • L\ \"-'"V\ 
L -':> c<:, 

'2 

·� u... - ' � 
c ) c��) 
::z:l- ( � �) 

Donde rXf??S ( u.") 
29 caso 

..e \À. + .6U :; L\. . .( u.. ' J -l -

/ L ,·(VY) z, lu.:) � 
...e.->oo 

{ L� ;v-, -z"' (ú�) 
L -:> CCI 

� 2o!(3lS ( L.l K ) q.e.d. 

J 

As duas funções sao ambas nao crescentes. 

Demonstra-se como o caso 1. 

v.. . l 



l 
Hipótese A < 

Deis casos podem verificar-se: 

ou Al] os ramos nao decrescentes 
.-, -? 

de 1::., e �.(..cruzam-se; 

A2) os ramos nao decrescentes 

de -z) e "2 .L não se 

cruzam. 

Al) Ent�o� pelo Lema 2J nesse ponto de cruzamento. verfica-se o max.min 

(?2 1--=?.,J no intervalo l_01 u.,J e a ordsnada de ? = -z.oi(3�(_LLro) 
··�!Z. 

' • 

l\2) Nesta hipótase. sera ne::;essário que \...)...,.xt3 (ou ambo5} seja 

maior que U..K" • para que se não verifique o cruzamento dos ramos nao 

de:::rescentes. Fi'j� 3 

Isto significa que uma� das funções �� ou 22. so tem no intervalo 

r o u._] o ramo não decrescente. L J ,. 

Pelo Lema l não interessa estudar o cruzamento do ramo nao crescente 

que eventualmente existe de uma das funções com o ramo não decrescente 

da outra, porque nesse ponto não se verifica max. min (Zé; ,�.2) 
Então, dois casos se podem dar na hipótese A2 

ou 

ou 

na_região onde as 

duas funções são 

13 

ambas não decrescentes, 

� . ,, .. 

j I 



( 'CJ 
e max.min (LA.-·\ . 

L ' ) ' 

':::2 r1ü co�u to j c·,....,_ -�c; .. >r -· . � 

( b) (1'V*': ç.._';( 2, "' 

Donde 
0 

( ) z:«fo \.v�,, -

·, 
� (u..i'l} \. ' I 

f � '- .\ 
I_ Jj 

' ' 
I (j \ l ��)-; 

-

· -

_., � � 

-:;:;; -, 
_:;2. c v. \ 

...__ .:u "' ) 
c., ( Lt�) 

(U..,,\ ....... •• J 

! l-1.,.,) f ' 

/YC :zi (o) > ::;z .. 

N.: :CJ.(o)> -;;;; �-

('�«) 
( u. �) 

Finalmente, note-se qua pelo Lema 3 :2di3ô- ( u.�) é monótono nao decres­

cente com U. \\: . no caso A 
ê fácil de ver que o mesmo se verifica no caso AJ.. . 

Com efeito: 

.-, ( \ l V. K) � 

� .... ) '-. -, 
�) \_ u. \::( -\- -r_ .2 - 7 { --::7 r . ·\ ,-;· \ ) �- (\.. \ � .. \_lA�>- "'"-I �> •, "! 

I 
'r Q.,.. "-

"2.,2. ( u. "- -�c._) l e 
'? ( v.\, - �u_) L-;. '· 

' 

2i L'- > o 

!... 
{. 

I . \ 2:,.2 \_ u_K J ' 
� 
G-,1 

r , ) \.. -.À\< 

para .C > 0 ÓL\. 

?ertindo do que 
"' 

+ '<':) LL <.. (.,\,, '"" (" ."" 

'l-
Logo na hipótese. , U.. \<' .(_ \.J.o(('3 

e moilÓtono não decrescente com LL K. 

Hipótese 5: 

Nesta hipótese o s  ramos nao decrescentes 

·Novamente; dois:casos· vfio,_se):' 'estudados:.'(: 

. ' 



Bll 

81) Os ramos nao crescentes cruzam-se. 

82) Os ramos nao crescentes nao sg cruzam. 

f\:cte- se que ne 

Pelo Lema 2 no cruzamento encontrar-se-� o max.min 
� r! \ --; ( ., e ardenad::: de ;;..� _ _, ,..., ...... \.�J •. !e oelo Lriir12: 3. z::-: u _ _ '. "'�� t .J \) •'·/ • o({3:::; \.... . . 

) e daÍ 

ssra nao crescente . 

82) r�este case- existirá no intervalo [vv�r.) V::!_--- LL ,..,,.._ \ uc-, intervalo [ I.A.n. J U�� ) t• C· _.1 > J 

e 

U3 

( que pode reduzir-se a urn ponto) onde 

se 

::::> ( ') '- . l U... , 
.J� \.._ ... 

I , 
\\.}..r:) 

Quanto a monctcnia 

(.,\._ " > V-._ 

= lu._.') �-; \,__ _, 

de ?: v<(3 � 
J .._V[t'?· ..... _ 

\�--' t,) 

o 

crescentes, se:;é ainda: 

::;;7 / L.-\_ - \ , ___ ; \ ' ' 
' I 

z::.2 ( u, \ ! \ . 
-.-

' ��\ com \...-L_.. t-. 

c���,) > / 2�,<10 �� _.. . 

o \} \A ,._ 

o v u.; 

s fácil 
.· - \ 

\U.") 
de 

> L.L/.> 

> \.,)\...� 
o 

ver� 
o 

Basta que U ... 'K se'ja suficienterí:ente grande pare que os ramos nao 
= = crescentes '-- J. e c-:;.. se c:!"uzem. 

Logo 

Hipótese C 

Z:��- é monótono não crescen te para .... (�!S 

Porque í2. ( , , " \ . I \_ '-"' 9( (.3 J 
ser a 

15 1 �--1 .. 

i -.1 l I l ! 1 

I 

r· " 

t 



-, i 

l' 
Como e U.. çr:> sao únicos, também L� C\�· será único, e 

' 

sera supremum em 

Neta fincl 

) 'v' U..K 
... 

t.. o 

' 
urna vez que ! L-\ .. . .  \ ' 

c:_ - ' lA \. ; 
o 

-:..· 

Ll . 
j z. o 

Resumindo o capítulo 23: 

-

e nao de�rescente no intervalo [o);_..:_.;,.(!-:>,_ \ - ' .... _l 
e nao crescente no intervalo 

.z ( , \ 
cl (3o \U.c.<wcr)::::: i " ::2 '--c<(:O c ( ()_ K) .(J. 

Ca�(.3o- ( U,_-) -==0 
I 

) 1/ lA \<' 

' 'V-/"J "' 

=f 

-; =\ i � 

(;..o! (.3 c 
)_o 

-+ Se os ramos ambos nao crescentes ou ambos nao decrescentes se 

cruzar.;# sera: ., 

ta�(3'6 (u .. ).== ('Y\o.x���:;: �; (u�) j t� :t,_(uiL) 1 
-Se o ponto \r U- v_,) for regular, então 't:J, .. \_v-"'):::: �. ( U.,-)1= t '(u,-\ I. J Jj • 

'-"\-'V 2 ·� -j 

,.. Se os ramos na o decrescent.es na o se cruzam e l V\ f:: <.... U. .:r- lA. - - f1o J � X ) '- d(3 {3(; 
então 

-, (u. ) _te._, (v. .. ) ..y_ '2, (o)>� ... (u..,_-) -c.d('o �" --
�J (u�c) N< -:z=_.(o)>t:, (lA,.) 

$Se os):-amos nao. crescentes nao se cruza'll e (u� -;>'cl���-lL�·�) 
então =O 



.. 
-r"'j_ 

e um caracterizante.éda classe lA 
. .. -......... 

domínio , isto é, o reticulado é o mesmo e satisfaz às proximidades 
do tipo 

Com efeito: 

a) Se 

bl Se 8 

( �f ,ssZi) 
\�cr forem 

ent§o [' .:<(3� 

então · o ... 
continuas em relação a ("�� 

sera con�ínuo em relação a 

[ ('X d \ '3Cç;) ) 
c) ) u.. i... o_ 

a unicidade do supremum, 

I � 

� 
so 'A. 

� v! (3 1$" 

e) "é_,n.,....... e mono-cano nao decrescente no intervalo IA\ ... l) 
' J 

produz 

\ li " e rr;oné"'::Jno n:So crescen t e  no intervalo .. A. , /"'r. C( t,.j ,:. o.-=- l 

Resumindcl, l. . � ?--C:ll.-" .... pode 

da do tipo ).:) � 
qus o seu domínio 

Porém. 

distinguindo-se - �" e -- e nao 

tratar-se como 

a proximidade 

'X:l, 

; 

a imegem de U1:13 p::-;::.xir�ide-
cor:cespondente apenas em 

e portanto o contradomínio de 

e o mesmo das p:roximidades 
�

do tipo p J 

' . .--. - - ·  

r .._, ' 't'. 
2.5 - Propriedades da composição áos que designaremos de "soma" 

a) A "soma" e comutati'va. 

ou seja 



b) P..ssociatividada da soma 
í n Íl ' í' ! I f-l.\ \ r.:i.\ lõ)!. \ 'V(.> I (ol Õ j 

Para efectuar esta demonstração vamos introduzir as ssguintes 

convenções simb6licas: 

forma 

f L-t 
\ � 

i l.l l? \ ' 

( -· -
-) 

'ê.:l. I 
l 
I -:;2 J '-3 \ ' 

ll · +LA· " j 
I U. ·  I ...,- ll.e. 

2:'. À 

-z:L 
"2: 3 

( \ 
\. 1,_.\ À ) 
( u�) 
( u�) 

{ u + l.J, .(_ u. ...... '<; "T l v"'l"•· ...... v...' v..._ c -
' I 

t:·
· - c.:..,i('3 () (v.-><) -

=é.(3ã� ( l\.'?) �.:�.11 -t �,, Z,"' <±: ?.-;, 

"i .2..3' 
= e: -:;:; 
'-.23 '- .{ 

Assim, a proposiç�o a demo nstrer (1) poda formulsr-se ca seguinte 

Vamos considerar trªs hip6teses 
. . . 
i:lplcas que esg�teT. 3s s:tuações 

possíveis. 

ll 

lO 
. · 

.
. · . I' 
.. 

I 

I I i 
l 

I 
I 

I 
i j i I 



2) Como t:.,, ) '2 3 

3 l Como 

c) F. "so:nan neo 

Pc::ra que r, 
I etG \ il ' 

' r3·;; � 1. ) 

í .--;· 
\, -c). 

' I '2. ., \.. -

, .. 

'2. ) :;/ 

pcssui elemento neutro. 

f_'":"\ \l - C r C9 1(3cr 
\:' /-·� 

q . .e..&. 

q . .e.d!. 

implica que 

0 Ora ess3 tipo de caracterizantes nao pertence a l 
/ d) A ''soma'' induz sm um samigrupo comutativo ... .. 

5) Domínios e contradomínios de 'j31 
? I'"" r T, Dom .-v--

contradomínio E _\.. <--:> 
" ......_,...'3 " r""f' tr 

r .. , 
� ,:.-.,-;:; i::. ! \ 

" ,-.,ri( " C< ('I • • • fE f1 :,..J_ .�-�? i I 
"' 

mas �""� � ( !..l}) .?�(3�( U }.N. J .�.,(@�;,;_� (�) 
são todos funções pertencentes· e ..••. p >.o• g\lel •tenl e estrutufe:c .. 
de um ssmigrupc comutei:.i vo• (P-) é) • 

..•. l I 
I r ' 
E f 



., i • . . 
:J 
':i 
�� �· :. i 

'· 

regre= 

en.tSc:: 

2 .. 5 - Distância associada e uma proximidõde da ���bcla�se .. ::B.A·· 
Pode impôr-se a )C uma distãncia,conjugando este com as proxi-

Haver� assim uma cJasse que satisfaz a condição 

Os ! ' -v�.·c!(-1 esteo entrs si rslocion:Jdos em terr:�os de satisfazer as 

:i c u�:s di�tê.nc:e. 
Isto e: 

Se b ( r-c l .:;�o! � 

' 
ll \} ...... I .-.. 

?" ,_.;J 

2J r� 
�c.: -

:1. 3) lt "1 + i>q .... 

'X (3 
') . ' 

" LA. I) ,� 

·-x---· :,.:.> 
" 

i.L�-;,.""' ::> 

... 

> o 
" 

-"=";. -/ l,.t.-ç.e' ;; ::::: o 

> '/ 

Pode, se 1sso �iver interesse e for possivel� imp6r-se ainda que: 

o 

(·iot�-ss quE: e:s condiç·3es l J e 2} sae: jé propriedc:des da cl::Jsse 

As propriedades novas são 3} e 4) s s�o sla5 que conferem a 
pr�xi�ijada � quelidade da pertencer � 2l3s�s 

' . . . � . .". a:.s:.anc:.s L);,. í Jõ_d ' 
prDxir:üd:3de da c lasse 6 ,} 

Fegra da "Som2." 

diz-se dist§ncia associada 

Pode impôr-se sdicionalmente a sagui�te restrição: 

( 
' 

'. v;.. 



' 
) • 1 ' i 

I ! l ; 
.l i 

1 
,.). 

...-, 
Assim, a escala das abcissas de z::_.-'�,· 

•"' ' . 

. -. 

e dilatade de 

As proximi�ades com distâncias associadas e que satisfazem também 

e regra da "soma" constituem uma sub-classe de 6,. e simbolisam-se por 

b;à a G;à C '3� 

III) Probabilisação d�� proximidades �J 

III-1) Conversão de -E (Li) numa densidade de uma medida finita, normada 

6 positiva, onde 2 ( u) pertence a sub-classe r. 
As condiç6es a satisfazer sao: 

!'I ; 4, 



• 

i ! 

i 

( ·' c""'" 
I ...., 
\ -·-

'-..,: (3 ,i 
c::;.:> 

( LL \ ct· 1 ,___ 
\.. 

I 

( 'rf 
! 

+ C-:1)\ \__- C0) 

A exist�ncia� a positividade e a mo�otonia com a e garantida pare 

todas as pr-oxi;-::idajas ;::srtsnc2<1tes =- classe 
�ue sej3 finito o integ�el. 

1.2 - n densidaC::.e 

ds tal modo que: 

'· 
/ ..:,.., ;:._. ·:;� \;,·. 

\, ·.) 

.r+ c.:::. 
' \ 
\ " -· e:':· 

(+ = 

.I- � 

( \ . "=f� 
\... -:x' ) - -- :.::. j 

e a jensidade ds --
e Xp dada íJOr 

A moda de 
r � \ ' "  \_V�i(3 ;' - ' 

. .. 
� defi�ida da seg�inte foriTla: 
,•' ' ' \ ' ' �- • r ' ... -. 
'- i ' (-

probabilidade constr�ida da �roxin1idede ..., �t:,ci(-5 pertencente a classe �-��; 

verifica-se pare , :...:r;:e vez quE 

e única e 1 a o supremum do reticulado. 

sera o valor máximo de � �u. . .) a esse valor e Único. 
t._tyr� ( u) têm as mesmas propriedades dE monotonia de �p(/3 ( UL) 

' 
como e 

fáoil,de .ver. 



i 

I í I I I 

• 

III-2) P�oxirnidadE com de�sidade de probabilidade associeda 

Para que urna "proximidade" possua uma oensidade oe prooabilidade 

8 necessário que �\ c� .. \,) satisfeç::� mais à seguinte c o ndição: 

A mod3 da composiçãc de 

se ver i fiquf-) ef"; 1 jsto e# as ordenadas das , .. 

' 
\ J probõ!:!ilidade '' . '-'v • 8 ( 

\:: -:::·�i 'r ' I 
e dada pela expressao: 

(e-1 í I I 
./ __ c ... .:. 

válida perê 

r� (:fj 
I I I 

\ v.! r 

( ' A_. . !. \A.) I! n �.- \. • 0: r, .'h. ( \) '- I 

A convoluç�� pod�r� salcular-ss se for suscetível de se aplica�e�. 

l 
( - \ i ! I -·, \ -� l -. ' -\- I --\-J, \ /· \ ;-, ' \ cU :J...... ' .:_:��.,{c::.� • J .. i <... ..... .., .• I 

L. ; I ... �·.:, ��' .. .:'; ._' I ) �-� ' 

2) As condiç6ss de m�da impoem que: 
(+ CC· 

\:"''1.-M \ ">"-<; c 2-, lt) ·" ( u \ .. 
h )_ '--'cl� j-,B . •  , ' '0\ (3' '- / = 

se verifique 

e paLa tanto sera: 

aJ n8cessár:to qu.e: ----· 

d_ l.\.. 

I I Í '-"•.J 

-· 

I 
i i .i 
I j I I I 



d -

• 

ou 

\ r+� 
__ f-�-::--��.: ___ -�--r 1- _ ,, 

à y.,-

Satisfei�as as condiç6es 
..-, f \ 

• r u. r· ;tü, z.-o . ·· 

"U (� u· ··-
� 

em U... A' \b "C 

r! l \ (o 
em 

da moda etrãs �eferides, então diz-se 

. , __, . -r� . : ! •  � - h ' ' � ·  -l que :3 pro>'.l!Til2e:J2 - \, ,_....., / t01 pro....,aolll2a:..:o. 
·<::.�--� A sG�-cla�s? d2s ;��YimisadsG 

e 2 classe de �aracterisantes correspondentes 

Nota importante l 

f 

.l')c!(2-0 \� -·; 
..-'.:; C·:X(.> ·c, 

--. , 
c:.o<'(bõ \. '--'•; 

\< \ P<"(.:.o 
�, 

Esta propried3de, .:..-V'-0 

---;. 

n6� �e� a relação simples da 

··" ÔY� pe�de-se na operaçao ds 

,- \ Se e -.:..-o-:'(� ,' �: .. I \_ / 

a de�sidade de probabilidade 

' ' ...,.. LA.,, c ' "'" ' 

r I 'Ô c/. (3 \.U)toma a forma de uma di stribuição 

ds Dirack, onde 

r+= 
sendo ) -� 

- ' i u... \ '- i 



!V) A classR das prcx!midRdes com dist�ncia s probabilidades associadas 

Esta classe obtérn-se da intersecção de b�a. com b.l� 

p l1 c.\ .. ··r., ' 

O objectos 

\ i 

T1 Õ {\ w•y-! 
.l ; d.. I, j ..!� 1 y.:.: 

e corres�onde�teme�te 

III, e IV foi apresentar a classe 

l] Conceitc ds Pr·oximidade E� Msc�nica * 

�] Aplic�ç�o rie �� Sistemb da Proximidades a um sis�ema 

mec�nico articulado * 

4; Proximity :b': 

SJ Introduç�o =�� Conjuntos Vagos *** 

* 1? Congresso de Mecânicci !aórica a AplicadsJ 1974 

** - l.e:- Sém�naire International "HBDS", 1979 

*** - TECNICAS, n• 433 e 438. 

'25 


