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"CONCEITO DE PROXTMIDADE EM MECANTCA™ -

por

(1)

Antdnio Gouvéa Portela

"0 - INTRODUGAQ

A maioria das liecanicas tratam sistemas mais susceptiveis

de ser modeladas em espagos métricos. -

No entanto h& situagSes reais tais como, sistemas com fol
gas ou histeréticos, em termodinamica irreversivel etc, onde o
espago formal de representagZo nio pode ser metrisidvel ou nele

definir-se uma distancia.,

AR,
T

Foi esta circunstancia que conduziu & introdu¢do do concei

to de Proximidade. -

Como se vera no Cap., VI a métrica e pseudo-métrica consti-

tuiem casos particulares de proximidezdes.

I) D“C_#__Q§Q§§

MQ&M&

‘Seaam dados:

l) Un con;]unuo >€ e des:.gne-—se por aac um . elemento generlco

d_e € C&KQ}‘E)

(l) PROF. CAT, DO I.S.T,

Nota: — Esta Comunlcagao é a 1ntroduqao teorlca '4s Comunica-
¢Oes do autor sobre ‘Aplicagdes de'um Sistema de Pro-— -
ximidades & Termodinamica Macroscoplca e a Slstemas
Mecanlcos Artlculados.



Onde & é un indice gue identifica o elo:zenuodac, e o a

un elemento dun conjunto de indices € ; Casd B = Casd }ﬁ

24

C produto cartesieno de H nor si proprio: }{Y H= }f
3) Um conjunto G-C Q{X}(-a que daremos o nome de grafo G- un
elemento genérico de & serad um par ordenado, simbolizz-io
vor: (a3, #%).
i x
Com Ca‘ xyfg ) e’ G-
Cnde: , x serd o 19, elemento do Par
x . . .
<4 7 o 20, elenento do Par
X E€E QR '
7 7 e ¢
peag, & F1:52,%
2 ' .
4) Un conjunto @ cujos elementos representaremos vor 9 g
(95€ ©). e 0 indice § € é
Representaremos por 77’ou-£ subconjuntos de @ - f&? &
| #+ £ 6
A letra :',Q sera er:*.m"es‘ada apenas nos casos em cue ew_ré :f‘:’f
’fe ‘:ﬁ serzo "n@lC" ados, en ge'r'al, vara melhor clexeza de
‘escm.ta, por exemplo: 7/;{,3 ,ga. %a\ Bo
5) Tinalmente es‘cabelega— se uma com'esnondenc“a ﬁ entre 02

. elementos de G e 0s ele_.\mtos ae & , tal 7ue nara Todo

" e qualouer par ordenado (% > 78 ae.) € & se indiguem o8

elementos 675 e G que . 1he eSUao en correspondencia.

: Des:r.gnando poT 7/60 con;]unto de toops 0S. ele"\entos ‘75 coz

T-esoondertes ao ‘par (a,,/g ) poderemos si HlbOllZ&I‘ ‘essa cor

'r‘esx)ondenc:.a da fo*‘ma segui nte.( ‘ )/_\)
i 3‘*7"9 f
x
com (a),g )EG' < G;@C@

Di z-se entao Oue se deflnwu un si Stema de 1)1"0*:1_;11 r,ades en}€




e ainda:

) z . « = 1 ‘ -~ <
que g4 = tem uma proxinmidade em relacée a

ou que:

B X estd  Fam— prddimo de & X
Uma forma equilvalente de definir a correspoxndencia wff ’
serad. efectuar uma aplicagdo de G- emiD(cg), onde ;7_’ (@) 2
um conjunto potente (ou das partes) de @.
2odas as propriedades do conceito de proxvimidade assentz
vam nas vnropriedades de: ' - b
;_656;“’2;@7{ ) _
Alguns casos tipicos serdo estudados nos Canfi1los segdn

tes.

IT) Algumas propriedades das proximidades resultantes de G
II-!) Proj_@_qgﬁes de !;ﬂ S

Define—-se 12, Proj_s_ggéio‘de & 20 conjunto A4 assim especi -

ficado:

A._{x (a, e;-{)/](a e,&//"léﬁm//y’ym
(a.,x))/\ ((a,x)éc—})

Define-se 22. Projeccfo de G ao congun’co B assim esneci -

...... | Ilcado:@ ;3 (5 69{)/\ (25 APY. zémﬁ”f /&44:44_,,

(x,/g, ))fz ((ar. A )eG’)}

/] 3 C .)€ como e fa011 de ver

As segulntes s:z_tuac;oes &1 m cas serao estudadas-

a)B [)_B ¢ (Congu nto vas:.o)

Bntdo para todo o par (a /gx )é (-} resultaral : que

(ﬂ BC)é(e-.




mgﬁ353$¢

Neste caso & fAcil de ver que. |
X o
x
Vja‘a/e)ec’ e ED])

=) 3 T EG, Awua (lgac,a-x)EG:]

Um caso particular serd B c A.

c) Tem interesse referir a outras situac;é'es- |

Diz-se gue foi de:ﬁ:.x_ggg_gg______
C. A —= Sistema de proximidades em &
A

...-?Siétema de pzzozd_midades emn

v

A L

4 =B —> Sistena de proximidades sobre /7
A

_-;._-;_ B -—9,(..-—3--'53‘_51': ema de proximidades sobre X

II2) Simetria de &-
G diz-se simétrico seiy, y . %
T Y Sreee e,

Un sistema de proximidades cu;]o grafo seja simétrico diz-

~Se um Sistema zeciproco de pro:o midades ou G simetricas.

- Se & for simétrico sera.: ' N o L

c 1o Projec¢ao de 6= 20.'Projecedo de & 'i ‘
- i ou seaa ,4 B = =D. .

. Note-se contudo que a s:.metrla de G nZo mduz quef "_rd’d

. Nao conVem con;.undlr pgommld.ades G— sunetrlcas com pro:am_-— ,

dades simébricas que gozam da.'proprl‘edad_e suplementa:;_* de ser




3 ) ’Re - legwdade

& dlz-se Pezle Vo se, para Va. é 4‘7?75;‘ = A4 5  Tog
' (a~ *) € 6. : IR '
G’ diz-—-se totahn_ente T‘ef‘leﬂvo se além de Reflp}avo se veri-

ficer ainda! 222, .Je 6 C 7% Prof- e &

Esta propriedade, reflexrividade, tem importancia decisiva

numa outra propriedade, a transitividade indirecta, cue

serd estudada mno Capitulo IT e

Proximidades que disp@em de um garfo reflesxtivo (ou total-
S q T & _ ,

H
!
% mente reflexivo) dizem—se: &-—Reflexivas.

| Porque, obviamente,7/ > , ndo hd aqui que destin-

' "G = //a..
suir entre & refledivas e r legglva e Dorta_.to bastom

referir a .pro:d_midades refle&‘ vas (em vez de ¢reflexivarc).

Finalmente, se & for s:_metm.eo e reflexiva as proximidedes

dizem~se ~—“vas & s:_metrlcas e se (&
“ﬂlﬁﬂh—————————_ @, &y = /"a-,a.)

dizem—-se refle*cu.vas simétricas

IT,) Cransitividade

. Mpansitividade & umna Dronrledade 1mDortante das b;.a_o G

e pode tomar duas f‘ormas.

Transividade dirscta

- -Zrapsividade indirecta

A) ‘re.nSWV*r dade Dlrecta B L Ean

Al) Erzmarelhamemo de arcos

Os arcos ga),%e 385 com a,#:g;:gg&a, , d:.zem-—se emnarelﬁadas '

'porque /53'-' e Slmulta.neamente 10. eleﬁenuo de g ,9@? e

20, elemento de 9 & /3.




S o g P U W

~~—

Se qF B mas ndo necessarlanente g+#9", 0s arcos di-
. R K
zem~sSe reflexivamente emparelhados; (v (a., Fy D
Anotam~se dois arcos emparelhados da forma seguinte: ABY
" onde //O' , Indice central, corresponde ao elemento - gue

efectuna o emparelhamento,

Para simbolizar que xdo_is arcos empare hados pertence 2o
grafo G-, escreve~se; S |
o A € &
A5) Arco di-trensitivoe |
Diz-se que 0 arco 9@,3—6 6 é d-transitivo, se: 7
V,g g[_‘,,a;g? J&GW“‘&Q‘?’J”HJ'

o CepBarce o (PDFEALFIAA)
" Veja-se a Fig: l, onde 0 arco 9,4 € 'd~transitivo en G

- Hote-se gue 12.FProj.¢ =4k > x X2 x.l

' 0”473 3
Lol e e |
s FL%%++_
4‘"1"4’*“‘%!"“?—'»
B}FX—@‘%%. 1_1—— Fig: 1
B A e - el el e
LU i el 2eiit S S S
d 1 2.3 & 5 &6

, AB) _a}‘f GL—‘GT‘anS"' tivo

D:Lz-se que um elementod X e 4—;’2@ do 6 & d,—-t*" zitivo,

" se, para %’,YE E.?“& G ononed x_jﬁﬂga\? U(.W cou
(B~¢ﬁ¢x*a) | o R

N :l.I‘_Ta_._E‘"Ti.g:: 2; zx _‘—a’ -_
2 i o - Aamgilive, .
:"//f-ﬂ%.‘q_‘k
. 172 A »«y-.iG-_-A{o,_ ,233,

e ey | tim e e ey v



A4) Par_de g;co.a eﬂparelhad,os ci—tﬂazw-n tlvo -f

D1 z-se oue CLC(B b’e O{ trarsn_tlvo se %o{B’ € @'

5) Grafo & Qi-—tvaansa.t;,v'g

Diz-se gue o Grafo G- e d-—tra nsitivo se, para V;Ce[—!?qg. G]

fordr A ~tran svtwvo, com CQ’;-'E!F‘X?:O()

5 "l“‘_{__’%_ ‘-IT-a?ig:. 3,o‘g'rafcl>6-
5 —I_+ + * h é d-—transitivo
hx S & 4 . | |
3x =k Sk % Fig: 3
:Z:xﬁk"l-% i
4;“1'—:(-'41"’6 ‘iﬁ’-“%‘t’"
5 4 a3

ng KR
RSN

A6) Conceito de D =transitividade

Se 19, Proj. G-V 29. Proj. de *@ent
2&1@ d-trmsv tivo diz-se D —transw tivo
d'x ‘ o\-tranatno diz-se :D‘T!._'-ol‘al;Sl'ClVO

C d-transitivo dirz-'-'se D -;i:ransitivo 4

; 2 o ' .
A,?') Conceitos de d-tva*51t1V1dac1e e CD -tra"81 171\71 dade

.Jstps "Ol‘.CPltOS sdo 1rwrodu21aos 1evantando a I‘PStI‘lC.p.f)

, dea\ -—;a, sy na defi nlc;ao de e:cos erzmarelhados.

Para oue a_d/‘? ega d, trapsa.trvo & necessarwo que 9@3,&6

x X
Um par de arcos empaccelhados onde a ¥ 4L z-se re"lez:lva—

mente em.pare]bado, como jé se deflnlu em Al’




&

B) Transitividade Tndir cta (‘J’ega—se nota .Llna-')

Bl) Un par ae arcos emparelnados,® 6 €6 ch.z—se /1-131‘31181 tlvo,
se tambem_ pertencer a & o arco g ggs com (d\ FLRF 3*;:-@0

B,) Un el emenuo/j G {,3,%0/ G diz-se 4« —tx:ansa_tlvo
se: (985 €6

hx € 12 Fhet-. Gc;’é‘-}ag

3, x 2ol puce. éwﬁ,ee. (a’%é‘f&’?“d)
By) Un arco 963’90 diz-se mans_.u.m
Se: 9-36"89' .
X . g2 ..G'-?rz”—/ xB EF : '
Va6 157U 7 (rFBF=TFA)

. . ,
B,) Un grafo diz-se Jd-intransitivo se todos os elementos co -

. ‘4 ey 7 ’ : : .
19, Proj. de & foren .é—trans:.tlvos ou; O gque e O meslo,se
todos os arcos cujos 19s. membros tomam (bodos) os vulw es

de 12, Proj. G, forem /C—trars:.tw vos

a Pigs¥4, o arco (2,4) é

e o
Ak €5 —+ T . z_'l.-transi_mtlvo e o elemento
5=+ Pig: 4 2 & AL-transitivo.
Ze— S R Fe Fotense . |
| Tote=se ‘que o arco
o /@ 3 ¥ introdu'z“ a &—intransitiviria;e :

Elnal:zente sZo /J tra.nsltlvos 0s seg;a:l.:ltes pares de arcos enmna-

relnados

4,24 “334 2 -//.z',’f 2 ,z- %))‘M‘
(Ve;]a—se nota flnal) L o -

Na F:Lg 5 esta represeﬂtﬂ ao
. - R . ' |
- Fig: -5 un grafo X.utra.nsn.tJ_VO._ - o




i eread e ————

T T INTE R e mE T e A

B5) Grafos _gquase A-transitivos

Os graios n=stas condigies satisfazem a condicio naig frg

ca de s6 os arcos emparelhados do Grafo serem A<5rensitivos.

Gs arcos emparelhados na Ti7T:d

s+ - 'ﬁk sEo:
- K — =K N ' AT
3 i%‘-fj Tig: 6 123 sim iohe-se cue
41— ‘—1 - ‘-t 23 % D30 ciatnents
o) 7 : . . 3 4 2 sim

42 34 523 sin

Acrescentando co grefo izicial o ponto (2,3) o grefo tornz
-se quase A-transitivo. ’ '

TII) Provriedades resultantes de 3

~

iuitos tives de conjuntos modism ser usados, uzma vez cue o

s
prats

conceito de D”od«::_mrlade nZo esbtabelece Gualouer restricgZo oguznto

4 nutureza do conjunto .} .

Ha vérias formas de apreciar )£, vamos rapidements fazer

referencia &s seguintes:

1) Ouanto a0 Card (3£€)
Card (M) = h ! C/;m«a g,&z& X fétﬁ 4@//-&
' ; Card (3€) = Casd @Zﬁ@%)
P ~Card (O = Ca2d (Hpects)

2) 31 anto_3 estvrubturacio alsébrica:

){nao tam Cualoueﬁ estrutura __ - -

tem una eSurutura (%‘runo, gr'uboa.do,‘ arzel, coruo,
modulo, espago. vectrlal, rede _etc)

3) Qua'pto a re'lac;:oes 'Imoo stas a }{

Wota final _ k PR

_ A def:.nlgao de arcos re“lemvamente e elhaoos '1e—-~'
vanta a restricdoqXx= g X e permite definir a 4 rarwsw ol v:.daae,
al:u.as mais co:crente que a A-—trars:_tlv:_aade.‘




"

%nao tem cualquer relaoao 1mDosta _'

,}»{"bem una T‘elac;ao imposta
- (por eyeleo, de ordem, paa ordem etc)

1.—) Quanto 5 EODOlOD'la de ¥f

>€ n8o tem cualguer topologia imposta

Y€ ten una topologia imposta

5) ‘Quanto zos elementos de HE

X ten ele s holonices.

,}( tem elementos pfo holdnicos

is proximi oaues 1_Dostas e X D'odem serv*"'r"f'bara_'o'I"ﬂez’_-e?’ 0g
elemontos a ¥§ e pode esta orcem ser 1nco::mat1 vel coo as relagds
.ae orden referidas em 3).
Z‘ambém 0s sistemas de Droximidades'bodem irioor to'nolo;rias.
e estruturas alﬂ'ebrlcas que terao de ser comnatlblllsuoas coz as
P esclstentes en > (Veje-se 2) e 4).” |
E. ta materla, bem CO®O a composi c;ao de Relac;oes, sera tra-
tada nousra ocasido em pormenor, e Dc;c-a j& s0 abordaremos al:-uns

temas mais tipicos.

IIII)‘ 0 conjunto 3£ & order_ado_

* Vamos estudar o caso particular: de}{ser totalmente orde- -

"'-ivado Dela I'alac;ao de. ordem o X< ,gx (‘9“ x < 3 x.)
' Dois casos Dartlculacres tambem serao estudados"
V{(cuz)eG— /.’u%,/@ e

L)« -fax (ete Q% > J
B pE ™ (e g5

Un sitema. de DI‘O}"' mldades onde & satlsfaz a condmao ‘a)

d1 z-se um smstema esouerdo de D'roylmldades 1c‘tem::.ca:nence,_ sa'cis-

by b}

fazendo G & condic_;ao b) diz-se sistema wdireito de .pro_imir_'.a ies, -

1.0

RTINS T




Note-se que a relac¢fo de ordem notada por (>) impede que

o sistema de proximidades goze da transitividade indirecta.

. N _ _ ' .V
IIIZ) Os el.ementos 3_—_{ ndo sdo holonicos

- Sejam dados conjuntos X‘f com § €& ?’e ¢ um con;]u_,to Finito
ou numeravel. o '

Forme-se o produto cartesiano. 5( )(L?

e faga-se }6 _X X

Um elemento genem.co de )} sera notado da se;?m.nte forma:

X
e vamos des:.gnaL por mu'! tiplicidade esse elemento gener:.co.

Sobreé{‘ estabelegca~se um . sn_stema de Drommldades, isto e:

by 30 = (X x, ) X (Kx )|

2) 6 € %ﬂ){_;{-
3) Seja dado um conjunto @

4) Define-se uma correspondenciaf de €& para O

IIIB) O conjunto )} foi estruturadolnor uma operacdo interna no-
tada por @ que adnnt:.mos fechada. | x % .
Vd }Vg d? i € X""? =2’ € }6
Sur@iamos cu‘s;f f01 1mnosto an s:.stema de 'DI‘O}CLD.“ daoes. :

Se fo; convem.ente oue, sendo (3,35 ),Q (,g, 5)3 e G’: '

seaa tambem {(a, @/j J ( @5 )} €C, Da:ca comnatlblllsar

a operagdo lnternaG) e o s:.stema de Dro:c.mldades, ob'ceem—se r_r‘a :

fos com formas curq.osas. como‘ se mostra na Fa.g. 7.__



S

" postas por um sistema de proximidades -pode estruturar }{,

‘tibilisar: estruturas.

Seja:

)f = {042341'5‘2 <3._.St |

x ' e, X
ol ©5%=mod (L +g )

(253 2 @ 4Dee

sitema ce proximidades e a operacdo interra impostos, & recessa-

rio que o grafo & contenha ainda os seguintes arcos:
x ) ‘
(B Y, (251), (5D, (Hy4) o, 2o, |
donde resulta a forma da PFig: 7 para & onde {O,7,2 3456 ®cons-

titui um grupo aditivo e (4 2,4,6,0) un subgrupo aditivo.
 Este exemplo, procura apenas mostrar a necessidade de cer
tas compatibilisagdes para tirar todo o partido da estrutura even

tual de 3€ o

TII,) Eropriedades Herdadag

- Procura-se apenas recordar que as propriedades estrustureic
e topoldgicas, tomadas no sentido 1at§, que forem impostas apni.
s8o herdadas necessariamente pelo proriuto cartesiano x X .

. . . —~ V) - .‘:’ - - .-‘-‘. .
Porém o inverso ndo e verdadeiro, assim as estruturas Im-

w—. ' Haveria agui recordar mais uma vez a necessidade e comre-

IV) Provriedades Resultantes éegf&r'

Trataremos apenas algumas propriedades mais releventes,corn -

o objectivo de ilustrar a potencialidade do conceito de nroxiai -

dade., - o m".' E ' - B

1
i

ey e S o A e At et v

mas para compatibilisar o

R R

BT AR B i b ) g 40

ot 825a) 4




IVl) Func'ionalidad‘e de 7

a) & funcional

Diremos que ¢? é funcional quando a cada par (a,ﬁ),%#correg

ponder um s6 elemento 95 e 3 € 9

isto é: V W(W-&/é’) 4 /me {/é’e ‘92’
- Pera proxi mlaades com esta proprl_edade o simbolo %’g Sea

substituido por lf—@,g
.‘_D:Lz-se que njg?f esta -“125\/3 Proximo dea "

| b) J?nao funcv_onal, mas ﬂ'ﬁ & probshilisavel

0 conjunto @ onde 2 tem os seus valores nZo se:é, am ”gera;',

probabilisivel, porém os conjuntos do tipo//lélgeg poden ser

probablllsados, Se a natureza 4o espago Fisico o consentir,
»ISeJa entao dado um qualouer'f- V-1 g,deflna—se sobre77',3uma

medlda normada (Worma = ‘1), entdo é possivel assoc:.a_ uma.

dlstrlbulc;ao de probab_ll:l.dades ao conjunto 7-;‘ 2

Designemos Dor;b a distribuicgéo associada a 7/:3,3 e def ao

par (a z) € 6.

Trata-—se no Tundo da CO[I].'DOSlC}o.O de/“ 0(7? ;b ; assim a ca-
Y,
da par (a”g)es-flca assoclada a dlstrlbulc;ao "Pa,g que se

torna um Sistema de pro.a.mldades 'orobablllsadas.

o} 1nteresse desta soluc;ao estd no maior conteudo de infor-
mac;ao delifJ ,grelatlvamente a7/",3 e quando tal fo“ T\os,;1 ve'T |
(smantlcamente possn.vel) T&@ devera ser Drobab:_llsado.

Caberia aqu.. extrazﬁ* e deduz:.r as Droorledades que a D*'oba

b:.l:_sac;ao de -félig conteém, 11m1tatcemos porem a um simvles.

s = U, e,?_}cco

= ._o(r

exemnlo :

5 Qz /\J/vfa :

13



:'.{;;BXesté 5 unidades proximo de a,'x com uma probabilidade'de 0.7 o

* com uma probabilidade de 0.1

10 unidades prdéximo de
7.2 unidades préximo de dae_ com uma probabilidade de G,2 -
“Como é facil de ver esta "informagdo™ é maior do que sa-

ber que a proximidade dey em relagdo ag e 10 ou 5 ou?2.

c) d‘?n‘a‘o funcional,_ @g_@,‘ipode ser considerado um conjunto

Vago do referencial .
@pode ser considerado como um referencial onde se definem

conjuntos Vagos (%)

' Seja entfo @ un referencial e #/=Lo,1] o conﬁxinfb de n-:'.nd-e-;
“ce membro™. (%) (&) |
Un subconaunto vago.u. serd definido no reJ.erenc:.al @ , fa-
: zendo corresponder a cada elemento /h{ff;’ un elemento ‘:£ e /M.
‘;ﬁ e pois uma fumgio cuao domin:;.o 8 @ e contradomln:\.o é
M [02 .
Ndo cabe aquil desenvolver a teorla dos conjuntos Vagos,bas_
tard chamar a atenq,ao que as opevac;oes sdo d.lst:_n‘cas  das
' apllcave;s a distribuicdes (probatilidades) e toda a seme-—
1hanf~a se-resume a que o cbhtrad_omfjfnio é, em ambos os ca- -
S0s, o intervalo [o, 4] . A

- Um exenmlo sera dado pa:ca 11ustrar uma apllcag:ao s:.umles.

.S,ejav. 7&1‘ { 5 ?*,—ﬂ/} corresnozn:dente | L
: _ T a fa,7 ) . =
_ 7/;‘3' = {3’:’?’.0 } COI‘I‘eSDo;xdent?
| ar (/3 > )

Se 77, 53 © 73 & Loren Mawm de G, entao seré,'

€)) Conjunto Vago sera a traduc;ao da exoressao "F‘uzzy Set"dos au -

tores anglo-saxdes ou "Sodds - ensambles flous" dos autores
francofonos.

(;;4-) (%) "fndice de membro" corresponde respectlvamente aos voca~ S

bulos “membesshlp" e appartena.nce"

12 -
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SEEN AL

por exemplo: %ﬁ? Vv 5’/04, 42/0;"?; 44/0 9}

Py

* Ty = v [3/4,0, /043 »/J//O}

~onde 041, O44, 0,9 representam os elementos do intervalo

“ EOSJJ correspondentes a 5; 7, 14 de ngﬂ’?’.

e 1,0, 0,43, O , representam os elementos do intervalo

~/
[0,33 correspondentes a 3; 2, 14, de 7/83’

Estes conjuntos Vagos podem ser reunidos, interseptados

etc. - ' »
Por cxeuplo: Fog U ey = [é//ﬂ 2/093, 7"*’/4"?;/-?/”;9]
° 7/";9 0 Tnr m{é‘/ﬂf /535 'M/OJ

todos os elementos de § n8o referidos admite-se gue cor—

respondam a S%’ = O.
Assim, poderia escrever—se: | s &y 4

Os conjuntos Vagos tem uma natural aplicag¢do nos sistemes

de proximidades onde tais conjuntos podem ser. definidos.

5

D)

'_ S;‘ gétr;,' co_e funcional V ;ﬁ

TV,) Propriedades de 7%

A relaqﬁoﬂ‘ teré, ou Dbderé. ter, todas as proprizdades re-
lativas a relacdes. i
Ser:.a fas’c:.d:.oso renroduzz_r aqui essas Dronrledades, por -

isso nos ;ln.m:.taccemos a tratar de_algu.maso -

Sime 't"“la. - I - ‘_ D

D:Lz-se queyfe s:.metrlco se for Vﬂ' 7’ s O que :uzrooe
- aé a4 /35.

" ser (_i—s;,m.etmco.

Entdo as proximidades dizew~-se simétﬁicés.‘

%gar

entdo sera . ' 3\/3 6*/‘_*

N 15 .



S e

a)

Ant:.—SlmetT'la “ L
Ton=-Tza = Zas =0
Simébrico e reflexivo - -

Ent8o o sistema de proximidades é transitivo indire: jo.

Simétrico reflexive e fimgiopal . .

Os sistemas de proximidades serfo também transitivas in

directas e funcionais.

S

Todas estas relagdes vao dar correspondentes proprieda-’

Tuncao (injectiva, sﬁbﬁectiva etc)'."

‘des aos sistemas de proximidades. |

Assim por exXemplo, ‘se 0T for uma func;ao injectiva, tera

a 'oronrledade de tran51t1v:.dade da.rec’ca e indirecta se

* contradominio de A = XX

Todas estas propriedades sZo. Obvias e sua demonstragdo

& imediata.

V) Natureza do Con gunto D

16

o fere aos s:_stemas de Drox:'.mldades a faculdade de c:lests1 |

Tal como para } Dodlam ser examlnados varios tivos de
conjuntos e recnectlvas estruturas vamos 11m1tel"mo—- nos

ao estudo de alguns casos tlDlCOS. o

Vl) Deﬁ'i ne-se_emn @uma :t'elac;ao de Ordem - ST e

A nao e‘CLSueIlCla de uma relac'ao de ordem em §’),_ sé con-—

g flcac;ao dos pares (é\ A ) g 6-,‘

Por exemplo: - o . - o
&= (@ui,,”)j y/e (ﬁmw/;uf.@ c (/fm%&’z?&)
)m 713 {a. |

L T e

Ll

R g I




o que pode ter a seguinte interpretag¢do semantica
/8= (é perigosér ou pouco perigosa) prdximo de ax,
’ X -
a,r JSARY 7ihw = {C}

4 <

y < (é sem perigo) proximo de 3,

Xo entanto a imposig8@o de uma relag:ao de ordem, tras nova

d:].mensao ao concelto de Drox:!.mldade.

Suponhamos que @ € ordenado como o sdo oé numeros inteiros,
por exemplo.

Apreciemos as pro:d_midédes tempo, em minutos, que leva " a
percorrer um certo tra.je-cto que liga doils pontbs (elemen—~
to) de }( .

Assim, (a.,/‘) — 75 E%éj

Slgnl*lca que se alcanc;a /‘3 a Dartlr de c3‘)&em 4 a 6
minutos.
e se (a?c,&x > T3am = [5,8]
Tao poderé concluir-se 6\9{ dem.praré sempre maisl temno a tinp

gir do que /335 partindg em am.b_os 0S casos de o,

Uma relacgdo de ordem pode se“' de ntal importancia ro es—

tabelecu.mento de sistemas de Drozzlm.dades.

53

V2) __I_EQ foi Qefinida una Lej_L de compoéig:?io-interha (l)

SejaT o s:.moolo da ITei- de combarac;ao 3.nterna deTlnlda em
@ (7 é Techado)

0 s:.stema de. Drommn.dades tera de ser deTlnldo en termos

de- ser conmativel com a Le:. 1nterna 'I"

| 2
(1) Tei de comnosn.c;ao interna entende-—se como una anllcagao dp@

en Q") .

17~
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) Por exemplo:

--Seu{'-for uma. fungao simétrica e I~transitiva entdo:

Pos+Linr $or=Foat Custhre

| SeT tiver a natureza de uma adigdo, entdo podera simbg

lisa._r-se '-}P—a '3? |

é fac:Ll e ver g—aaf ‘:,2)’5\,
B

A prom.mdade def:.nlda e a operac;ao :|.nterna 'T'estao compa

' tlblllsadas.‘

. Exemplos seme_aantes poderlam ser oferec1dos se //d,gfor
) probablllsado ou constltu:t.r um conau_to vago podem igual-

_mente estabelecer Ieis de compos:l.c;ao interna adequadas.

foram definidas duas leis d compos;;qao interna 74% 7.-2.

Esté‘s leis de_composic;éio interna podem conferir a @ as

propriedades de um anel- .o Corpo e 0s mais usuais sfo o}

anel do interior e o Corpo dos Reais.,

_Convém dar um exemplo da u:tilidade da operagdo multiplica

- tiva,
Exemplo?

. Definicgdo de pares equ:.prox:.mos.

Seaa_ g um sistema de Proxif 1dades deflnldo sobre s onae

'-“:}’»T'é uma funqao—-lnaectlva e Gr e refle:avo. .

| Seaa P um real e ‘11-)53,9 uma pronmldade dada.

Procurem-se todos oS pares (a,x)tals qn.e ‘:)-aaa -—“Px :fés/3

0 con_au_nto dos X est8o equiproximos de & e todos _tem pro-

_ximidade que & P vezes a pro:d.midéde \-’ﬁ (a' 4),

ATem 1n’ceresse ainda justificar o sentldo que pode ser ia-

do a uma.. prommldade negat:.va.



Por exemplo, um transportereléctrico desce uma colina trg
vaﬁdo com os motores funcionando como geradores de ener-—
sia. S .. o P
Se o sistema de proximidades estiver asSociado ao cons amo
ou producdo de energia, entdo serd razoivel que se asso -
‘clem os nﬁmeros‘negativosi-pbr exemplo,'é préduq&o de ener
gia é os ntmeros positivos'ao'éonsumo de ensrgia.
Assim ) |
'¥Qﬁ5 O se o vefculo descer
E,i}@a- > QO Se o velculo subir

V) @Qé multi dimensional

Se o conceito de proximidade ‘implicar o conhecer de véarias

gréndééas pode.fazer—se qplnn,eSPaéo mﬁltidimensional, nor

exemplo, um espaco vectariélﬁ;se for o caso disso, istao 2,

se a situagdo real aséim autorizar, uma estrutura. |

0 espagb cbmplexo, ?oderé eventualmente ser usado.

Bxemplo. .”.

Proximidade deﬁ;tem relaqao éé;‘depende do conhecimento de:

~ Tempo que medeia
- Km a percorrer .
-'Oombustivel a consﬁmir

Bntdo austlilca—se quefg’seaa um- Droduto ca_teswapo - G

)

'ﬂXRX?

Mas neste esnago real” a natu_@za flulca do Droblema nZo nexr
mlte definir- qualquer metrlcao
Daf Qque no esnaqo formal covrpsvouderte ndo se Dossa de.l—

nir qualquer metrlca.



VI) Distancia -

VIp)

Métricas e Pseudo-métricas

Tem interésse mostrar como a partir do conceito de‘r‘)rom‘_rm'*-

dade se Dode passar para o de me’cr1 ca e Dseudp—metrlca.

Sega dado sobre umn conaunto um Slstema de Droa.mldades do
tipo funcgdo s:.metr:.ca e reflexlva tomando valores no con -

Junto dos Reais +.

Topondo uma regra triangular definida como segue.
> :
iy TABHY By 2z Ton

" Ficou definida uma distaneia ou Dseudo—-metrlca.

Se acrescentarmos ainda mals as seguintes duas res’crlcoes s

ficaras definida uma métrica: :]

A [($an=0) =7 (&=
v [@%=s™) = (4&"9 O)J

-Di stancui entre conguntos'??ﬂde oronmldades

| : | x X
Quando a proximidade entre o, 4 , genéricos, é dada por um
conjunto 77«':1-#3’ pode definir-se ,dis%ancias entre dois conjun
. tos // ﬂ;g' s 0 Que permite estabelecer uma conexdo entre

osnares(a,,g)eca',g ) |
Por exemnlo, anl:.que—se umna dlStoIlCla de Hamm:_ng, a ﬂg P

75"5 € gg , com CQM) ...1n1to.

~ Se fgws for a fu.nc;ao carac»erlstw ca de 75,/6 ;-__

, . ”. . ‘ y o P e
/'-é‘g../ S ’ , | Ty 3 .

A distancia de Ha;mm_ng define-se Dela exoressﬁo:

| G Toan>7rs5)=-Z, | Hun -5l |
) fa011 de aplicar este’ concelto 5877'/3{7//5:5 forem conaun—

tos vagos cujas fz,mc;oes caractery stlcas sao resneculvanﬁn- '

w fas <ty

TS i G e S e ke T e 48 T 980 e 8T A e i o pesntng - < hp s e

PIT PR

T
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A distancia de Hamming sera dada por:

d( a B, //a.é’) 25/’“&"3 -5i

ey :
Uma distancia quaorat:t.ca ou Euolideara . serd dada por:

( Top,Tys)= +\!§ (Mas- /‘”a’a‘)’?’

Uma distancia num referencial nfo finito ( por ,exemplo @

real).

~ Sera dada (no caso da distancia de megg) por.

d (T , 75 5) = f ]rfw /“ﬁg

Ubtilidade do congeilbo dofinidg

em VI2).

. : . x :
Fixemos 5 £ e estudemos as proximidades de g4° e a,x em rela

cdo a &% e sejam dadas por 77.;31_;6 )7(-;3» (conjuntos norma.is de

Tagos).

| Y i 2 ;
V5 ;’Ce_ y}i serdo equi-proximos a  se, por exemplo,d(@g;@;):o_

EBEsta forma de equiproximidade désigna--sé por d—e.quibroxi-

midads, se tivessémos empregado uma distancia euclideana |,

L. . Y /.
. dir-se~ia e-eguliproxingos.

% Pacil de ver gque em geral.

" Sdo d:l.stanc:aas e.. d:.:r?e‘ﬂani’:es._ .

. VII)

. equlprom.mdade ( 77a£? 75 b ¥ a')
' - G{-—equ:.prommldade d.(ﬂafﬁ;r& 7)= °
| ’Q-equ:.prommldade L (77:3. ’3; 3’) ©

Proximidades em Multiplicidades -

No Capitulo ITT 34 foi introduzido a extensfo do conceito de -



¥

.. proximidades no caso de H = )\’

~ Convén

agora introduzir mais algumas definicgdes:

"VIIl) once_z_,to de submul t:_I plicidade

Seaa dado um elemento genérico 3~

de }H :

G R
_ ﬂw 2 ol
i€ s

' Sejaﬂ C é (proprlamente cont:.do) os elementos de 2 nan

VII,)

tem a

ordem imposta a fé

Una subnmltlpllcldade serd um elemento do produto }j X $

Carts

*?e/L

" 'Seja dado /1 ¢ & e escolhamos uita certa submultiplicidade

dada (5\, o‘a‘ ) QJX X J

Isolemos oga as multlpllcldades satisfazendo as seguin
. tes co dl oes.
nee (E /<> G:XXK

=J€«/Z

é’xax

| Dlz-se que o con;unto ass:.m obt:.do é o Corte enm K A%

—'  pox (a d)

K€§

0 corte sera s:.mbollsado por onaeﬂ_ representa o. subcon

- gunto

A part:.r de }{- podez:'a formar-—se o produto carte51ano iiy-}f

de § escolhldo. '

22

 Nota: Ss:Cand § = /V(MJ, oy

(1) Brrduidi Casliiimess Dex Bl 4% MM wet

A/"Hlj

n /4

7 MQJ& =K

(.&mK""/
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g e e e By ot

e designaremnos por G- o grafo cortade resultante de G
JL .
restrito a 95

Pode Drossegu_r—-se e definir, a Dartwdea‘& s um J@ que

cons’cl’culra assim um sistema de proximidades cortado  por

2.

V113) ojeccan
Seja de novo dado uma Submultiplicidade (a. J> € }( XC} e
2Cd. | JEN
Admitamos que foi definido um sistema de proximidades em

X= >< X ik s sendo G o grafo e o2 a correspondencia que to-
reg :
ma valores em (P

En’céo forme—~-se a unido seguinve:
?g, = U 77—5.. Ve Z;;»Z %
=W ]
| {,,,,) (o :9’5 €6

A este conjunto ’:P_q dad-se o nofne de pgg_x;._tgt.iidade externa DQQ
jectada. '

Dum modo anologo se Dode de.x.l.nL

s ﬂ@g J%JM%,

Da—se o] nome de proggi dade 1n’ce7=na 'proaec‘bada.

5

VIID) Proxipidades entre dois conjumbos — N -

Seja dado um co_njunto referencial € e digamos un Sistema
de Proximidades, isto &, un G, % € $-
Sejam N2 2P G H



vxnl) Defing-se Proxipidade exferna de P en relacao a M pelo

CODJUIItOf
a5’ e )
U Ta,n8 Zal gue é“e? |
a* ¢4y

VIII 5) e Rﬁmgde_mgma_ﬁe_: en relag8o a A7 pelo conjunto
o"- .
//- /] 77_ g /m}zayaf We'/%ﬁé'
- ‘ : A ,3 a,
V‘TIIB) Defind~se ﬂ—gﬂommdades de? en relac;ao ay, auando@

& um conjunto completo e estritamente ordenado e 7 func:x.g

nal; sendo 0 maior elemento Z € 7 ; a0 conjunto 2} .
_ | _ - € '

Sf

VIIIq_) e @2 -vroxiwidade de  em relacgdo é/’/, nas mesmas éo:_l,
digdes quanto a @ e 7/_'funcional, sendo o mendr glementa
3 € 77/; s ,.M M&/M{g}

.vIII5) No caso partlcula_ de ,1//)2:7_&¢

Podera acontecer que e:c_stam pares (a.,l.‘?x) € G tais que:
. =p>
Lo i e Vo2 g € 59
Ent8o dizem=-se que 0s conguntos #4222 se intersectam sezun
do o sistema de prommdades _// ou se #—intersectam.
£ 6bvio que se os conjuntos ';e 77-'-1n1:eresf:=ctan ngo sfo dis

.jun"cos, mas o :anerso pode nZo ser verdade.

VIII6) Q 3untos L—g}ondlcn_onado | - - -

1nte:c'nas //—prox:unas, f/)Z-pro_-_mas, e’ 7/—1ntersec_c;oes con

Hota: 77 nao for 3‘:‘11:(101 onal sd poderao deT:Lm_r—Se as Dronmlda—

des exbernas e ou internas,

24




dicionadas a L » desde que se acrescente mais a seguinte
condiggo. = x
XN, €L

se V 7% ¢ for probsbilisade é possivel, se a destribui-

¢do tiver 12. momento, definir %Za.og valor .central deﬂ.;g,

e definir, seguindo.o método indicade e WII 3 ed M
—prozn.mldades e mz.--prox::.mldades, usando os ¢4g en vez dos
7 elementos de //d.,g

VIIIg) Se todos: osﬂ- & foren Conjuntos = Vagos

Id o V4 .

e possn.vel usar as respectivas fung¢les caracteristicas

M : d f- o - B () d _; » - -\‘ d
{7a 2 para definir /5 proximidades e p»~proximicades.

VIIlg) Conjuntos Condicionados a uma Classe de Conjuntos {Lf}

| _ ondeV(L'nQ L’”’V)?¢

| Entaoamda membro de Ll da classe {Ll} correspondera uma.
restricdo.do sistema de proximidades.

Tem particular interesse o caso onde cada membro L_l'corre_s_
pondente um so elementa de @ . | |

(Veja—se exemplos b e c) do Cap:n.tulo IXG))

A | ."f‘ Anlg,iaggg
AN TN
A : '}\5_ 'Erf)'\/:&' BV Tig: 8
- afd:\ \ |
\_/,%__ U { .2_4\0; 3 —

Seja dado unm sisteina de proximidades_defihida da seguiﬁte
forma: | | ' |
distancia usual entre as

| 3 ‘ "T-— = 5(}’.. V) - ordenadas definidas  na
: - o < ¢ i enrva g por.a & ﬁ— € 96,

=




'lﬁ aj“~' T xgl r?&

e

O Conau.nto (-8-0’.@- /g;,,ﬁ"a) ,@3 .- )

é eGU.l'DI‘Ole.O ‘do elemento .z ou do congunto {a}

20, Ablicac;_'a'_g_ ‘

”"-”'P'?'o*scimidades entre dois conjuntos
B CH=R, e 9”3 ¢
- [%,%
[3é§
’d\13=(3

(7 'ypmorsmal)

'ﬁ

& 4 |
%3

‘ .

®, >
Fig: 9.

Prcm.mldade externa de? em relacdo _a 4 o
T' U /A (&16 )66'-‘)5:3.795

@ Lo 1 A e A
.ﬁxeﬂ

. E{K_,C‘oz 6[(x-—ae)}(;¢ xﬂ}

Proximidade intérna respectiva:

b) o mesmo problema mas com o seguinte sistema de proximida-

des ‘ |
@ ) ,ex_:i N intervalo
S fechado cujos _
I ' e*ctremos ‘sdo L =
(fnao é fu.nc:.onal) T - d, "2 /9 ) o

Entdo teremos:. e

T = ﬁ;f_ [Ei#r g? ¥ijf

é- as 42 d.
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"¢) No caso a) teremos facilmente que:
X X _
A/ —vroximidade (%% 4) =Xg
x g
s =proximidade (Ka -3)=%x35

d) Mo caso b) teremos aue, 7/ ndo sendo funcional, ndo se vg

dem determinar A/ e s -proximidades.

IX,) Broximidades enfre dois conjuntos

fD
a) ﬁpfﬁ C X = R - Lo ’qﬁg 5'&9‘
= .2-]

A A
AT L 8 = Ef "#j
22 PR (=_=

8 Tag =87 =

b
fti
N
¥
X
N
IR
\
ok
~
-
o
.
~]

Il
-
)
@
5

As A/ oroximidades e #%Z-proximidades sfo dadas pelas mesmas
4 ., . it
formulas e MZ-proximo & negativo,
‘D) Se o sistema de proximicdades for definido por' :
_ e
7a={l=s7] 2
' x
ol

Fere (34 ] b 2 5

o Prama v o ST
2.7_ E_¢ _. _%- W/zz?e =, K e

/i

IX5) Prog;mldades Condicionadas ' B

=
}.J
[0]0]

H
~

i g e = e vtop. ey g o A P, A



-

VerlF‘lca—se a- condicgdo e::a_ zida de LA /}e L/)BnEo seren vasios

entdo, por e*cemnlo. /wAﬂ, /’a..-g {;9 2z

'f- { 2 % e [¢%- s‘) (% - 3)‘_’]

_.‘IXG) Proximidades en Tlt 101101dades

R T

28

2

a) Seja X = A ¢ A =2 B duas formas simplesmante.

conectadas e disjunivivas
Vamos admitir cue se de—
-Tiniu ura disvencia eucli-
deana

sobre }

BEnt83o teremos: =

e doseaa—se determinzx
‘proxinlidede de B en
relacdo a A condiciong
do a L.

A, B2 L g8 curves re

wilares e L1A= {p} ﬂ_ma{?j;
maS,sw vahos Cmgje? €3¢

Weste caso SSum par (’104 ,:EQ>€ H

’/ (4,3 =2 (2,%)
o caso De_ ti cul&.«:’-e 6’2',59‘: ur.'l ™uncdo er‘tv.o f(r? 3) 8 uc—
-se a 7ur.n elom_emo “993 € G; '

Se;;a dado vma classe {Ll} de conjuntos Li LO tizo de -
que :.nterseptam Ae3 em'pontos d;s;;ntos. de membro ‘para

membro e ao n_ie"s‘mp “tempo ‘r.‘éco'brem , sen v'ai_.sios, una dadé
Regifio R C )€ " e |

Entdo a cada J-l correspondera um certo QQZB € @
. L) -

PN T TR T

o N i

T L T NI s T

N tahi g

R R S T D T T N S

——




Vamos %) com um ex molo, mostra_ como se Dode entc.o de-F‘:L-

nir uma proxi mlaade entre A ¢ :Ba

ol Ly (%% Sejam dadas 4eBC ¢
7 [ - /B | .~ curvas bem comporta -
1 4, // ! Defihidas na T‘eglao R

j

X, 2 3541; x Seja 0}9:8“ [4 (‘-3 LA):
i r
]

dlstancn.a eucl:uLana dos

. )
pontos de interseccdio de L1 com A23Bo
Intdo definf-se distancia entre #¢B condicionada & Pami-
1ia {Li} pela forma 9 =/(e (179 ,L3B) d/"‘
. i
f" [_—O; 4
onde M é uma medida definida em ¢

e se OL/’/‘ /‘V‘(?‘S)da’-‘
Sera ainda j_e (L_H)g_g)/“(x) dox

. ddﬁaaa
Qque e uma expressio usualmente empregada para apreciar a Y
de duas curvas..

E mais frequente fazer L =R,

X) Comentirio Fina
Nesta Comunicacdo Drocu:‘ou-Se sobretudo most:'c'av1 as poten~
cialidades do Ooncelto de Dronmldade e a sua enorme adantabili-

dade a modelar intmeras s:.tuac;oes rea:.s.

Reservam-se para Comunicac}b’es especialisadas as avlicagles

& termodinamica, a sistemas mecanicos articulados, etc. - .
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Conv1ra portanto, ao efectuar a 1e1tura dessas outras co-

a”_cagaes recorrer Y 1nurocugao teorlca felta nesta bomurlcagao.

‘O.autor agradece reconhecidamente ao Prof. Dr. Campos Fexm
reira pelos preciosos comentarios e criticas feitas ao trabalho;
contudo todos os erros e imperfeigBes nele contido cabem & ex -

clusiva responsabilidade do autor. | _ ;'_;:¥' :Jf
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