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"CONCEITO DE PRax:ILITD.AlJE EM MECANICA" 

por 

AntÓnio Gouvêa Portela(l) 

. O - INTRODUÇÃQ 

A maioria das I.'iecanicas tratam sistemas mais susceptíveis 

de ser modeladas em espaços métricos. 

No entanto há situações reais tais como, sistemas com fol 

gas ou histeréticos, em termodina:nica irrevers!vel etc, onde o 

espaço formal de representação não pode ser metrisável ou nele 

def:j.nir-se uma distancia. 

Foi esta circunstancia que conduziu à introdução do concei 

to de Proximidade� 

Como se verá no Cap. VI a métiica e pseudo-métrica consti­

tuíam casos particulares de proximidides. 

I) Proximidades 

Dei'iniçãoude Proximidade 

Sejam dados: 

1) Um conjunto }{ e desi-gne-se por �·� um . elementÓ--genérico 

de d-E. C é\ � € X ) • 

(1) PROF. CAT. DO I.S.T. 
�: - Esta Comunicação é a introdução teórica às Comunicà­

ções do autor sobre ·Aplicações de-um Sistema_de Pro� 
ximidades à Termodinamica MacroscÓpica. e a Sistemas · 
Mecanicos Articulados. 

. .. I _... . ! 
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Onde O.. , .I .. • .. .l-e ug �ncc_ce que ic.tenvifica. o 

u� elemento dum conjunto de Índices 

e le:;:,.ento Ô\ ilC, e a. � 

e ; ca# & ::. ca-U }f: • 

, ·- ;:l, 
2) C produto cartesiano de .:tf por si proprio: )f )( /{: .::=: 1f 

3) Um conjunto G- S �X1fa que dare !!lOs o nome de �afo G- :.1:::. 

1 t ' · de r� se.,.._ a' ''lm d d · · 1 · • e_emen o gener2.co .,.- , � par o r ena o, SJ..moo_:LZ&· co 

por: (b>:Je. _, � Jt:.). 

•Jom (o- j(' IB X) E. G-
0nde : à\ .:x:. , 

lQ. ser a o 
I!J';tt: // ·o 2Q. 

elemento d.o Par 

ele:J.<"nto do Par 

4) Um conjunto <_;) cujos elementos reiJresentarenos por '7 $" 
C il.; e 9). e o inr1-i c e. 5 E g 
Re)?resentarem.os por 7r ou .:/ sul:>c?njuntos de� • 

. A letra { será em;;>regada apenas nos casos eo. rcue ean-u f..::::-1 
�-<::/- serão lnc1iciad.os, em. gerai , :9ara melhor cl=Bza de 

escrita, :90r exe!!l.plo: í7d. ;g -�··'/&.IJ• 
5). Finalmente estabeleça-se u!!l.a cor,respondencia -rf el:t:r:·e os 

·elementos de G- e os elementos c1e G? , tal -;:_1.�e :1ara toõ..o 

e qualquer par ordenado C a,.'?JC.:� .18 '� ) € G- se in•.liq·.'-'""' os 

elementos C)d € c;> que "J.b.e estão em correspono.encia. 
' 

Designando por �8o conjunto de todos os elenentos'7Bco;;;: 

respondentes ao par (i!JooX-:�-IS -;) , poderem.Os simbolizar essa co;:;: 

respondencia da forma seguinte: 'a( . ·�:. �� . . 

. (õ. i 18 ) v-&- . 7fif, & 
com (� � ;g x:) E G _e_ 7íã.) ;g Ç 9 
Diz-se então ·que se definiu um sistema de proxin; d.ades eo.}€ · 

i 
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e ainda: 

<C:t . .  ' ' ...r 1 - -..::. 
que lfJ em uma p.,..O}:J..r.llo.aue 1/càA em re açc:o a_ o, 

ou que: . , eswa &, t?- urÓ::ci..rn.o de � ;�e 

Uma fort:la equivalente de definir a correspo!l.dencia c-7: , 

será efectuar uCJ.S. aplicação de G- em .:P (q), onde P ( 9) é 
um conjunto potente (ou das partes) de �. 
�odas as propriedades do conceito de pro��t:!idade asse!l.t� 

vam nas propriedades de: 
:X,G-='JC�c'?· 

Alguns casos típicos serão estudados nos Ca:;.>{ t·.llos se� 

tes. 

II) Algumas propriedades das pro:dmdades resultantes de G 

Define-se H. Proj.ru<ção de G- ao conju11to .4- assim esl?eci-

ficado: 

A::. (c\�.: (o-� E.}{) 11 ("o. �.e# -1! .e/tmt?� .4? .pa-L 

�· (a.x] �))li (c�,�) E&)} 
Define-se 2§. Projeccão de G- · ao conjunto ::!3 assim esneci -

A 13 · C 'v: como é fácil de ver 
7 ) - ··:T\ ' 

As seguintes situações típicas serão estudadas: 

a) A O.B==.cj;. (Conju.r..to vasio) 

Então para todo o par (<>.-x.. 1 ;g "JC ) �- G-

(�� ��J � & • 

: , 
res,_lltara que 
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Neste caso é fácil de ver que: 

v [:,:)€G- e 

==> D (Í é. G;;_ 
Um caso particular será. 

c) Tem interesse referir a outras situações: 

13 c fl -+� Sistema de proximidades em ·A -
.:13 ç AJ 
A=1f 

7'. Sistema de proximidades em -1é 

/} ::::..:13 -+--7 Sistema de P""Oxinidades sobre /l 

11 ::=::::Ba-7{-'--"?Sistema de proximidades sobre* 

II 2) Simetria de G-= 

4 

(3-diz,..se simétrico se:u � )e. ·· 

;,c. ;:e v (à- 7 1f1 ) E" ��' õ. ) E G- • 

Um sistema de proximidades cujo· grafo seja simétrico diz­

-se um Sistema red.proco de prorlmidades ou G- simetricas. 

Se G- for simétrico será: 

J..Q. Projecção de G ·::: 2Q. ;Projecção de G­
ou seja A·:::: ::B :::: J). . . 

Not'e-se contudo que a simetria de G- não induz que�d'o;7ío;c\ 

Não c�nvém con:Eundir pro:ximidades G- simétricas com pro:ximi­

dades simétricas que gozam da propriedade suplementar de ser.> 
·. 



' 
. ' ' . ' 

J I I 
I 

r I 
j . ' •.· 1 

l i : i ;( :· i  

.. 
+ 

G- diz-se Refle::d. v o se , para V a.<! E -fi-fl,oj ..Je 6= :::. A / for 
("'';a.><:.) € G-. . "" . . . . . 

Gdiz-se totalmente re�lexivo se além de Reflexivo se veri-

ficar ainda ; .:<,!!-?-*;i .?)e G- ç -t!f. J?toj.Je_ G-
Esta propriedade, refle::ividade, tem importa.Ylcia decisiva 

numa outra propriedade, a transi ti v; dade indirecta, ç_ue 
, , sera estudada· no Cap� tulo II4• 

Pro::-."icidade.s que dispõem de um garfo refle::d.vo (ou total­
mente refle:x:i. v o) dizea-se: G--Ref'l e:x:i. v as. 

Porque, obviamente,� o, = 'íf'<71,"" , não há aqui que destL."1-

{9lir entre G- ,..efle:d. v as e ref'le?d v as e portanto basta::'á 

referir a .proximidades ,..ef'lexi vas (em vez de r;. ref'le::d.va:::). 

Finalmente, se G- for simétrio,o e refle::d.va as pro:d.oide.o.es 

dizem-se "efle;;-i. v as G- simétricas 

dizem-se refle:ld.vas simétricas 

e se cn;, õ;: 7í .:. ) 11.: f.i 
J d"j<J\ 7 r7l 

.. ; 

�ransitividade é uma propried�de importante dos grafos � 
e pode tomar duas f'ornas: 

A1) Emparelhamento de arcos 

Transiv5 dade dir<?.cta 
T,..ansividade indi,..ecta 

Os arcos f}Ôl fb e 9/.J .;r com 0..-tç /1�/r.J:a. , dizen;_se er.marell1ados 

porque ,g ;;e é simultaneamente lQ. ele"lento de � 1:3 (jí ··e 

22. elemento de � � �. 

'! 
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Se à!* E :p ;r-, mas não n ecessariru:tente O.*(), os arcos di­

zem-se reflexi vam.ente em.parelllados; ru ( ô-"1!.;:: ;r x).. -
·

. . . a-Anotam-se dois arcos em.parelllados da forma seguinte: �iS :r 
onde fÕ , Índice central, corresponde ao elemento q_ue 

efectua o emparelhamento. 

Para simbolizar que dois arcos emparelhados pertence ao 

grafo G- , escreve-se; 

a._.J . E G-. vt. 1/8 J" 

Diz-se que o 
. 
arco �à!lrE 6- é d._ -transitivo, se: · 

V,q x. E [ 1� 111i-- -de_ G- -"'?#Wd't. �.fi.. à"' a:J .. . � a a- A .r E r;. .,-e IJ'>n- (O. PAi :;::" 4' '-'F O.) · 

Veja-se a Fig: 1, onde ci arco &.:z-3 é_ 'd,-tra.'1Sitivo em G-

6 
5 
4 
3 
2 
1 

. 

· . lTot _e-s_ e aue l.Q.Pro-1. ,.._ :::: {le. l'- "'- .z-< ;,c) . - t.J -.:r- o1-f1:J,'>3� � 
--i-�"'!- +- t- +­

t- J_ +- *- +- +­t-i-� r IT-
)f- ®--' t- >f- I I t- t,- r t- 1 t-*-

Fig: 1 

A3) it. :I! é d.-trans; ti v o 

Diz-se que _um. elemento <:X X E. 1-'!-'1?1f• .de. G- é cl-tra..'lsitivo, 

.se, para � tE �1?"�}. G �" x]7-f'vt.�a.:� cJ.:.�-com 

. (�:;:. -�i" 'lf' *a)� 
·
. 

Na _Fi<>:: 2 .X .e-"' ' .e. 
, 

Fig: 2 · c{-��- _ 

.- �d:-A . -� . -"'<
. 

·
. 

- •.. ·. • 

-I� �. G- ·
_ {�� %_,, x$,�,� 



A4) Par de arcos 
�
emparelhados d-tra.YJ.si tive 

Diz-se que Clc(/.3 (fé d__-transi ti vo se <à ct a € G- • 

A5) G�afo G i-tra.YJ.sitivo 

Diz-se <iu'> o Grafo G é. d..-transitivo se, para ��€Uf-RJ'Í.G J 
for d. X d_ -transitivo, com . (C/ -:f" :8 'F o r c:< ) • 

6 -++++ 
b""' -+ -t- + * 
.!.{ +-*-�+ 
'3 �++ * 
X, '""'* -+ -* --* -1 -t * 

-1?,3 � 

Fig: 3 

lTa Fig: 3, o grafo G­
é cl.-transitivo 

A6) Conceito de:D -t�ansitividade 

Se 12. Proj. G- · 22. Proj. de .,.f; então: 

[}c- JB ot -transitivo diz-se :J) _;transitivo 

Ó)� ot -transitivo a; z-se ::D ...,:t;ransi ti vo 

G- q-transitivo diz.;.se :::D -transitivo 

Arp Conceitos de cl. ;>< • 

. ::J) /< 

. .. 
-t�ansi ti vida de e -tra.YJ.si ti vi c".e.de 

�stes conceitos são- intro·duziàos levantando a restriç.õ:o 
' X.  

de 0\ ::j: 0 X , na definição de a.:ccos emparelhados. 

Algumas __ si tuaç.ões curiosas se veri:t:Ccam, por exer:rrllo: 

Para que a.�Bà.
seja. cl_�transitivo é necessário que sa.o.E G - . . X . '3C. • 

. 
. 
. . ..: • Um par de arcos emparelhados o:n.de à-. ({ .d:Lz.-se re:::le:-=-' v a- .· · 

mente empareThado, como já se defir>..iu em A1 .. 

7 · . . · 

;,.· 

I 
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B) Transitividade Tndirecta_(Veja-se nota final) 
. ' . . 

' 

B1) Um par de arcos emparelnados,a.
àt,gU""

EG-, diz-seA-tra..r:lsitivo, 

se também pertencer aG-o arcog./JIJ• com (êJ..-:t:S=f:J"i="o,) 
� . , 

B2) Um elemento,.& f limo;- G- diz-se A -transitivo 

9rt9/J f G- � 
. . -

Se: 
bá x: E- -!�.:PAi. G- yv- J-"<:rl!f E G-

3 <r I( . .t""d -:f#d. ff'" � o E G- . (C( 1' _.g F rt: �) 
B3) Um m;:Q.Q �..g,r€ .9- diz-se 4-tran_sitivo 

Se: {rtr88EG-
v � . _JO ;?_#()_;. G- � Ci_ a-_$ 0 G- . vo, 6 7-: , (/ · /-· c:r (a•"F/J'i='(}ct=cl.) 

B,) Uo �a:fo diz-se .A-int,.,ansitiV.Q se todos os elemeDtos 
õ 

à. o 

12. Proj. de G- :forem ,!:_tra..Dsitivos ou, o que é o mest:J.o,se 

todos os arcos cujos l2s. membros tomam (todos) os V&.l0res . ' 
• 

de 12. Proj. G, :forem �-transitivos 

o 1® 3 .l.( 
• 

lTa Fig::�"4, o arco (2,4) é 
• 

/L-tra..Dsitivo e o elemento 
I I 

2 e �-tra..11sitivo. 

Hote-se:que o arco 
� , 

introduz a .-l-intransi ti vi<le.,:e 

Finalmente são A-transitivos os seg;uintes pares de arcos eCJ:Da-

relhados: 

·.(Veja-se nota :final) 

Ha Fig: 5 está representaclo 
·� 

um grato ..(�transitivo. 

8 
.
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13 5) G-rafos quase -(:_tra"lSi t-i vos 

Os grafos rc':'stas c:ondições satisfazem a coné'.ição �:ais fra 
, . 

c a de so os arcos empare11::.ados do Grafo s erem ..<-tre.:;.si ti ws. 

+-l -1 -=*· 
J.j '* -1 '-* � 
3 + �i-j- -t 
2- -7K-7k--r---J< 
1-
o 

J'ig; 6 

Cs arcos em!_)areL'lados na :n,::-;G 
s8.o: 

1 2 3 sim 

1 4 2 sim 
2 3 4 não 
3 4 2 sim 
4 2 3 SÍC!. 

.2,3 §I G- ini­
c ial:!:ra.t� 

AcrescentruJ.d.o c.o :;r:e..fo i:c.icial o IJOnto (2,3) o f.;r!:·.fo tor!:_ç 
, 

-s8 quase �-transitivo. 

III) Propriedades -resultantes r5.e }( 
�-�uitos tipos ele conjuntos noCt."�m ser usados, u:1.a vgz c_,_:..q o 

··:,;· :��-> 
conceito de  pro::,."ir:li dade não estabel'lce qualquer r"l s"Griç&:o Q.'.l<'.:�to 

à nutureza do conjunto )f . 
Há várias fo:rmD.E d8 �preciar .}{., vamos rapidê.o.'?nt8 :t"G.:3er 

� - ' - t re�erencla as seguln es; 

1) ou&'1to ao eo.JvJC� 
eoVvJ U-{) ==- h n ==-i C/t�1-. "l.Rte. �a� 4�­
ecvvJ (:tê) = et:WQ f,klaú-s) va444'? . . . 

. --e� (3-E:J �-- ea-ú) c�.eaa) 
2)' O.uanto à estrut'.ll'acão a1gébri.QE,; 

X não tel'l ç_ualq uer estrutura 

estrutura C gupo, · grupo ide , B.:lel, 
espaço vectrial, r.ede etc). 

3) Quanto a r e 1 açõ es iD.po stas a }f 

co-r�: o, . 

Hota final 

·vanta 
aliás 

·· A d efiniÇão de arcos ref'le:x:ivao.ente ewar elh aétos, Te­
a r estriçãocl_x::: 0 :x: e permite definir a ..t.�ra.YJ.siti vidade, 
mais corrente que a ·..i-transitividade. · . · · .  · . .  

9 
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r(não tem qualque� relação imposta 

-iftem uma relação i8.posta 
(por exemplo, de ordem, ��e ordem etc) 

4) Qu&�to. à topologia de )f 

1f não tem çualquer topologia imposta 

}f tem uma topologia imposta 

5) Quanto aos elementos de df 
:jt tem ele::!entos holÓnicos. 

}é tem f.lle!::ento s :1.ão ho lÓni co s 

.. : 

As p�oximid.ac1es impostas e.1f nodem servir ·para orde!:!.o"\1:' os 

elementos a }f e pode esta ordem ser incompatível coo as relaçõe� 

ae ordem referidas em 3). 

'::ambém os sistemas de proximidades podem impor topolor;ie.s 

e estruturas algébricas que terão à.e ser compatibilisac!.as com as 

p:r.:e::Cistentes em?-tCVeja-se 2) e 4)/''"i·· 
Esta matéria, bem como a composição de Relações, , . se:.::-a Ti!'a-

tada noutra ocasião em pormenor, e par_e,. já só aboréi.aremos al::;1.l.!!S 

temas mais típicos. 
. ·' 

·Vamos estudar o caso particular' de)( ser totalmente orde-

·nado pela relação de ordem c< X:< 13-,:. (.811t. o(. X. � ;e J(C) 
Dois casos particulares também serão estudados: 

Um sitema de proximidades onde G- satisfaz à condição a) 

diz-se um sistema esouerdo de nroximidades ic1entipe.;n<Jn'te, sa:t;:Ls-- - . . -- . 
fazendo G- à condição b) diz-se. sistema diJ.•eito cie pro}:::Lm:io.ac1es. 

lO 

I I· I 
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Note-se que a relação de ordem notada por ( :>) impede que 

o sistema de proximidades goze da transitividade indirecta. 

I III 2) Os elementos }{ não são ho 1 onicos 

Sejam dados conju..11.tos X� com Cf€ rj e fi{ um conjunto :!:ir..::..to 

ou numerável. 

Forme-se o produto 

e faça-se }E � )[ X 'f 
. <f 

cartesiano. �.)(
� 'f . 

Um elemento genérico de 1f será notado da seguinte forma: 
ci. X;;: (à\�' o.�, • • • õ.)'V<) . 

e vamos designar por multiplicidade esse. elemento genérico. 

Sobre1-f estabeleça-se um sistema de proximidades
-
, , isto e: 

l) }fXJt- [çr x�)X çy X�� 
2) G- c -1-f X :tf 

--

3 )  Seja dado um conjunto 

4) Define;... se uma correspondencia Jt de G- para 9 

rrr3) O conjunto .ff foi estruturado, por uma operação interna n.o-

tada por Q) que admitimos fechada.' x: ;,: X' 
. _ � � �1 .rg�E X y ãJ (j),g ;:� E :}f 

Su�amos ou� foi imuosto um sistema de uroximidao.es. . - - .. . -

Se _for convenien�e g_ue, send� (;:, ;j.c).Jl. {g: /) E G-;� ' 

s_eja também [ (o,X..cj) /./J:J (sx.(j)/(.)} E G- , para compatibilisar 

a operação interna (j) e o -�istema de proximidades� obteem-se �ª 

fos com formas curiosas como se mostra na Fig: 7. 

·. � . ll. 

I 
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mas para com:patibil:l,.Bar () 

si tema d.e prorirli da.des e a ope!'ação interna impostos, 

rio que o grafo G- contenha ainda os seguintes àrcos: (s� .J;-x); (.:Z,_,-1)9 (-'?;,:5-); (..Y�-o/) .dó::, dê., 

, , . e.r.ecessa-

donde resulta a :forma da Fig: 7 para G-onde (o_,-:f .. -8-3-Y'5"6� G)co�:=-

titui um grupo aditivo e (a,:t.7�,6/J)) um subgrupo aditivo. 

Este exemplo, procura apenas mostrar a necessidade ue ce� 

tas compatibilisações para tirar todo o partido 'l.a estrutura eve:g_ 

tual de ;1E 6 

III4) Propriedades Herdadas 

Procura-se apenas recordar que as propriedades estrutu::-e.i:: 

e topolÓgicas, tor:tadas :1.0 sentido lato, que forem impostas a�·h.E·, 
são hercladas necessari.amente pelo pro,:tuto cartesia..YJ.o }f X 1-f.� 

. � Porém o inverso· não é verdadeiro, assim as estru't1J.I•as im-

postas _por um sistema de proxir:tidades ;pode estruturar }E. 
Haveria aqui recordar mais =a vez a necessidade :"ce cor:t-r.8.-

· 

tibilisar• estruturas� · 

IV) Propriedades Resultantes 
--d.e A-

Trataremos apenas algumas propriedades mais _relevaYJ.tes ,cc·:·: 

o objectivo de ilustrar a potenciaiidade do _ conceito de yro::C..mi -
d.ade. 

12 I 
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IV 1) Funcional idade de r/t 

a) d'ê: é :ftmciona1 
X. .)(· 

Diremos que c/1 é funcional quando a cada par (.a, ,)_e;çco:<..'re.§. 
,. 

ponder um so 

isto é: V 
o.,;g 

elemento q ã E 9 
� (rro.ta)= 1.. 

Para :proximidades com esta propriedade o símbolo ÍÍ.,. tJ se.:á �' �· 
substituido por 4</B 

. Diz-se que rt./8 :le está �Õj11.3 :proximo de o. 'liC" 

b) �não funci anal., mas 1fíA 13 é probabilisável 

O conjunto 9 onde r:tf tem os seus valores não será, c;m geral, 

:probabilisável, porém os conjtmtos do tipo �,g€ r; :90de<::! ser 

probabilisados, se a natureza elo espaço FÍsico o consent-l_r. 

Seja então dado Ul!l qualquer�-:1E �,defina-se sobre í7,; 113 uma 

medida normada (Norma = 1), então é possível associar uma 

distribuição de probabilidade·s ao conjunto 4-' 01 ,;a. 
Designemos por :Pa 1.3a distribuição associada a 1Ío. r3 e de.í ao 

pgQ (a,� .19 -;e) E G-. 
Trata-se no :fundo da composiç6\o de/"'- olf=1 ; assim a ca-. o, 1'.3 
da par (l:J s :;Je G- fica associada a distribuição :Pa,19 que !O e 

. , 
torna um Sistema de pro:drnidad.es probabilisadas. 

O interesse desta solução está no maior conteÚdo de in�or­
mação de::Pa,,grelativamente a �� e quando tal for possível 

(s�anticame�te possível) �f3 deverá ser probabilisado. 

Caberia aqui extrai:!.• e deduziJ:' as propriedades que a prob-ª 

bilisação -de � ;g contém, li mi taremos porém a Ul!l simples . 

·exemplo :/J; 13 · [ � 1 ' 'fi!. :? '( 3 J C ÇP 
-1 tJ = '1., r-:>1 1-':1 = o,-( } 
ti= qz �jM � = o)-1' (o( :�c., 13�) 
.2= 't3�/'.s = o)I<-

1:3 

'F' k r� 
\:) jJ ,, 

j!1 ,. �-! 
" I� i" 1: I� ,, � ,j � 
li I , li 

,; 
I 
!{ 11 ln l't I; li III l!f 
li t � 

li I' ' ,. li f: ' Í' j ,, , ,, 

l' 
i' 
' 
!:: 
r 
r 
}1 

·i I 



X . I 
5 . • " ··.B es-r;a . =daa.es 

10 unidades 

I proxim.o 
I proximo 

· 2 unidades prÓximo 

;\! . . 
de� com uma probabilidade 

de O.� com uma probabilidade 

de d-ae com uma probabilidade 

de Q..2 
de Q,J, 
de 0,2 

Como é :fácil de ver esta "in:form.ação" é maior do que sa-
x. X I ber que a proximidade de� em relação a o. e lO ou 5 ou 2 .  

c) ó'fnão :funcional, mas 7k&pode ser considerado um conjunto 

Vago do re:fe�encial 

9 pode ser considerado 

çggjuntos Vagos (1*) 

• 

como um. re:ferencial onde se de:finem 

Seja então � um. re:ferencial e jlf=::[oi1] o conjunto de Índe-

ce membro". (li) (li!) 
Um subconjlm.to vago E será de:finido no re:ferencial 9 , :fa­

. zendo corresponder a cada. elemento 1tt"P um elemento� E. l-I. 
ti I I . I ·::r e pois uma :função cujo donn.n:Lo,�·e � e 

JV/ .=. [ 0.? -o . 
contradomfnio I e 

Não cabe aqui desenvolver a teoria dos conjuntos Vagos ,ba§. 

tará chamar a atenção que as opera.ções são distintas das 

aplicáveis a distribuições (probabilidades) e toda a seme-
. . .-, , lhança se resume a que o contradominio e, em ambos os 

sos, o intervalo [o1�]. 
ca- · 

Um exemplo será dado para ilustrar uma aplicação sim"Qles: 

·Seja· 1í; ;a .:: f õ _, � _,-19} 
J?;o = [ 3� �,o-} corres};londente ( ?e X). a 13,<r 

Se �13 e·� <r :forem subconj1mtos ya� de ® , ··então , sara, 

(lr:) Conjunto Vago será a tradução da e:l.'}lressão "Fuzzy Set"dos a1J.. 
tores ·anglo-sa:x:ões ·ou "So�s - ·ensambles· f.l.ous" dos autores 
:franco:fonos. · . . · . 

(ft.) (li) ''Índice de membro" corresponde respectivamente aos vocá-
bulos "membesslü:.p" e "ap.partenance". · · : · ·· 
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por exemplo: ffo- f3 
.
== N r 5"/� -f, .;i./0Pf' .J .f"'' I CJ.l9 J 

e ff;gõ = N {3J1�0_,-2/t?.lf3p-17'/0} 
. onde 0,1, 0,4, 0,9 representam os elementos do intervalo 

[ 09 jJ correspondentes a 5, 7, 14 de -#; 13, 
e 1,0, 

[o,:iJ 
0,43, O , representam os elementos do 

rV 
correspondentes a 3, 21 14, de 7/Íg 0 

intervalo 

Estes conjuntos Vagos podem ser reunidos, interseptados 

etc. 
. 

A/ .-;r :::: <Vr&"lto :i-/�.1(3.7 )/tfo"'t:�-1"1/�9{ 
Por exemplo: 77;;:. 18 u 1113 r - l' {I .7 . 

,l 
'j 

e 1fo. ;q (} -�fig Q' ..c/!/ [1"/�l_, $/� .çtjo-' -l..fjo) . 
to.dos os elementos de Q não referidos admite-se Que cor­

respondam a � "" o . 

Assim, poderia escrever-se: 

Os conjuntos Vagos tem uma natural aplicação nos sistemas 

de proximidades onde tais conjuntos podem ser definidos. 

A relação t:fl: terá, ou poderá ter, todas as propriBdades re-

lativas a relações. 

Seria fastidioso .reproduzir aqui essas propriedades, por 

isso nos limitaremos a tratar de algumas. 

a) Simetria 

Diz-se que l7'ê é simétrico 
. . . 

ser G-_;simétrico. 

se for V 7r ::7/ , o que ini.9õe 
ó\ 13 éj I'J /j a. 

Então as proximidades dizem-se simétricas� 

b) Simétrico e funcional 
. , então sera 

15 
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c) .An·Ü-simetrià · · 

-,rêl' 1'3 =-�a .R... �.a.- o 

d) Simétrico e.reTlepivo · 

, Então o sistema de proximidades e transitivo indire �o. . . 
e) Simétrico re:f.'le:ri vo e i'lmci onaJ. 

;· 

Os sistemas de prorimidades serão também tra..'lSitivas in 
· directas e filllcionais • 

. f) Jnmção (injectiva, so.b1jectiva etc).· 

Todas estas relações vão dar correspondentes proprieda­

des ao:;; sistemas .de proximidades. 

Assim por exemplo, ·se cTt for uma i'lmção injectiva, terá 

a propriedade de transitividade dírecta e ina; recta se 

contradorninio de pf ::: 1f X -1-f 
Toc1as estas propriedades sã.cr. Óbvias e sua demonstração 

é imediata. 

V) Natureza do Conjilllto � 

Tal como para� podiam ser ·,xaminados vários tipos ele 

conjillltos e respectivas estruturas vamos limitarmo- nos 

ao estudo de alguns casos t{picos. 

V 1) Define.-se em �uma relação de Ordem 

16 
.• ---.- .. 

A não existencia de urría. relação de� ordem eni. �,-.sÓ con-

fere aos sistemas de proximidades a faculdade· d.e classi 
X. X. . 

ficação dos pares (a. _1 .18 ) € G-. 
Por exemulo: · 

· · · · 
· · · · 

. · · . · 

Q =-r: c�r)_, jy (fo�#t� E (4�ftutp) .· 

. . (�,n )��tB = [a.;>:-6-J . · · .. · · .  · · 
i .. 



: ) 

) ._·f 
�. � 

>" 
I ' :f, :�'t 

-·-

o que pode ter a seguinte interpretação semantica 

13 � (é perigosa ou pouco perigosa) prÓximo de a..:c.. 

C a� ox.)� 1íi.� = [c. J 
(}� (é sem perigo) prÓximo de 0..71:. 
l'�o entanto a imposição de uma relação de ordem, trás nova 

dimensão ao conceito de proximidade. 

Suponhamos que CÇ é ordenado como o são os números inteiros,. 

por exemplo. 

Apreciemos as pro�midades tempo, em minutos, que leva a 

percorrer u� certo trajecto que liga dois pontos (elemen-

to) de )f. 
Assim, (a.x, tl) -> �;g � [-f_, €] 

ac k Significa que se alcança � a partir de a. em 4 a 6 

minutos. 

e se 

Hão poderá concluir-se 0� demprará sempre mais tempo a ti..:g, 

gir do que;g'X partindo, em ambos os cas.os dexo,. 

Uma relação de ordem pode ser de vi tal importa.n.cia rio es­

tabelecimento de sistemas de ··pro:-:imidades. 

V 2) Em Q foi definida uma l€i de composição interna (1) 

Seja-r o sÍmbolo da Lei de comparação interna definida em 

<;9 . (T é fechado). -

O sistema de. proximidades terá de ser definido em termos 

de ser compatível com a Lei interné. -r. 
(1) Lei de composição interna entende-se como uma·aplicação de cl 

em GJ 

17 
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Por exemplo: · Se t7't for uma .!l.l.D,ção simé·trica e I.-tra.�si ti va então: . ��18 -r � 1.9;q í '# 18 <r'= �130. T '-f.Ja;g I �o )3 
Se T ti ver a natureza de uma aàição, então '4- poderá simbQ. 

lisar-se �a. ir 
;e 

é fácil de··ver ��;r= � Y 0.. 
13 . . 18 

A proximidade definida e a operação interna I estão compª 

tibilisadas. 

·.Exemplos semelhantes poderiam ser oferecidos se llq, �for 

probabilisado ou conE;tituir um conjunto vago podem igual­

m?nte estabelecer· Leis de composição interna adequadas. 

V 3) Em � foram definidas duas leis de composição interna 74�/.2. 

18 

Estas leis de composição interna podem conferir a 9 as 

propriedades de um aneLou Corpo e os mais usuais são o 

anel do int.erior e o Corpo dos Reais. 

, Convem dar um exemplo da utilidade da operação multiplicª 

tiva. 

Exemplo� 

Definição de pares equiproximos. 

Seja '4- um sistema de proxiínidades definido sobre X, onde 

tf�é uma função injectiva e G- é reflexivo. _ 

Seja ;o um real e fGJJa uma proximidade dáda. 

Procurem�se todos··os pares (a,x)tais que �O.-; ::I" X :fo,;e 
o conjunto dos)� estão equiproximos de a, e todos tem pro­

ximidade q_ue é "'fJ vezes a proximidade '=f. (él.,�&). 
Tem interesse· ainda justificar o· sentido. que pode ser da-: · 
do a uma .. proximidade negativa. 



.�··. 

Por exemplo, um transporte eléctrico desce uma colina trª 

vando com os motores :funcionando como geradores de ener-

gia. 

Se o sistema de proximidades estiver associado ao coD��o 

ou produção de energia, então será razoável qu� se asso -

ciem os números negativos, por exemplo, à produção de ene� 

gia e os números positivos ao consumo de energia. 

Assim 

V 4) 9 é mu1 ti dimensional 

se o veículo descer 

se o veículo subir 

Se o conceito de proximidade implicar o cor1hecer ele várias 

grandezas pode. :fazer-se 9 um. .  espaço multidimensional, :90r 

exemplo, um espaço vectnriâl'?· se :for o caso disso, isto á, 
se a situação real assim autorizar; uma estrutura. 

O espaço complexo, poderá eventualmente ser usado. 

Exemplo. 

H ' 

Proximidade de l'âx em relação a·i'J.x depende do conhecimento ci.e: 
I 

Tempo que medeia j Km a percorrer , ··.; Combustlvel a consumir 

Então justifica-se que Ç9 seja um produto ca2tesiano · c'.e 

"AXRX� � 

Mas neste espaço real a natureza :fÍsica· do problema não :9 e1,' 

mite definir qualquer métrica. 

Daí qv.e no espaço :formal CO:!;'respondertte não se possa de:.:'i­
nir qualquer métrica. 

19 
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VI) Distap.ci a 

"VI1) Métricas e Pseuclo-métricas 

Tem interesse mostrar como a partir do conceito de !)roximi­

dade se pode passar para o de métrica e pseudo-métrica. 

Seja dado sobre um conjunto um Sistema de proximidades do 

tipo fUnção simétrica e reflexiva tomando valores no con -

junto dos Reais + • 
• 

Impondo uma regra triangular definida como segue: 

o.� <r �a /9l1 '4 4 r� '4-o-..õ , 
Ficou definida uma distancia ou pseudo-métrica. 

Se acrescentarmos ainda mais as seguintes duas restrições , (i�ar[ c{!i:::C
)
uma

=
�t?êA�� 18 �. ;]

.
·· 

. {]';g [(�:::/8� ==/ (�o.JB-== :='2,J VI 2) Di stancia entre conjuntos "íl:ae -oroximidades 
X � 

20 

Quando a proximidade entre q., 1 J9 , genéricos, é dada por um 

conjunto ��· pode definir-se distancias entre dois conjun --- · - . 

tos .1_{1.9) ífi-li , o que permite esta.j:}elecer uma conexão entre 

eis pares (�;gx) e Co'lC7ãK-). ·• 

Por exemplo, aplique-se uma. distail.cia de Hamming, a JJ;",g j 

-� c r, ' com co;yJ !5' :Eini to. llóá ç y. . 
Se fá;;a for a função c�acterística 
. . /1 . . I; . . . lf • . . f1ç(5 . - . . 
A c;lista.TJ.cia de Hàmm.ing define-se pela expressão: . 

d(�/.9 /) 7í� $)., �":.. 1 fa�.- $ -r;;-.�� . ·· . É fácil
_ 

de aplicar este'-6oncei to. se 7lá..l3·e""lf;-;; forem conjun-

tos vagos· cujas funções características são respectivamen- · 
te (a_s -e. t_:õ ;r 

r 
i 

< .  



I ; 
l l ' ' 

-1 j ·! j 

.i ; 
i -� -
.I 
I j J 
l l 

A distancia de Hamming será dada por: 
.-v i (7ía 13 :J 7/a�) =.?. J C "-''3 -� ;f J 

/:/ . 

Uma distancia quadrática oul['pçlideana. será dada por: 

z ( 77ã 19 , u., õ") = + � l, Ct: a- ?a- C ?r ;r)R-
uma distancia num. referencial não i'initci ( por exemplo <:p 
real). 
Será dada (no caso da distancia de Eammjng) por: 

j (?Ta-. ,7T,- õ) = fTca.JS-[• .-j a X 
•o<> 

vr3) Utilidade do conceito definido 

em. VI2). 
Fixemos a,_ .a:: e estudemos 

ção a c,� e sejam. dadas 

vagos). 

as proximidades de 8 ae e 0' � em. relg 
--. -por ll.sv�·e /lç...õ (conjuntos normais de 

·;g X: e d"'X serão equi-prôxim.os a;;e. se, por exem.plo,d(1iã_s;7l�.;r)=o 

Esta forma de equiproxim.idade designa-se por d-equinro:xi-

midade, se tivessem.os empregado .� distancia euclideana , 
· di:l:'-se-ia . ' . e-eçn;g,proJO.mos. 

É fácil de ver que em. geral. 

São dists'in�as e ... ài:f!e:uiantes: 

. equipro::dm.idade ( 7TaJS =ii;.. õ) 
d.-equiprox:i..Dúdade d.(1fa_;g�1í�2f)= 0 

�-equiproxim.idade ...e (1fc;.t3J7Ía.õ)=º 

v'"II) Proximidades em. Multiplicidades 

No Cap:L tulo IJ.-:E já foi. introduzido a exteilsão do. c·oncei to .de · · 

2l ' 'i! .. -�::;. �� ;.,.,;,-�--.----· ----- -'---



.. pro::d..midades no caso de 1f- = X X 'f 
'f€� 

Convém agora introduzir mais algumas definições: 

"TII1) Conceito de suõm.ultiplicidade 

Seja dado um elemento genérico a,;� 

de :tf : -,e ( X :Je. x ) _ / ;:c,) E: *f a ::= a. 1 , a 2- • b 6 v�, M, • b 6 = \.� J 

[ j- E p, � �h/l.e �;ti�� 
� An-ff�t:�-/�� �-

<?..)Cj E)( J 
Seja cfl C i (propriamente contido) os elementos de JZ, �D.BD; 

tem a ordem imposta a § . 

Uma submultiplicidade será um elemento 

VII2) Corte 

do produto X X f 
fe11.. 

Seja dado /2 c f e escolhamos ''tifua. certa submultiplicidade 

dada (a. a.J) E. X xJ 
cl E./( 

Isolemos todas as multiplicidades satisfazendo as seguig 

tes condições: , (g�) E X Xx 
. J<E:i ' .. K='Jf:v'l . ; 

;B X. J< ,::: a.. a. j<. ' 
Diz-se que o conjunto assim obtido é o Corte 

O corte será simbolisado por}f onde.Ll representa o- subcon 

junto de � escolhido. 
./l;. 

A· partir de ){- pode�� formar-se o produto cartesiano �Y* 
::-;---:::;-,--:-:--::-:==--..:../l.,.:::-___,..-=-

. . . A. A.. .. 
Nota : s:S:c®()! ::: AI(�),�� ·. · . · 

.·· . 

(f-��rl� ,eadi4úne� .J-W� � ·.��::-'· . .ii, I. ..4L � e/l - .{" . 
u- H . /t 

// '/ 
( ,egm x � N' . . ·; " 

' .;. 1 .. 
22 . . . · . ·.· · . .. · 

.
. 

, .
. 
�

. . . ·. . -: 

. . . •. """"•· ... � -·�'" •·'··-�-:��, ........ � •• :�;,:.f!? 
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., l I ., ! I 

e üesi�em.os por G- o grafo cortado resultante de G­
Jl., 

' 

restrito a�. 
/Z.. , 

Pode prosseguir-se e definir, a part�V'de�, um. que 

constituirá assim um. sistema de proximidades cortado por 

JZ. 

VII3) Proj,gQção 

Seja de novo dado um.a Submultiplicidade (a. J) E X X J e 
/2. c p � d€./l 
Admitamos que f'oi definido um sistema de proximidades em. 

.)f=. X X K , sendo G- o grafo e � a correspondencia que to­
X€§ 

ma valores em <9. 
Então f'orm.e-se a união seguinte: 

�R. ;: u 7/a.._ tE /lãL. � : a� (a..) (�"Je.J tJ �· E G 
(..&.) � �- ;:: a, �� .M- i € � .. ' 

' 
j 

) � ..de J< d n . �a-ta /Utt4 t?J /fi(Ht{ c a K , . , 7" "'' � .&Ymjl.liT#íea ,M?77 _.a,) 
A este conjunto :PJ!. dá-se o no�e de p;ço:x:i.midade externa p:gQ 

: 1 jactada. 

'' ' 

, Dum. modo anologo se pode def'iriir: 
':Õ) n . 4��.4i.! /77./�� TA_.:: "J7d_;g f ��-. ' «8 ' ' • 

Dá-se o nom.e de proximidade inte"�"na projectada. 

:. VIII) ProXimidades entre dois conjuntos 

; ' 

Seja dado um. conjunto referencial -1-f e digamos um. Sistema 

de Proximidades, isto é, um .  & .:> d e. 9 • .
. 

Sejam ;V ..ll- "? G 1-f 

;:r � l}f 
'i 
�� ii 
,, 
[ ' ! 
j' ' t 
� 
â l 
I 
' 
t 
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VIII1) Defini.,.-se Proximidade externa de 1? em relação a N pelo 

conjunto 7/: · 
.e 

-ç�u�,IJ cl. J 18 
e Proxi mi daQe j nterna 

7T: d 
7/. :=fJ 7r 

I o! /3 d.16 I 
De�se ){-proximidades 

em relação a � pelo conjunto 

de :P em relação a ii , quando9 

é um conjunto completo e estri tam.ente ordenado e 7Í f'uncig 

nal; sendo o maior elemento z= € 7T ; ao conjunto {.z=} 
e 

VIII4) e /.1?2 -uroximidade de P em relação a 1'/, nas mesmas con. 

dições quanto a 9 e 7T funcional, sendo o me..,o,... eleme,to 

à- € #e; .;at9- �t/-� {J:J. 
VIII5) Uo caso particular de #ni3 =J=c/J 

Poderá acontecer que existàni'''pares (a.� 19) € 6-
;;e. )e 0... = ,;g 

�· ·r:;{, ;.e. € IV .rz.. .;g:.:. € :E 

tais que: 

Então dizem-se que os conjuntos #'.e. :i? se intersectam segun 

do o sistema de proximidades .. /Tou se H-intersectam. 

� Óbno que se os conjuntos Re lí-interesectam não são di.§ 
juntos, mas o inverso pode não ser verdade� 

VIII6) Conjuntos /..-Condicionados 

Se, Ln f!,NfiL:/p. podem definir-s�� 
Proxiorl.dades_externas , 

---· -

internas, ..#-proximas, mt-pro:0_mas, e ff-intersecções COJl 

lTota: Se ?r não for funcional· só poderão definir-se as }?róxirnida':"' 

des externas e ou internas. 

24 



aicionadas a L , desde que se acrescente mais a seguinte 

condição. 

Se d.� '1[18 for probabilisado é poss:Cvel, se a destribui­

ção tiver 19.. momento, definir 1zd.l9 valor central de ��. 

e definir, seguindo .. o método inili:cado em '\l'I.TI 3 é fh jJ-_ 
-:proximidades e ..m:-proximidades, usando os .ft4a em vez dos 

-
elementos de //o./.J. 

VIII8) Se todos· os ni..e forem Conjuntos -Vagos 

é poss{vel usar as respectivas funções caracter:Csticas 

para definir ;J;! -proximidades e ;m,-proxirn.iúades. 

vrrr9) Conjuntos OonéJicionados a uma Classe de Conjuntos {L. L} 
onde 't (l-i n::l; �i/}#).=/=� · .· 

L ·--: : .. _,_, 

Entãoa.cada membro de !...Í da classe [d} corresponderá uma 

restrição.do sistema de pro:dmidades. 
• 

Tem particular interesse o caso onde cada membro L 1 corre§ 

pondente um só elemento de �- • 

(Veja-se exemplos b e c ) do Cap{tuJ.o IJ16)) • .  

10. APlicação 

Jlig: 8 

Seja dado um sistema de proximidades definida da seguinte 

forma: 

distancia usual entre as 
ordenadas definidas · na 
cnrya c por A. :e.· .-6- € .}f. 

25 
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. ' �O Conjunto C-t-o_,-&., %-1,1.-:J.; Jr3 -�-) 

a) 

.· é  equiprÓ:ri.mo do elemento 4 ou do conjunto t.o..) 

dois conjuntos 

A!d'?n 11 {) :B :=. � c ré "R p 

l · .4 I 

Fig: 9 

Proximidade externa de .1? 

={� : � • E L 

li= P'n�] 
B ::. L;e3 .. "St] 
"%:a"' c;--"ã. J 
(1í e.1f'wn;f&nd) 

em relação a 8 
fX X \.d I lj ) € G-= .J!:){ 7f. 

. . , 
Pro:ri.midade intérna respectiva: 

1{ ;a n 7T := n (c� -x) ,' . . . . J (x.-'1- x.)) E.</; 
L q.,g a.f.l . �/?J 3 :z J: 

b) o mesmo problema mas com o segd.inte sistema de pro:ri.mida-

des 

( �não é funcional) 

Então teremos:. 

intervalo 
fechado cujos 
extremos •são 
a-X:. ..e. Ai -x; 

. 

·i l ' 



c) No caso a) teremos :facilaeil.te que: 

)I -pro:L'"imidade ( �� - ·�) == k $ 
mt. -proximidade ( "\ - �) == )<: o 

d) J:To caso b) t'Jremos que, anão sendo :funcional, não se !?9. 
derii determinar ;t/ e mz. -pro::dm.idades. 

A= f!:nx.-2. J 
13 = [}: 3l :Jf-.., J 

1Íd.t3 :: (�- ;) 
�: f [�-�)) e�-'t� x12J 

Fig� 10 

As h'-r>ro::dmidades e M-pro::dm.idades são dadas pelas m.esm.as 

f'Órm.ulas e M-prÓ::dm.o é negativo. 

b) Se o sistema de pro::daidades ·:ror definido por: 7í .c { c X "'] o ;c > "" 
. . Ô\ p3 -:>e. - "'-0..8.= I . /:f ,e . 

r:� - �] " X:""' X. ' L: Gl. I .g �e. /:f - d. 

1 )(.s 6 "' 
. . · · L 

Fig: 11 
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Veri·fica-se a conàição exit;ida de LJ} 1/e LI):B n�o serem vasios 

então, por exemplo: � /ta _,g = {-; _: J · 
r= { � : '):.i E [c�-'):õ) p c�- ;;e.))] 

I�) Proximic1ades em ::ultiuli cidades 
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a) Se j a )( :::: /1 Z. .e fl .e. ::E duas formas sirn.plesn���e 
con.ed;aclas e disjuntivas 

Fig: .12 

Fig: l3 

Ya:nos admitir q_ue se de­. finiu uma cl.ista:J.cia euc1i-
deana 

sobre 1f: 

B·éltão terem.os: 

e d8seja-se deterrn.in� 
pr·oximidade de ..21 eu 
relação a A concliciong 
do a i- . 

Heste caso shmpax (:P1,-i?.J€1f 
� 

.
. 

· f ( fJ/:13) = '1J (P, /P:?,) 
li o caso particulaxk ·c?t .$6"!' um� :?unção então 7Í (A/3) :::'8•'.u::­

'-
-'i e a um eleme!'_t o OJfJ:J) E 9 . . . . J.. . 
Seja_ dado u.rn.a classe {J..i} de conjuntos /..1• uo ti�.o ele L-
que inter:septam A e:B �m .pontos àistintos de uemb!'o para 

membro e ao mesmo tempo recobrem , sem vasios, uma dada 

Então a cada f.. i corresponderá um certo_ CJ A :B E 9.. . . �r 

l 1 1 ! 
I l l l 
1 
j 
i ' I 

- _I 
� 
I 

1 
1 
l 
j 

. .. · . . 



Vamos �) com um exemplo, mostrar como se pode então defi­

nir uma proximidade entre fi .e :B • 

X o l 
l I 

Fig:l4 

• 

e 

Seja 

Sejam dadas 11 � :i3 C � 
cu_�as bem comporta 
das. 

· -
Li�) Jl=a:.Xc:+-&­
Deflhidas na região R 

q ,q:a = e (�;-:e? L; A), 1-i I I 
distancia euclideana dos 

pontos de intersecção de L I com. f1 JZ. :0 • 

Então clefin:f-se distancia entre /?.e::B condicionada à Farni.-

lia {L i} Pela :eorma 

onde;M é uma medida deiinida e m  X, 
" 

e se d.. ;V' ::: ? ( 1:!) cl. ;;c. 
«:._, 

Será ainda j -e ( 7 R ; 7 'E) f<x) cÁ� 
.'�!.o ·.

· disl4.uc� 
que é uma expressão usualmente, empregada para apreciar a V 
de duas curvas. 

É mais frequente fazer 

X) Comentário Final 

Nesta Comunicação procurou-se sobr�!udo mostrar as poten­

cialidades do Conceito de proximidade e a sua enorme adaptabili­

dade a modelar inÚmeras situações reais. 

Reservam-se para Comunicações especia1isadas as aplicações 

à termodinamica, a sistemas mecanicos articulados, etc. · 
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: Convirá porta.TJ.to, ao efectuar a leitura dessas outras co­
:mnni cações recorre� à introdução teÓrica feita nesta Comm>..icação. 

O autor agr:-adece r e conheci damente ao Prof. Dr. Campos Fe;;: 
.r eira pelos preciosos comentários e criticas feitas ao trabalho; 

contudo todos os erros e imperfeições nele contido cabem à ex -
clusiva responsabilidade do autor. 
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