Extremos da Juncdo Y (P), com
P condicionado por fronteiras
descritas por funcoes algébricas

Pelo PROF. ENG. ANTONIO GOUVEA PORTELA

NOTA INTRODUTORIA
1.°— APRESENTACAO

Seja dada a funcdo de P, univoca, y=¢(P), sendo P um
ponto num espaco X" caracterizado pelas variaveis contravarian-
tes %, com i=1, ... n, isto &, P(x?, 2*... 2").

Sejam dadas restricdes aos deslocamentos de P da forma:

$; (&%, ...2a) <O

sendo ¢; uma funcdo algébrica e significando < qualquer dos
trés simbolos =, <, <.

O problema consiste em determinar o ponto ou pontos que
tornam extremo (por exemplo Max) o valor de ¥ e que satisfa-
zem as p restricdes impostas aos deslocamentos de P.
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O problema vai ser resolvido procurando encontrar os extre-
mos significativos, expressio que € usada para distinguir de ex-
tremo matemdtico.

Na verdade as variidveis ' sdo, na sua maioria, aleatérias e
resultam de medidas feitas com maior ou menor precisio.

Mesmo que admitissemos ter encontrado o ponto P, ao qual
corresponde o valor extremo para ¥y, nem por isso deixaria de ser
praticamente impossivel manter P em P, dada a imperfeicio da
medida que controlaria a posi¢ido de P .

Por outro lado um ponto P, que nio possua uma vizinhanga
finita de pontos aos quais correspondam valores ¥y relativamente
proximos do extremo y(P,), é um ponto com pouco interesse pra-
tico pois se formos obrigados a afastarmo-nos de P, entio ¥
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tomaré valores muito afastados do extremo o que retira utilidade

aos extremos nessas condigGes.
Figurativamente, o que se acaba de expor podera represen-
tra-se num espaco a duas dimensdes da forma seguinte:
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Embora y(P.) >y (P,). contudo o extremo em P, ndo é signi-
ficativo porque P(z*) é s6 medivel com uma incerteza de =AP,
portanto ndo serd possivel manter P(x) em P, e assim explorar
0 maximo do y(P).

Repare-se que em P, a situacdo é completamente diferente.

Em P, descreve-se a situagdo referida em 2.° lugar, onde na
vizinhanca de P,, ¥(P) é mais elevada do que na de P, . Isto é, em
P, é mais facil explorar o sistema ou processo do que em P, e é
praticamente impossivel o funcionamento do processo em P,.

Para tornar mais preciso o conceito de extremo significativo
lanca-se mio de dois meios:

a) Tornar discretas e finitamente numerdveis as varidveis x'.

Com efeito, as variaveis ' ou sio discretas e entio sdao nu-
meraveis, ou sio continuas (por trogos ou nio) e a introducio do
conceito da incerteza da medida permite converté-las em nume-
raveis.

Para umas e outras interessa estuda-las numa certa regido
finita do espago X", e esse facto permite converter em finita essa
enumeracao.

b) Introduzir um conceito de vizinhanga que confira uma
probabilidade menor aos extremos, possuindo uma vizi-
nhanga finita de pontos que déem para y valores muito
afastados do valor extremo.

Este conceito de vizinhanca sera introduzido na exposicdo do
método em 2,5.
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Disp6em-se ao termo destas operagées de uma coleccao finita
de pontos que se vai estudar por amostragem, eliminando os pon-
tos que nao satisfazem aos constrangimentos impostos e ainda
conservando de entre os pontos ndo eliminados pela 1. razio
aqueles que tém mais probabilidade de estarem proximos do ex-
tremo desejado, estas operagbes de eliminagdo sdo compensadas
por outras que aumentam a coleccio dos pontos a examinar e
por este ultimo efeito estudam-se os pontos imediatamente vi-
zinhos.

O método é convergente ,até porque o niimero de pontos é
finito, e termina por fornecer uma colecgio de pontos entre os
quais se encontram provavelmente os extremos mais significati-
vos e as suas vizinhancas.

2.°— DESCRICAO DO METODO
2.1. Tornar discretas e finitamente numeraveis as varias x'.

O estudo de y(P) faz-se tendo em vista néo s6 os constrangi-
mentos do tipo ¢;(2') <0 que sio dados mas ainda que as va-
ridveis ' sio exploradas dentro de certos limites, isto é:
xi, L 2 L o,

Estes limites ou fazem parte dos dados, e entdo estdo conti-
dos no sistema de p desigualdades, ¢;(z') <0 ou nio sido dados
e ha que interpretar o problema e fixa-los.

Portanto, no fim, entre os ¢;(x’) < 0 estdo sempre 2 p desi-
gualdade de forma:

O problema vai ser resolvido dentro de um limitado parale-
lotropo de dimensdo 7, no espago X"

As varidveis z' ou sio discretas e o numero de valores que
podem tomar é finito ou sdo continuas (por trogos ou nio) e sio
infinitos os valores que z’ pode tomar no intervalo (&', , #',).

Neste ultimo caso hd que estudar a distribuicdo dos valores
observados ao tentar medir zi.

Essa distribuicdo vai permitir avaliar ¢ e, @ prioristicamente,
poderad declarar-se intervalo de incerteza k o.

Sugere-se para K valores compreendidos entre 1 e 3.

Em fisica emprega-se 2 ¢, (K=2).

Entdo bastara dividir o intervalo (a', ;) em intervalos me-
nores, onde NAx=ka.

Esta divisdo permite escolher séries ordenadas de coordena-
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das %, discretas e em numero finito, onde I é o indice que indica
a ordem.

Se o for fortemente varidvel com x' poderdo estabelecer-se
intervalos az’=Zk¢! onde o.' representa o valor o correspondente
a distribuicdo obtida ao medir certo valor de a' no intervalo
(@, x4).

Terminadas estas operagdes (2-1) dispomos:

1.°) De um paralelotropo construido a partir das desigualda-

des do tipo 2z, < @ <z,

2.°) De um conjunto finito de pontos que substitui para todos

os efeitos a entidade topolégica em estudo.

2.2. Amostragem e dimensiio da amostra.

Seja a*; o valor da coordenada z* de ordem i,com I=1, ... r;.

O numero de valores discretos x* considerados é r;.
-+ Um ponto P sera definido por uma coleccdo de n valores ¥y
comi=1,..7n.

Se escolhermos, entre r; niimeros, um nimero ao acaso € re-
petirmos M vezes esta operacao repondo ao termo de cada sorteio
o niimero sorteado, a probabilidade de nunca sair um certo ntimero

nas M jogada é:
ro— 1\
( rt‘ )

Na verdade a probabilidade elementar de um nlmero ser
1
).
i
Se r; for o maior dos r;, [7i = méax. (r;}] entdo, se se fize-

rem M amostragens aleatdrias, a probabilidade de nio ter esco-
lhido determinado valor z%;, é inferior a

r.—1\¥

Este critério vai permitir escolhar M desde que se conheca
o valor de p; que se deseja atingir (*).

sorteado é (

(*) Note-se que o critério nio mede a probabilidade de sair um ponto

n
P(x!, ...,2") entre os - 7, existentes no paralelotropo, mas apenas a proba-
1=
billdade de sair um certo xf, entre os r( valores que z‘ pode tomar.
Portanto h4 um valor de p, para cada variivel z' e p,=min p,
(i=1,...n) fornece o limite Inferior de probabilidade p.
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Escolhidos os M pontos P aleatoriamente procede-se & subs-
tituicdo de P nas expressoes dos constrangimentos: e retém-se os
N pontos P que as satisfazem (com N < H).

dd uma medida da extensio do dominio da

A relagao

!

existéncia de P no paralelotropo de partida.
A probabilidade de ndo ter sorteado determinado valor é

inferior a
r.—1 N
P =(“ - com N C M

Tomar-se-4 p, como critério para medir a probabilidade de

certo valor xi; nio ter sido sorteado
(Em geral procura-se fazer p, = min. p, =~ 0, 01).

2.3. Conceito de vizinhanga ¢ de iteracio.

A partir da colecgao C, de N pontos retidos em M, procede-se
a 1.° iteracdo que consiste em tomar todos os pontos imediata-
mente vizinhos.

Um ponto @ é imediatamente vizinho de P, se, para qualquer
coordenada x'; de P, corresponder z'; de @ tal que

k=141 ou 1—1 ou 1.

Note-se que por esta definicao P é vizinho de si mesmo.

A nova colecgdo C; de pontos resultante da 1.* iteragdo con-
tém todos os pontos da coleccdo de partida C.,.

Definiremos disténcia de P, a Py a ds, = max | &' — 2} |
todososi =1, ... n e sendo &' e ;x* 0s valores respectivamente da
coordenada &' era P, e Py .

2.4. Estudo da vizinhanga dos pontos da colecgio (.

A partir da definicdo de d,, é possivel propor um critério para
medir a probabilidade p, de atingir qualquer ponto nao contido
em C, em a iteracdes (tal como descritas em 2.3.).

Para o efeito escolhe-se um ponto P,, na colecgdo C, e deter-
minam-se as distdncias d, que o separa dos restantes pontos da
coleccdo e retém-se a distdncia minima

min de, = d, = min [max (&% — %) ]
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Esta distdncia minima corresponde ao ntiimero de iteracoes
que é no minimo necessario fazer para atingir o ponto escolhido,
a partir do ponto mais préximo da coleccdo.

Repete-se esta operacdo para os restantes pontos da coleccdo
e obtém-se novas distidncias minimas d, e correspondentes niime-
ros de iteracles =«.

Com estes resultados podera construir-se uma distribuicdo
de frequéncias em funcdes de f(a) e a probabilidade de atingir
qualquer ponto da coleccdo a partir dos restantes, em « itera-
coes. é:

v

f () da
1

P,_ e (n)

max

JF=) d=

Como os pontos da coleccdo C, foram escolhidos ao acaso,
r, serd também o critério adoptado para medir a probabilidade de

atingir qualquer ponto do dominio.
Em geral convém fixar p num valor relativamente elevado

da ordem de 0,95.

2.5. Processo de rejeigic de pontos.

Retomando a operacdo 2.3., ao termo da qual se dispde de
uma Coleccdo C, de pontos procedamos a eliminacdo de pontos
que ndo satisfagcam a duas condicoes:

2.5.1. Condicdo de fronteira

Pontos que ndo verifiquem as p restricdes 4;(P) < 0

(**) Se desejarmos evitar a construgio da distribuicio referida aclma,
poderd substituir-se este critério pelo seguinte:

méx. d, £ B i=1,..r

Sando B um numero préviamente fixado da ordem de 3 & 3.
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Daqui resultara uma coleccdo C', mais reduzida satisfazendo
a condicio C% C (.

Note-se que ao termo da operacdo 2.5.1. pode ser de novo,
estudada a vizinhanca dos pontos da colecgcio C'..

A vantagem desta repeticdo estd na circunstancia de €', <C,
e poder dar-se o caso de a distdncia d, crescer substancialmente.
Por isso quando N < Af hd sempre conveniéncia em repetir a ope-
racao 2.4.

2.5.2. Condicdo de proximidade

— Pontos cuja proximidade do ponto extremo procurado é
pouco provavel.

Para o efeito é necessario formalizar o conceito de cxiremo
significativo e propor um critério para reconhecer se um ponto
estd ou ndo préximo de um extremo.

Se conhecermos o tipo de universo em estudo é possivel pro-
por um critério & posteriori e para futuros estudos de universos
daquele tipo oferecer esse critério ja estudado, mas se ndo conhe-
cermos a natureza do universo; o critério sera oferecido & priori
e restara controlar d posteriori da justeza da sua escolha.

2.5.3. Conceito do extremo significativo

Depois de ter em 2.1, tornado discretas todas as variaveis «?,
parece que todos os pontos retidos no paralelotropo deviam ser
examinados, porque, em principio, é possivel manter o sistema ou
processo em estudo, funcionando em qualquer ponto P; que se
deseje e na verdade quanto maior for X no produto K¢ maior é
a probabilidade de manter P em P,. _

Porém, ou P, € um ponto onde y é extremo com uma vizi-
nhanca de pontos onde o valor de y(P) é muito baixo e a sua
procura sera extremamente dificil ou entdo P, esta circundado de
pontos vizinhos aos quais correspondem ¥y (P) maiores do que os
dos vizinhos mais afastados e assim sucessivamente e entdo a sua
procura é possivel a partir dos pontos vizinhos.

Num espago a 2 dimensoes e graficamente é facil de repre-
sentar este conceito.
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Fig. B— Neste caso P, nio tem uma vizinhanca
precursora que levaria a inferir que em P,, y(P,)
seria n maximo

rd
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Fig. C— Nesta figura P, possui uma 1.* vizinhanca

P, _,» P . de pontos que em relagdo a P,__ e P .|

constituem sinais precursores da existéncia de um
maximo em P,

v

Fig. D — P, possui uma dupla vizinhanca
P,_,, P_.)e (P,_,,» P .,) que constituem sinais

precursores que conduzem a concluir da existéncia
dum maximo em P,

O conceito de extremo significativo esti ligado a estes exem-
plos estabelecendo a seguinte ordem:

Em b) o extremo é menos significativo do que em c) e este
€ menos significativo do que em d).

Resumindo, os extremos para terem significado tém de estar
circundados de uma vizinhanga mais ou menos extensa de pontos
onde y(P) é também elevado.

Esta nogdo pode ser expressa na sua forma reflexa.

— Os pontos P a que correspondem valores y(P) mais proxi-
mos do extremo procurado tém uma probabilidade, a priori, maior
de estar préximo dos pontos ou ponto onde y (P) é «extremo signi-
ficativo».

Como corolario, podemos afirmar que desprezar os pontos P
onde y(P) ndo estid préximo do extremo procurado, reduz pouco
a probabilidade de encontrar um extremo significativo.

Note-se finalmente que o extremo matematico, a ndo ser em
casos degenerados * € tinico. Em contrapartida a procura do extre-
mo significativo arrasta consigo o exame de varios extremos abso-
lutos com um certo interesse entre os quais se encontra o extremo
relativo (maximo maximorum).

2.5.4. Formalizac@o do conceito de extremo significativo.

O conceito definido ao termo de 2.5.3. permite atribuir uma
probabilidade de proximidades do «extremo significativo» asso-
ciado ao valor y(P) num determinado ponto.

Designaremos por ¢ essa probabilidade e por:

Ay == [y(P) —y(0)]

* Também em casos nnde o dominio é fechado por uma superficie con-
cava-convexa ou multiplice-conexa, etc., etc.
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sendo:
y(P) o valor de y num certo ponto P

y(0) o valor de y arbitrariamente tomado para referéncia.

O sinal + sera usado se o extremo procurado for um ma-
ximum, e o sinal — correspondera a um minimo.

Entdo, a probabilidade ¢(aAy) terd de possuir as seguintes
propriedades: :

0 Z¢(Ay) £1 Normalizada.

¢(Ay) € monotonicamente crescente com Ay para satisfa-
zer o conceito expresso em 2.5.3.

Estd assim formalizado o conceito de extremo significativo e
o da probabilidade associada a um ponto.

2.5.5. Determinag¢do da probabilidade de deixar de enconirar um
mdximo significativo, ao desprezarmos os pontos aos quais
correspondem valores y afastados do extremo procurado.

Admitamos que a funcdo ¢(Ay) € dada, e ndo discutiremos
neste capitulo a sua natureza nem o modo como foi obtida.
Seja nAy o nimero de pontos a que corresponde determinado

valor Ay avaliado a partir de ¥y(P) e dum y(0) de referéncia.

A probabilidade de perder o extremo por se desprezar todos
os pontos com um valor ¢(ay) < ¢ (com 0<§<1) serd dada pela
expressao:

"y
2 2 ()<,

"o z
p= o com n, = Jll

2 (4)7)>
},:?U)Yndy

Sendo

7%, —> max AY —» max ¢(Ay)
7o —> min Ay — min ¢(ay)

onde os simbolos — significam correspondéncia.
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p mede assim o risco que se incorre ao desprezar os pontos P
correspondentes a valores afastados do extremo procurado e
(1 — p) =q representava a probabilidade complementar.

2.5.6. Bscolha de fungdo ¢(Ay).

Conhecido o tipo de universo é possivel oferecer uma fungio
¢(ay) adequada que por um lado permita desprezar um grande
nimero de pontos e assim aligeirar o cilculo e por outro nio
aumente o risco de perder os extremos significativos que possam
existir.

N3o conhecendo o tipo de universo em estudo, hia que oferecer
6 priori uma fungdo ¢(Ay). Este capitulo tem por finalidade indi-
car uma via e propor um método a titulo de exemplo.

A fungdo que se oferece é a fungd@o erro (fungao de distribui-
¢do normal).

Satisfaz as condigdes indicadas em 2.5.4.

[ 0L erp(ay) 1
ero(Ay) é monotonicamente crescente com Ay .

Tem interesse mostrar alguns modos de ajustamento da
funcio.

Esta fungdo fica perfeitamente definida conhecendo dois va-
lores em dois pontos distintos.

Os pontos que escolhemos s3ao dois da seguinte colecgao
de trés:

AY, 4 = €T (ay) = 0,01
&y, — ere (ay) = 0,5

AY,,, > €re (8y) =0,99

Ay, — € em geral, feito coincidir com min ay
Ay, ., —> coincidird com max Ay

Ay, —>com o valor central da distribuigdo dos ay, ou

seja y, de referéncia estd no centro de gravidade
da distribui¢do.

Tem talvez interesse mostrar a influéncia de outros ajusta-
mentos na forma de funcio.
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Fig. E — Quanto mais elevado for ery(max Ay) mais
pontos se podem desprezar para uma mesma probabi-
lidade calculada de perder os extremos significativos.

Aao

Na fig. F' mostra-se que quanto mais se deslocar para
a direita Ay, tanto mais pontos se podem desprezar
para uma mesma probabilidade calculada.

Portanto a solucdo prudente mas mais trabalhosa consiste em
reduzir o valor de erg(max Ay) e deslocar para a esquerda a fun-

. cdo ery (ay).
2.6. Processo de iteracao.

Estamos, nesta altura, em condi¢cGes de descrever o processo

iterativo.

Os pontos eliminados pelas condigbes de fronteiras ndo criam
dificuldades porque nio satisfazem as condicGes impostas.

Os pontos eliminados ao abrigo da condicao de proximidade,
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ja envolvem uma probabilidade de se perder um extremo que
esteja vizinho de pontos onde Ay(P) é baixo.

A partir da funcdo ¢{ay) escolhida ou arbitrariamente ou a
posteriori, é possivel avaliar a probabilidade dessa perda ou seja
g =1—p de reter os pontos proximos do ponto que torne y

extremo. _
Assim a coleccao (" depois de expurgada dos pontos elimi-

s

nados pela condicio de proximidade reduz-se a colecgao C';
com C7 <C’ <O,

A partir da colecgdo C* procede-se a uma 2. iteragdo como
se indicou no inicio de (2.3) e obtém-se uma coleccao C.

com C,=2 C7
Em, relacio a C. repete-se o que se disse para C,.

Assim sucessivamente se vai iterando até obter uma coleccao
C:CCa_4, isto € que n3o contenha mais elementos (pontos) do
que a anterior.

Este é o critério que define o termo das iteracoes e é razoa-
vel porque as operacOes de iteracio de ordem superior a a nio
trazem novos pontos.

Esta mtuagao sucederd sempre porque o nimero de pontos
é finito.

Quando for atingida a situacdo de C. € Ci_; entdo dispo-
remos duma colecgdo de pontos onde se encontrardo os extremos
significativos com uma probabilidade superior a

p:=p,>< I (1—p)—P,>< H g;

f=

Em problemas‘ praticos, em geral, bastard atingir p. N 0,9

para ser satisfatdrio o resultado.
O meérito de oferecer p_ como critério aferidor de probabili-

dade de néo perder os «extremos significativoss procurados reside
na sua simplicidade formal.

Chama-se a atencdao que ao realizar uma operacao de 1teragao
também se geram pontos que ja tinham sido eliminados anterior-
mente quer pelas condicOes de fronteira, quer pelas condicles de
proximidade, é evidente que estes pontos sdo eliminados logo de
inicio antes de proceder as eliminagOes de fronteira e proximida-
des correspondentes a iteragdo em causa.
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