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PROBLEMA DE EXTREMOS

ror ANTONIO GOUVEA PORTELA

PROFESSOR DO [.S. T.

Generalizacao ao espago Ry

0) O objectivo deste capitulo consiste em generalizar os tratamentos formais referidos ante-
riormente a um espago de n dimensdes e ainda sugerir uma solugdo mecanografica.

O problema central reside no tratamento dos termos negativos de expoentes pares ou termos
dispondo de alguns expoentes impares e que podem ser tornados negativos e determinar se esses
termos podem ou nao, em determinadas condi¢des, ser maiores do que os restantes termos positivos
pares ou termos de expoente impar que sao positives quando o termo impar é negativo.

Resolvido este problema central para cada um dos termos negativos de expoente par ou ter-
mos de expoente impar que podem ser tornados negativos, verificado que tal situa¢a® nao ocorre
entdo podera afirmar-se que, no ponto considerado, a fun¢do tem um extremo (minimo).

O mesmo procedimento poderd empregar-se quando o extremo é um maximo, mas entdo
devera testar-se a negatividade da série.

O método envolve tomar-se as derivadas até uma certa ordem; em fisica, interessa, quanto
muito, estudar a série até a 6.2 ordem, pois nao tem sentido fisico, em geral, um extremo que se
decide para além da 6.2 ordem.

Formalmente o método é valido para qualquer ordem.

1) Problema central

aol aenl

Sendo dados: um termo Mo -+ M, ht ... hy
e

EIR ain

m termos Mi - Mi hy ... ha

Determinar quais as condiges em que:

\ ail ajn

"M; hr ... hy (1)

ant aon

|
Mehi oo by

\Y4
(R TR=:

sabendo que:
Mo e Mj sao nuimeros finitos.

anj € a)j sao numeros inteiros finitos e positivos.
i=(@1,2...m)
i=1(1,2..n)

2)

3) hi| << |3] e |2| se pode fazer tio pequeno quanto se desejar.

Para encontrar as condi¢des acima referidas, proceder-se-a a resolucao de dois problemas.

1.1) Estabelecer as condi¢des necessérias e suficientes para que se verifique simultdineamente
as m seguintes desigualdades:

aM aon ajl ain

4)  Moht . hy > | Mihi oo b

e ainda 2) e 3).



1.2) Provado que os sistemas 2), 3) e 4) sio satisfeitos, propor em que condig¢des a desigual-
dade (1) também é satisfeita.

2) Teorema I— A

Para que o sistema de m inequagdes seguintes seja satisfeito, quando | hj | < <] e |79 |
suficientemente pequeno,

ajl ain

My hteeoohs | 7| My hee e )
Sera necessario e suficiente que:
[ai] - [x] < [Ai] ‘6)
para xj > |N| e | N/| suficientemente grande.
Sendo :
#; = (a0 — aj;) donde (=; ser um niimero inteiro)
|hii = |q*
(7) 0 < |h| << lgl €1 donde x5 >1
Ai:Ln‘ﬂw . (Ln]g|)t
Mo |
eainda 2) e 3)
x * X
Com efeito :
Substituindo em 5) | h;j] por |q|* teremos:
J 2 aoj X 2 aij xj
j .
IM,| . lql’ > | Ml . |ql i=1.... m
l e xj > [N|
ou
M; )
{ 2 (aoj—a3) x; < Ln|>" . (Ln|qi)! i=1....m
i 0
e x; > IN|
Note-se que | g|<C1 donde Ln|g| <O
ou substituindo por e;; e Aj, teremos finalmente
Sayx < A [z5]  xi] < [Aif
' e ou (m,n) (n,1)  (m,1)
N . (8)
X; P | N I
x; > | N |

3} Discussio de desiqualdade Jf [2] . [ki] < [AY] .
| x5 <IN



Para o efeito, examinemos todos os menore [%, ;] da matriz rectangular [i;], onde k

represcnta p linhas e | p colunas (com p << {':) extraidas da matriz [ 2j].

Vamos designar por [{&;.;] qualquer dos (é) menores distintos que podem ser formados
conservando p linhas bem determinadas e combinando as j colunas p a p.
Vamos admitir que (9} det [k ;] = 0 para todos os (}])) menores distintos formados.

Ent3o, é porque existe uma ou mais linhas que sio combina¢Ges lineares das restantes.
Mas se det [£x;] =0 para as p linhas consideradas, entio existe um vecto | 7x]
tal que: )
[7x] [o,i] =[0] para as p linha referidas. (10)

Sendo 7k numeros finitos.

Vamos impor ainda que 7x -~ 0 k=1....p, isto ¢, sb existe uma combinagio linear.

No casa de existir mais do que uma combinagado linear, tratar-se-a separadamente cada com-
binagio.

Seja q uma qualquer das linhas que entra na combina¢do linear; entdo:

—[ﬁ1¢%u=wﬂ para k == p (11)

74
e designando por [x.,j] o vector dos coeficientes da de inequagio q ou seja da linha g da
matriz [7”] . a
Mas, dum modo geral, [«x,j].[xj] << [Ayx] e portanto também o serd para as (p — 1)
linhas que resultam das p inequagdes em estudo, suprimindo a linha q.

Donde
N .
LﬁJ “ [2g,i) - [xi] eou ”‘1 - [ Akl (12)
74q > - Ta
(t,p—1) (p~-1,n) (o,1) Lp—-1) (p—1,1) e k:=q

Quanto ao simbolo da desigualdade as seguintes hipoteses podem ser consideradas :

a) /%

. > 0 paratodos os (p—1) k.
7q

Entao a desigualdade (12) toma a forma:

L?kJ.[xk,l] .[xj]<[;—:] [ Ax] e k = g (13)

7aq
mas, por outro lado, sera, para a inequagio q:

[gl] x| Ag (14)

e conjugando {13), (14) e (11) obteremos:

Ac ) Dol > = | 1 La ke (15)
q q
ora a desigualdade (15) é verdadeira para qualquer q, e portanto para todas as inequagdes que

fazem parte das p inequagdes onde se reconheceu existir (")) menores [k, /] cujos determinan-
tes sao nulos.



Como A4 e [A] - [Ax] sao constituidos por elementos finitos e fazendo x == /j . xo
7q

onde ‘ Xo, Xj >0
e

7i << o e xo se pode fazer tao grande quanto se desejar, podera (15) escrever-se

A . 7 1
B> > - [ A (16)
Xo a _7a Xo
e para xo > ! N | e N suficientemente grande sera
I - I
AL - [ ] < el
| %o \ 7a . :
tao pequeno quanto se descjar.
Donde resulta que ' [« j] . [x] | < &' (17)
q

que define um hiperplano que designaremos de hiperplano de degenerescéncia cuja expressio formal é
[=i] . xj] =0 (18)
a

havera tantos hiperplanos quantas inequagdes interventoras na degenerescéncia ou seja p.
A expressio (17) mostra que o mddulo de [ j! . [7] estd limitado por |2

a
tio pequeno quanto se desejar; bastava para tanto escolher | N | suficientemente grande.
Da expressio (15) pode ainda concluir-se que

0 <~ [ 1'1.[xﬂ+Aq<H<J . [Aq—l—l-Aq (15 2)
q
b) —/L <20 para todos os (p—l) 71k. € para um certo g -

74

Entao a desigualdade (12) toma a forma

[LI{—J o=l s gl > l.“ l - 1A (19)

_Ta 74

e é facilmente deduzivel que:

e

| o __
: k l  [Ag] > BjJ. %]
q

l-_.

Neste caso [oc,] nio esta limitado em mddnlo mas apenas em ordem. Com efeito, a 2.2 ine-

(20)

quagdo do sistema (20) veio, quanto muito, reduzir o espago dc existéncia de [2] . x;!.
1

Note-se que esta conclusio ¢ verdadeira apenas para a inequagdo q; para as restantes veja-se
a hipotese ¢) tratada a seguir.

koo .
o > 0 conforme o valor de k e g escolhidos.
79 7
7 . 7k 7k . oy e e -
Vamos designar por e -“— , respectivamente as frac¢des que sao ~- 0 ou <
7a 7a



Xq 7
Tk’ 7k R T
L2 o donde [— ] L] - Ix] > [ — ] [Ag]
7q q . Tq
e W1 — 1>0 donde |%] %] << Aq
74

Nesta hipétese havera desigualdades num sentido e outras noutro, mas em conjunto o sistema
ndo impde condi¢des da forma | [%] [xj] | <C | 9| a nenhuma das linhas (inequagGes) do sistema.

Teorema 11 A

aol asn - ail ain
Se (21) | M, h1 .... hy 7 | Mihi.... hy i=1,....m,
anl aon ~ ':: ail ain
entdo (22) M, ht .... hy ‘ g Mihio...hy
excepto se na matriz [ajj — aoi] = [=5i] existirem algumas linhas para as quais se verifique a igual-
dade [7«] . [aij —aoj] = [0] e os 7k todos do mesmo sinal, porque entdao a desigualdade (21) pode

ndo ser suficiente para permitir concluir (22).
As letras indiciadas tém o mesmo sentido e significado ja definido no Teorema I A.
Com efeito :

A desigualdade (21) pode escrever-se

— o] . Ixil -+ A
23 1>1ql
[“J] [xi] < Aj i=1,....Mm

Ora ja vimos que { N ,
xj > | N| e | N| suficientemente grande

ouseja  —{%]. [x] + A >0
]
Em geral, — [#] . [xj] + Ai ndo ¢ limitado superiormente e podera fazer-se :
29 —[x].x +A=]IP]>0

e (25) |Pil=1Lng.(Lnfgqg )" e <1

e substituindo em (23) teremos : note-se que :
Lng (Lnjql)—t Lneg <0
1>]q] Lnlqi{ <o

Somarido as m desigualdades (23) obteremos :

m ‘"l'flj-lxlf‘!*:'\i
m>3 |q| '
i-1
) m Lrlﬁ([.rllq})—l 1 ™
oui26) 1>» 3 | q| == X g



m
Se impusermos 3 < 1 serd 3 p << m onde 1> oL S
=1 m j—-
Ora a desigualdade (22) pode tomar a forma :
m —[ljJ.[X]]‘|‘A1
1>3 q (27)

j=

e esta desigualdade é sempre satisfeita se ¢ <C 1 q.e.d,
Tratemos agora a excepgio referida no Teorema I A.
A demonstragdo foi possivel porque admitimos que era, em geral, satisfeita desigualdade (24).

Porém se entre algumas desigualdades do sistema se verificar que: [7x] [2ii]l = [0] e 7«

todos do mesmo sinal, jd vimos em (15) e 15a) que 0 << — [#] . [xj]] + Ay < i . [Aq] +
q .

+ Aq e portanto — [%] . [xj] + A, estd limitado superiormente e dai pode a desigualdade

a
(24) ndo ser satisfeita.

5) Estado do caso degenerado

O caso degenerado verifica-se quando entre um certo nimero de inequagdes existe para as
correspondentes linhas de Matriz [«;;], relagdes lineares entre os seus elementos.
Sejam as inequagbes i = 1,.,.p, e {p < n,m) aquela para as quais se verifica

(7] [x,jl =1[0] e k=1,...p

e além disso 7« ou (7x — 0) para todos os kk, ja vimos em (17) que

-

| fiﬂ el << 3] (17)

e por mais pequeno que seja | 5 | haverd sempre um | N | tal que para xj *» | N| a inequagio
17) é sempre satisfeita. E tal é verdade para todos os q desde 1 a p.

Também ji vimos que a desigualdade (22) aplicada aos p termos se pode escrever:
(Veja-se 27)) .

b, — [ 2] [Xi]fAk
(28) 1> 2 |q| *
k=l
o Lo 3 | |_[Z"][m. Mg
) k:' q Mo
Ora para xj > | N| e | N| suficientemente grande | — [:i] 11 <A e |3 tdo
pequeno quanto se desejar donde
| — 2] [x] B
(29) lq| * —1 <1,|7”

e | 34| tiao pequeno quanto se desejar e finalmente

— a2l [xi] | Mg |
lg| ®
1 Mu

w
| bewo

(30)

e | 92| tio pequeno quanto se desejar.



O problema fica reduzido a verificar a desigualdade numérica:

- P M
1> : (31)
k=1 MU
. . , " Mg , . -
6} Antes de prosseguir, convém demonstrar que M ¢ o minimo de fungio (32)
k=1 a
p =19j] xa! + Ak P M
c= N lqlw quando [ 1 — [] . [xi] | = 0 e ainda I ol M | _ g
k=1 k ‘. k=1 0
€ Xj — o0
Com efeito,
P — [1]'] . [X]J My
=5 lq| & g (33
s 1 Mo )
A condi¢dao necessdria ou de estacionaridade de 2 é: ay =0 j=1,..n
Jx;
ou seja
Jm P .Y, ¥ oyl Ixgl
— = 3 —a, ! g ¥ W == 0 (34)
IXj k-1 . Mo
para j = 1, n

mas ja vimos em (29) que para xj > | A| e | A| suficientemente grande seri:

—li byl _ 1< | 31| e | 31! tio pequeno quanto se desejar e daqui

lal '«
N M | . IR I s
Y £l ]q) ¥ "—'—‘gai‘~M‘;"<}aal (35)
o1k | Mo ol & Mo i
e | 63| tdo pequeno quanto se desejar
3 MK
donde S PN
k=I k] Mo - (36)
P
e 9 | tio pequeno quanto se desejar ou no limite I | ;\\—/?( =0 (37)
k=1 | o

que estabelece uma relagdo a verificar em cada caso.

Falta mostrar que se a condi¢dao necessaria for verificada, também o sera a condigdo suficiente
ou de extremo.

Com efeito:

A condigio suficiente propde-se deste modo

L .
ATy = [dxy]t. -J dx >0 (38)
.’)Xil)xy
mas
p — %] .
d(g_a,-. ME‘;_“” 2] "mj
{}2? iz k-_-l k MU | P
Xy 0 X d xt
4 : —[21 %]
=2 m.g . | M| g (39)
k=l ¥ k Mo_
e novamente sera :
o — 151, x) » | |
(40) S o | Mk Jql| K “—{221“1%1-\4" o< 3
ket k k) M, Ck=1 & k| M |




e | 35| pode ser feito tio pequeno quanto se desejar, fazendo xj >|N | e | N | t3o grande
quanto o necessario.

mas (41) |>L:;)l & . 2. %i ] _ i, t_ , ' :—:}: l . lf]]
(n, n) (n, p) (p, p) (pn)

|

Sendo [\ Mic ] uma matriz diagonal e tendo em vista (41), (40) e (38) poder-se-a con-
i 0 |
cluir que:
[ - a

¥ My
dx}‘.[—a-——].[dx-] |-’ dw P [« t.[\%-
.[ j Iz 0% i [ j] [kj] M.

W Tl - [dx] [ ] (a2
N k

hy . - . - H -
e | 96 { podera ser feito tio pequeno quanto se desejar, fazendo xj > | N | e | N | tdo grande
quanto o necessério.

Portanto bastard provar que é maior que zero a expressio abaixo, para provar que A? z 7= 0
e portanto que se trata de minimo

}Eﬁk,

(13)  [d]" . o] [ =

designemos por

] . loy] . Fdxy]
] k

dy; = [:r] . [dx]

entio (43) podera escrever-se:

Mk
(10)  [dy,]". L ] : J . [dy,]
[
7 g ’ . F Mk . 7 e . e
e para provar que (44) é positivo bastara provar que a matriz | —- - | é positiva definida.
avlg
. 1 - . | Mg
Ora a matriz referida é diogonal e todos os seus elementos sio positivos, - | >0
Q
q.e.d.

7) Portanto o estudo das p desigualdades nas condi¢Ges referidas no paragrafo 5 resulta

k. M
na comparacio de Y —° com a unidade.
k=i MO
k] My i ; -
45) Se S| —1i>1 o sistema nio tem um extremo no ponto em estudo
k=1 MO i
kM _ .
46) Se Z <1 entao o sistema tem um extremo no ponto
k=t ; ]-V[o i
47) Se 5 © My — 1 entdo o termo M, e os termos Mk (k=1,—...p) tém uma
k= Mo soma algébrica nula

Neste dltimo caso se a fungdo tiver um extremo este nio se reconhece até & ordem em que
foi feito o desenvolvimento em série de Taylor da fun¢io cujo extremo se deseja apurar.

8) Tem interesse aplicar a formulag¢io deduzida ao caso de [ n =



Para que seja possivel existir uma degenerescéncia é necessario que:

(] (#.;] = 0], Veja-se expressdo (10) e /> o

74
e como { [#i] [x]<C[A]] i=1e 2
xi = | N |
’ ( P
sera [ an o a4
— = -<0 e <0
app B %32
! e L,
azy Qg
oy o a4
T
| %22 v 42

e a desigualdade [#ij, [xi' <{[A{! pode escrever-se sob a forma:
 ~f axy—Zxe<C A"
| —axi—Pxa<l A%

A condigdo de suficiéncia propoe-se (Veja-se 37)

LY (I M. |
a| = day| =0 j=1
I\"Io MO
My | | M, E .
age | + 222 =0 j=2
| MO ! | MO l
2 " My
mas & = "2 — g e as duas equacdes degeneram num s6 g l Ll ‘ +f = =0
2y an | Mo LY
ou simplificando g | My + Ma=0.
A condi¢io de degenerescéncia estuda-se da comparagio com a unidade de
y Ml [Mo, DM M4 M >
I<;1 Mo \ I\.’fq Mo!_ i Mn | <::
Tanto a expressio | Mg = - | My ' | Ma| como g| My' 4+ | Ma | = 0 coincidem com as solu-

¢des estudadas anteriormente como seria de prever.

9) Vamos proceder a generalizagao de alguns teoremas e lemas ja deduzidos para fun¢des de
duas variaveis independentes.

Teorema I11-A

Designando por (i) qualquer combinag¢io dos n indices i1 ... iy, pode provar-se que:

! nooag)j !

n ani ‘ = |
48) Mo N hj o= Mgy T h;
j==l ) (5} I j=-I
Se ff)l':

a

i < 0 3w
n =i )
amy > 2 aoj
1 j=l e

I ta=

i
|hl<lg!l<1 j=1....n

agiy }inteiros e

positivos | hj | << 7 e Jtao pequeno quanto se quiser

(o) j

.



Demonstragao:

A inequagdo 48) pode escrever-se:

ce | afiyj — aoj
49) 1> 2 M (ll | hy | —1)

(n—(o\| Mo l 7
a(iy;—~3ao0j -~ 0
Com efeito, a circunstincia de | & -
2 (amj —aoj) >0

je_i
n

exclue a combinagdo aij—ao; porque X (agy — aoj) =0, 0 que contraria a segunda desigualdade
1=i

n O
invocada e o valor deste termo é II | hj | —= 1
j |

Mu’i\‘ (e e 1
Mas seja Q > ' para todo e qualquer combinagio (i); Q € finito porque M) == ©©
Q
e Mo ,i 0.
Substituindo ‘ @ i por Q no segundo membro de desigualdade 49), obteremos::
0
oe M | ali)j—aoj N co /n a(iJi-AOi
S (0 ~1) < I f by _1
M= | Mo | =1 i y=ior \ J=
mas
o n aijyj— aoj n co aiyj —aej
SO0 by =11 X [k
(ij=i ) j=I i<1 (ij=(o}
e
o0 a{iyj - aoj . h l 1
b3
u)—olll —w]hl 1—']1‘ ]ll :
Donde
o / n afnj—aoj A B 1
2 I | h; —1] = L 11 — 1]
(i)—(m(iZI by | ;) Q =1 1— |kt
epara | hj! <3 e { suficientemente pequeno serd
n 1
uH ——= - — 1< |
i=t 1 —|hj|
e |:| serd suficientemente pequeno para que
Q. |sl<C1 g.e.d.
Teorema IV - A
n ?D o n a(l)]
{50) S Ache > 2 [Miy| I+ [kt
k=l (i) i=l1
Se se verificar :
Ax >0 para k=1,
p inteiro e positivo
i >0
ag) | - inteiros
(51) Ay k o7 2p
n
X ami>2p
j=1
(hy | < 1é e | 5 | tdo pequeno quanto se desejar

10



Demonstracao :

Do Teorema III A serd;

2p = n aiyj
(52) Ax he == f'-) | Mg | ]nl | hy |
l —_—
se for: amj -~ O
@k -* 2P e |hi| < |d]
(53)

2 agi > 2p

Se escrevermos as desigualdades do tipo (52) para k=1, 2 ... n tendo o cuidado de ndo
repetir termos ja incluidos nas desigualdades precedentes e somando ordenadamente teremos :

u 2p o)

n a
2 Ache > 2 [Mg | . 1T 1hi)
1 ) j—1

k=

o

se se verificar (51) q.ed.

Nota: Daremos a designagio de ordem de um termo da série ao niimero inteiro dado pelo

somatorio seguinte : n

>

< ag)
i=l1
Teorema V-A
o na)
Seja dada a série Sr —- < M I h;
{(1—(0) j=1
Se P "‘l . ag j 3 p Ax >0
54 2 M; Il ky = 2 A:h e ]
(54) (ij=0 ' j=I ! k=1 K ‘21 anj =~ 2p
i
{ ajiy; > 0
p >0

entio St >0 para |h;{<|¢| e |35 | suficientemente pequeno.
(ay; e p sdo inteiros).

Demonstracio :

A série St podera escrever-se:

- " ag) 2p noag)j %2 nooa
(55) Sr= 2 Mg l!llh = 2 Myllh - = MylIlh
(N=0 J=1 (i)=0 j=1 0] j=1
. —— e P s e —t
e 4 . 1 .
< ap; S, 2p Ela(u)} ~>2p
31 =
Mas do teorema IV-A temos que:
n 2p oo n ai)i_ o0 Boag)
(s6) S Ache > 2 [ Mgl 0 ik > 2My Ik
k) G j=1 ) =l

se for 51) e como é 56), sera:
2p nooad)j (o= Boai)j
0<Z 2 M; IT hjy > 3 M Il k

“i)=o0 i—1 () I=!

e de 55) sera finalmente St > 0.

1



Nota: Diremos que um extremo se decide na ordem 2p, quando 2 p for a ordem da série

finita e de menor ordem que verifica a desigualdade 54).

Teorema VI - A
A condi¢io necessaria, mas ndo suficiente, para que:
2p no iy n Zp

2 M(,) !_Ith| > kzl Ak hk

1) j= =
para {hj| << J e 5 suficientemente pequeno é a seguinte :

agyx minimo < 2p

[ &k minimo = 2p e entdo sera:

ou e (58) ou
M{i) > Alt

agyk minimo par

Mg >0

sendo Ak >0 e p inteiro positivo.

Demonstracdo

A desigualdade 57) se for verdadeira sé-lo-& também para hy = 0ej + k

2p (i k 2p
Donde %) My he > Ax h parak =1, ... n

Mas para satisfazer 60) duas hipéteses se podem verificar :

ou agyx minime = 2 p
- 2p ai) k 2p
GGl 2 My he = Mgy minimo > hi
()

Donde M minimo > Ak > 0  para satisfazer 60)

ou agk minime <7 2 p
i)

. 2p ag) k a(i)k mivimo
e entdo 3 M'\i) hk == M(l) min, . h]; R S
(i)
i M,‘,r) iR, ai)k — aiijk minimo
onde §=1 + 2=——%.h
0) M

e como  ag g — amk min 2> 0
S — 1 + S

2 ’ . .
sera y ¢ e haverd sempre um |Z| suficientemente pequeno, tal que
The | < 13|

ser mais pequeno do que um némero arbitrariamente pequeno dado.

(57)

(59)

(60)

I &1 possa

Mas ag « minimo < 2p, donde se My min > 0 e a; minimo par, serd satisfeito 60), mas se

M) minimo < 0 OU aGy s min impar entio 60) ndo ¢ satisfeito.
Portanto as condi¢Ges 58 e 59 sdo necessdrias mas nido suficientes.
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l Teorema VII-A

— Verificado que para todos os k = 1,...n sdo satisfeitas as desigualdades referidas no teo-
rema VII-A até i ordem 2 p.

-- Verificado que para todos os termos de expoente par mas de coeficiente negativo ou para
os termos de expoente impar (um pelo menos), as desigualdades do Teorema II-A se verificaram
no sentido inverso, igualmente até a ordem 2 p.

Entdo a série St é positiva definida.

—
e

Demonstracio

Do Teorema I-A, temos que:

n ai

. arj
61) IMrIlelh;I < 2 IMillllIh;I
= =] =

e |3 | suficientemente pequeno.

| hi| < |3

Significando r qualquer dos s termos pares de coeficiente negativo ou impares (um expoente
\ Impar) e significando i = m o0s termos pares positivos da série até a ordem 2 p que existem na série.
Tendo em vista a demonstracdo do Teorema II-A, a desigualdade 61) podera ainda escrever-se:

aij

n arj 1 m n . . .
IM:| T [h | < 2 M| O|h| e |hy| <] ]<]9
i=! S i=1 =1
8 1 arj d n aij .
62) ou 2 M| [h| <2 M| I]h] e [h]<<]o|
r=1 j=l i=1 =i ’
note-se que [ | M; | = M; >0
e | aij==pares e positivos
|
’ Do Teorema VI-A sera ainda, por hipétese :
| m ha‘k 2p
2 Mihy, > Axh: e Ax >0
(63) i k k Nk
e ‘ hi | < 9t
e haverAi k ==n desigualdades deste tipo.
Donde m n ail n m aik Q 2p
(64) S M ITh = £ 2 M hg > 2 Ag hs
=1 j=1 kel ==l k=1
e | he | <7 &
mas (62) e (64) podem ainda escrever-se :
‘ 1 m n aij S n ar
2 M by > 2 I Me | O hy |
2 i=1 =l r==] i=l1
1 m noaj n 2p
) M,’ ] hj ::> ) Ax hk
2 e =t k1
Donde nj n aij % 1 arj [!‘ 2p
(65) 2 Mi i hi > 3 M, - I I hj | + 2 Ax h’(
=] =1 s i i=1 k=1

mas ja vimos que : (Teorema IV A)
n i

2p hd n ai
Ax he > 2 | Moy | .11 | hy|
1

(66)
K )

il ta

k
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Substituindo (66) em 65 obtém-se :

m n aij ? n arj ®Oo n a(
2 M Hl hi > 2 1 M I '“} l hi I + E) l My ] -1“ I hj l
- @ =1

i—1 i r—1 j=i

0

ou retirando os moddulos sera :

m o aij B 0 g [e3) n a(iry
ST:“:ZMil]hj 4+ 2 M Il K —}—iM(i)nhi >0
i—1 j=1 =i =t (i) i=1
g.e.d.
Conclusio
E dada uma fungdo ® (Zi1....Zy) e procura-se saber se tem um extremo no ponto
P (Zw, ... Zno), até a ordem 2 p e admitimos que » (Zi ... Zy) ¢é susceptivel de desenvolvi-

mento da série de Taylor na regido do espago que contém P no seu interior.
Modo de proceder :

1) Efectua-se esse desenvolvimento até & ordem 2p.

2) Verifica-se a condi¢ao necessaria referida no teorema VI A para todos k =1,...n.

3) Verifica-se as condi¢Ges do teorema VI A para todos os termos pares negativos ou impares
existentes na série limitada até & ordem 2p.

4) Entio se 1, 2 e 3) forem satisfeitos podemos afirmar que ? tem um extremo em P, definivel
até a ordem 2p.

5) Se as condi¢Ses (nomeadamente 2 e 3) nido forem satisfeitas podera tentar-se uma série finita

mais extensa de ordem >> 2p e repetir a verificagdo.

Finalmente tem interesse fazer uma referéncia ao emprego de ordenadores para resolver os
sistemas de desigualdades lineares relativos ao teorema VI A.
Com efeito, 0s métodos mecanogréficos sio particularmente (teis na resolugio destes sistemas

de desigualdades.
Note-se que se as fun¢des forem polinomiais, pode tratar-se desde inicio a série finita cuja
ordem ¢ igual ao grau de polinomio.
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RESUMO

(Generalizagdo a um esxpago de n dimensdes des Teeremas e métedes ja apre-
sentades.

RESUME

Géneralisation a un espace a n dimentions des thcorémes ¢ méthedes déjd
présentes.

SUMARY

Generalisation to a n dimenlienal Space of the Theoremes and methods
already presented.
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