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PROBLEMA DE EXTREMOS

ror ANTONIO GOUVEA PORTELA

PROFESSOR DO L §. T.
Representacio no espaco Q (x, v)

Porque ¢ facil de interpretar graficamente as diversas situagdes encontradas ¢ descritas nos
capitulos anteriores, vamos aqui apresentar um espago ! (x, y) que ¢ particularmente adequado &
representacio grafica.

a) Apresenlagio do espaco

Seja:
hj=qg~ h|<<ldi<<g<t
p |IhI=a cendo 2)‘. |/|‘I\q .
| k| = g ki <|8 <qg<"1
e q>0
Entio serd:
Li =00
im0 + x > 1
3) . e 4)
Lim y= 4 ®< y > 1
k-2 0 -

e ao ponto P (h =10, k =0) corresponderd em { o ponto = (x = 4 =%, y == -} 0¢),
O problema basico consiste em comparar, em valores absolutos, dois termos:

| Ma,bh® k" | e | M;hikl,

tendo as letras a significado anteriormente dado.

Para que
]lMa.b ha (k"> M;,j. h, k|
5) e .h| e k| s
I e |3 | suficientemente pequeno

Sera necessario e suficiente que:

o [la—ilx + [b—11y}.an>Lnl T
l | N’Ia,h
e X,y > A e A suficientemente grande
Com efeito; a desigualdade 5) pode escrever-se:
a—i h*i» M ‘ .
[hi [k ,:>|—’-’ | e Jhi,|k|<3:
Ma. b |
mas tendo em vista 1), sera:
@a—-ix4+ib—jy .
q MLL' e x,y>N>>0
Mu,hl

ou finalmente.

6) {[a—i]x+[b—j]y}.an>Ln




Tendo em vista que: — » Z>Ln q <7 0 (porque 0 <7 q = 1), teremos .
! i
6a) [a—ilx+ [b—jly < Ln! M, ¢

i Ma, b Ln g

_ M ; 1

L—Ln =2 = —Qij

M, b | |Ln q
Mi ¢

Na forma 6a), Q;; tem o sinal de Ln‘
v Mg, b
O dominio da existéncia de = (x, y) serd o 1.° quadrante descontando duas margens cor-
respondentes a

x=1-—]h|=q v y
A
y=1—lkl=gq 2
2 o
os contornos x =1 e vy 1 ndo pertencem ao dominio de = (x, y). é
Graficamente, o dominio D de = (x, y) esta representado na figura 1. Z
Note-se ainda que | Qij | <T@ 7 ?/"ér/fﬂf/pfﬂ/?zg
o ,
Estude da desiqualdade ia —i) x + (h—j) v < — Qi /¢ a) Fig. 1

Vamos estudar alguns casos tipicos que, em conjunto, cobrem as situagdes que interessam ao
problema de extremos.

A desigualdade (6 a) toma a forma seguinte :
_./j—j=:3‘->~0 “iX"i“r,:i)’ (:—QU (7)
Na Fig. 1.1 esta representado o Dominio D de existéncia de = (x, y).

E evidente que = (+ =2, + =) estad fora desse dominio pois | Q; | T ez
Note-se ainda que se Q;i; <Z 2 + {¢; o Dominio D n3o tem existéncia.

a—i= — a0 A desigualdade (6 a) toma a forma: — #ix — &5y <C — Qj
b—j=—Fi <o ou (8) =ix + iy > Qij

2.9 Tipo

Na Fig. 1.2 estd representado o dominio de existéncia de = (x, y) e é facil de ver que contém
o ponto % (4 =, + o} bem como a sua vizinhanga.

A
v| A
* 7
A o)
2
2
A
4
7RI INTT B
Ul o %- !
A X
0 .
Fig. 1.3
. Ja—i=a,~>0
3.9 Tipo Donde (9) 2ix — £y << — Qs

b—j=-§<0

Na Fig. 1.3 est4 representado o Dominio D de existéncia de = (x, y) que inclui = (+ co, - ~o).

de -

qu



Qti‘ .

Note-sc que y > é X+

i <

‘ l 1—i=—9 <0 ¥
4.9 Tipo Donde (10) — 2x 4 &jv < — Qj

]b~—j=ﬁj>0

A N TN

Na Fig. 1.4 esta representada a expressdo (10) e o dominio D
de = (x, y) que inclui = (4 ¢, + =<), finalmente serd :

a2
y < o ox = Q)
i £ X

. 0 Fig. 1.4

a—1=20 ¥
5.0 Tipo l Donde (11) vy = Pl!
lb—j——--.6j<o 5

Veja-se Iig. 1.5 ; o dominio D inclui = (e, o) sempre, pois e L

a—i=20 Qj
£.9 Tipe ] Donde (12) y < — 1
b—j=f>0 &
Veja-se Fig. 1.6; o dominio D, se existir inclui = (o2, »s), mas para que exista sera nccessario
Qii
que: — —’:,— > 1.
a—i=— -0 Qij
7.0 Tipo I - Donde (13) x > —
| b—j—=o0 %
Veja-se Fig. 1.7, o dominio D existe sempre e contém = (.o, =c).
a—i-=2>0 O
8.8 Tipo ’ - Donde (14) x <l — ’_”
b—j=0 -
Se D existir inclui = (co. oo} e para que exista terd de ser: — Q” > 1, veja-sc Fig. 1.8.
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Fig. 1.5 Fig. 1.6 Fig. 1.7 Fig. 1.8

Estuda de sistemas de desigualiades

Procura-se aqui resolver o problema seguinte:

Saber se o valor absoluto de um termo dado | Mj, » h* kP | & maior que os valores absolu-
tos de varios termos | My hik!| simultineamente e do gge a sua soma.

Para o efeito estudaremos vérios casos que, em chunto, resolvem todas as possibilidades.




Casn A — No sistema de desigualdades existe uma do fipo 1.
Entio para x, Yy > 1 Al e { A| suficientemente grande, essa dcsigualdade nio seri
satisfeita e, portanto, o sistema.
O termo (a, b) ndo é maior, simultineamente, que o conjunto dos termos e portanto do
(ue a sua soma.

Casn B — No sistema de desigualdades existem uma ou varias desigualdades do tipo 2.
Lntdao para x, v >>| A| e | A| suficientemente grande, as desigualdades do tipo 2
serdo sempre satisfeitas quaisquer que sejam os valores de x, \ arbitrados (desde que
X,y >1Al)
Podem estas desigualdades ser suprimidas do sistema.

~
fe

Caz0 C — No sistema de desigualdades existem n com a forma: &k x — i ¥ < — Qi sendo
ik .» 0 e P .» 0 mas ndo xk = {jx = 0, ou seja tipos: 3, 5 e 8.
Existird sempre um valor | A | suficientemente grande tal que, se x, v > | A | , bastara

e . . = Zih s
verificar se a desigualdade para a qual coiresponde a maior relagao —— é satisfeita, e
il

sendo satisfeita, todas as restantes o serio.

Com efeito:

- : ’ - Zik
Se fjy =0 serd vy _ > = % ok Qijk
Pik
! Hik il .
e ( o, B ;) x + (Qix — Qi) serd
ik it
. Yik il ) ns
negativose — >>—— e x > | A | e A suficientemente grande.
(2 . Fig. 2.1
Sk il
Se fjk=ov sera z x < — Q;j e se esta desigualdade for satisfeita <Q" > 1\) entdo
ﬂ‘i /

sé-lo-a para qualquer x > | A | o que conclui a demonstragao.
O termo (a, b) é entio maior do que qualquer dos termos (ijk), no dominio D que con-

tém = (450, 429).

Caso D — No sistema de desigualdades existem n de forma: —xix x -} Zjx ¥ < — Qijx € %k > 0,
2jk =>0 mas ndo 2k + S =0.
. - *k s
Tal como em c) se a desigualdade a que corresponde a menor relagdo — for satisfeita
ik
todas as restantes o serio. Novamente o termo (a, b) serd maior que qualquer dos n
termos (i, j k), no dominio D que contém = (+ co, + co).

Caso E = Suponhamos que o sistema esta reduzido j4 a duas desigualda-

des:
[7ix =5y < —Qy
| —erx 4+ 2y < — Qu

.
A primeira representar" a desigualdade de maior T' (caso Q).

5

(Fig. 2.2)

dA
A segunda representard a desigualdade de menor ‘k (caso D).
1




Cuaso F —

Caso G —

Caso H —

’ \
R _ S - .’lk 3 - ' .. .
Entao, se (Q—l > — ), parax,y, > | A| e ! Al suficientemente grande, as duas desi-
Fi FL/
gualdades ndo serio satisfeitas simultineamente.
O termo (a, b) nio serd maior do que todo e qualquer termo (i, j) ou {k, 1), simultanea-

mente.

Nas condi¢des de E porém , entdo para x, y > Al e | A| suficiente-

i !
mente grande a totalidade das desigualdades serdo satisfeitas e o termo {a, b) é maior do
que todo e qualquer termo (i, j} ou (k,!) no dominio 1) que contém = (4 o, + co).

Veja-se [ig. 2,3.

Nas condigdes ji referidas em E e F mas l B g

« e

1o =t
[-—1ix+?iy<—Qii
+ o x — £y <0 — Qu

Seja dado o sistema:

Para que o sistema tenha solugdo sera necessirio que:

Qiu‘

Qij : T
‘——0—>_" Se & , & /-0
o
£y fi
Q‘kl — Qi % 7
__-7’,::*—-—i— Se ‘sz:'fzo
A &j
A demonstracdo é evidente.
Note-se que sendo fi, %1, 7« % < ¢9, serd ainda: Se [ & =0 sera [& =0
|‘—1-’:0 1"‘:4’:0
¢ é idénticamente para i e .
Finalmente: Se £;,8: 550 scra:
Qi 7 L ™ o Qu
- 2 S S 5 X ==Y 2 - ff
5 Fi =l 2
Se i =" =0 sera:
Qui ~ ~ Q‘l
- T T - -
9’}‘ 28]
Como Lim | Qjj|="{at] e Lim | Que | << | 22| para | g | < s
veja-se a definicaode Q,;), para | 1| suficientemente pequeno
serd: P
PR Lt
e 2 4]
l x — oo y=-x= x
] i

Neste caso estuda-se a situagio de varios termos (ip, jp) e de um termo (a, b} ligados
entre si por desigualdades do tipo referido no Caso C. Procura-se provar que existe um
dominio D onde

gl\’ja,h:'l !h ? 4 '!l(ll) > D ”\Aip,ip Il'l,lp 3 k L p==1, - n

p




Sejam dadas n desigualdades de forma

[ @, 2 0
. A ip - 5
a) { Zip X ~ip Y B st Qiip i o mas nao: Kjp = ;:‘jp =0
Eip

Todas satisfazendo as condi¢des indicadas ja, ao tratar dos tipos 3, 5 e 8.
E quer provar-se que:

[ bY 'Mawl . Rk = X Ml . BT Tk

’ MI se ) {Man| . Thl2. . [ki"> Mppl.|"P.1k[P

o

Fomad.

para todos os p (1, ... n)

A s 77777777777
va vl

e RIS 2T e : a (TR
777/7 Dividindo b} por  Ma,n, . [h|" . [k . -/~ 0, teremos
1
r x
o [ MI’[-'»EP ! (ip—n) tip-b)
Fig. 2.5 1> 22— "—7 - ihl . k|
p=1 | Ma, b |
. |h|=gqg"
ou ainda fazendo {
[k|=¢
Serd, nas condi¢des ja referidas atras,
L > £ | Mip, i‘i — & (a—ipy — ¥ (b~ ip)
p—! | Ma,b I
n S — e X A5y
ou 1> ¥ I Mip,jp | ) Tip X Cip ¥
p=1 I Ma,f! l
tendo em aten¢do a hipdtese referida em a) serd ainda:
’ Mij; (I
A {—7px+py -+ ia i r.’,! 5 ) Linq
1> 3 e Mub g
p=s1
”', (i(i;} X - Cip ¥ ‘, ‘Qn];) . ‘ Ll‘k‘[ L
I > 2 e
I, =21
mas de a) sera #ipx — fipy + Qip — — I Ap [ <{ 0

Donde :

-1 Api . lnqi

mas como Ap se pode fazer arbitrariamente grande, a desigualdade ¢) sera sempre satis-
feita. Note-se que Lng' também se pode fazer arbitrariamente grande para 'q| <7 7.

[ facil de ver que se as desigualdades fossem do tipo 4, 6 e 7, a demonstracio seguiria
05 mesmos passos e atingir-se-ia o mesmo resultado.

Caso | — Interessa aqui averiguar qual o valor da soma S na hipdtese de se verificar o caso G,
sendo S dado pela expressio:

PS5 =| M, ph* kM| — | My oo htt KU | Mo, 52 bY ki oh

le desejando-se que — S . 0.



S pode ainda escrever-se:

| Mi!.ﬂv;hi . k“_ LW;;,Lhi? Kki? i_]

S — Mapho ko |]1—! -
e | b M, h kP | | Ma, p h® kI,

o paréntese pode representar-se no espago & (xy) sob a seguinte forma:

| My, 1 i
— (— o C: Lng + Ln — " — —
1—e ( 1IX+}-)IY} fa ‘Ma,ly
= l Mg i2
— {u x — 9 Ln ln —m——
— e (732 G y) Log - Moy |
ou
. e—r—(zilx%-ﬂj») Ingq ‘ ;M‘_’“% B
I\/{ﬂ]l
— (ai2x — jiy) Lng Mi?ia‘1~
— ¢ .
- Mab
Seja : [ — (72 x — B y) Lng = 3 ('y = —(-:-'—?" . ") Lng
L2/
| 5 —= ;3;2 > Z
l = (ay x + & y) Lng = — {1 >z
Teremos :

g — 2z M1 \ + P2 2z IM‘L‘“ }
‘ 1 € ‘ Map R ' Man !

)

o —

f

"
o minimo do paréntese F serd, (se 5 >> 0).
. | — |y !
;o My | LT 0 T
—En Y - e + fCee e ] 7 0
i Mah | [ My |
ou ’ M
v g L 41
i1l Mab ' (52 = ‘”)/'
Y T
Fiz Mgz
i I\/Iah !
ou P My
iy May
Ln e Mg !
iz Mg
| Man |
Zm == 5
Sir e
Derivando uma segunda vez. Vem
o, Co—he g ' + iz
+ 3 e + £ e
| i a
=0 >0 =0 =0 >0 -0

Portanto terd um minimo o paréntese F para z = zm




Como se deseja que S > 0, mas F é minimo para z==zm, terd de ser F < 1. Mas ja

vimos em G que para |q| suficientemente pequeno serd a1 x — Zjg y = ajg X — j2=10
ou %3+ z = 0 donde finalmente z = ¢ porque &j3.
Como P14 2> 0 porque %1.>0 e f[jo >0, serd:

C M
Mn b :
BaktIL _
Misz | 1 (porque z 0)

\1a b I

LD

d)

i

Esta sera pois a condigdo para que z — 0 e dai que S = 0. Se | q| for suficientemente
pequenoe x, Yy >>|[A | e | A| suficientemente grande.

Se tal condigdo d) se verificar é porque o termo (A, b) pode igualar a soma dos outros dois.

A demonstragio foi feita para Bj; ~> 0, é facil de demonstrar para &j; > 0.

Se Pj1=F%q=0 Dbastara fazer:

—( #i2—Ffjsy) lngq=1#i2.2 (¢i2 = 0)
— (=21 -+ 31 y)lng= — 2, z
e daf
Mgy |
Ln (m_) a Ma.,I
& 2 | Mij2 |
Zm = M\Hl ‘
m= - -
ajg —+ Fy
e a condi¢io d) escreve-se:
i .I\/Itjl_
ay 2 ‘ Mﬁnh 1
%2 M2
l Mal)

Note-se que é sempre possivel normalizar o sistema dando-lhe a forma
{ —aix + Bjy <l Qy
+ 2% x —Bjy < — Qu
e entdo sera:

Mi;l —1
Ms]ﬂ {
Esta expressio ¢ extremamente simples.
Note-se ainda que substituindo em F se obtém :
-0 I M 10 Mii
e :_U.l|+e \l ‘Uelr—l para z = 0
Map May
e se desejarmos que s — 0, sera:
i Mij 1 | “+ | My = | Muy |
Assim as duas condi¢des a satisfazer serdo:
B p Mgy
iz | Mye
e
|Mj‘.| +|I\/1ii2|—_|1\/1nbl




Resumo do Método

Tendo em vista o que foi anteriormente demonstrado, pode propor-se o0 método seguinte que
tem a vantagem de ser grafico:

1) Se existir uma desigualdade do tipo 1, o termo ! (a, b) | ndo ¢ maior do que a soma dos
restantes termos | (i, j) | (veja-se caso A) porque nio ¢ maior, pelo menos, que um deles.

2) Todas as desigualdades do tipo 2, podem ser retiradas do sistema de desigualdades, porque
para | A | suficientemente grande sio todas satisfeitas para x e y quaisquer. (Veja-se
caso B).

3) Todas as desigualdades dos tipos 3, 5 e 8, podem ser substituidas pela desigualdade a que
corresponder o maior coeficiente angular (para | A | suficientemente grande). (Veja-se
caso C) Note-se desde ja que, se se verificar a situagdo indicada mais adiante, em 7, ha
que regressar a alinea 3) como se mostrara oportunamente.

4) Todas as desigualdades dos tipos 4, 6 e 7, podem ser substituidas pela desigualdade de
menor coeficiente angular (para | A | suficientemente grande). (Veja-se caso D) e com a
mesma (ressalva) ja referida em 3).

5) Se confrontadas as duas desigualdades apuradas em 3) e 4) se encontrar uma situacio E
entio | (a, b) | ndo é maior simultineamente que o conjunto dos termos | (ij) | e portanto
que a sua soma (para | A| suficientemente grande).

6) Se confrontadas as duas desigualdades apuradas em 3) e 4) se encontrar uma situagdo F,
entio | (a, b) | é maior que qualquer termo | (i, j) | em confronto e ainda que a sua soma
(Veja-se também caso H), para | A | suficientemente grande.

7) Se confrontadas as duas desigualdades apuradas em 3) e 4) se apurar uma situagio G,
entdo h4 que proceder como se indica em 1.

Entdo dois casos se podem dar:

ou se verifica que zm ¢ nulo e entio, para | Al suficientemente grande, a soma
(@ b)! — 1 ({j)| — I(k 1)l <3 e s é suficientemente pequeno.
Nesta hipdtese os trés termos podem ser retirados do confronto.

ou zm ndo ¢ nulo e entdo o termo | (a, b)| nio domina a soma dos termos
1G,j) 1 + I(k,I)| em conjunto e o dominio D ndo contém = (4 ==, + co).

Nota final:

O estudo deste método (grifico), para ser perfeitamente entendido, tera de ser confrontado
com o meétodo inicialmente exposto.

Designaremos este método por «método grafico» porque se ajusta facilmente & representagio
grafica, conforme se mostra adiante numa aplicagdo aos dois exemplos ja apresentados no final do
método anterior.

Aplicacao

Para o efeito, vamos recorrer ao exemplo ji dado anteriormente, isto é, averiguar se as fun-
¢Oes seguintes tém um extremo no ponto (0,0)

4

fixiy) =x2—2xy?+y"—2y
o(xar) =x2—2x vy 4+ vy + y°

Desenvolvendo em série de Taylor teremos:

£ (h k) —f(0,0) =—A £, |- 1| ATE,, 4 4.1.'_ AV fay +
2! 31




ou seja:
fhk)—f@©0)=1.h*—2 htk¥ 41 .kt —2 k¥
e fhk)—200) =1.h*—2 h'k¥*+ 1 k*+ 1.k"

Para a fungao f e ¢ pode formar-se o seguinte quadro:

[ h? k¢ ‘ 20 | -1 _1 1 [
2
1
f [V e e - _ ;
R N Bt t
1 ! |
0 e L _ |
I N, .
_f_\AaLj : b Ln _1\«’11 ’ LG q : ]‘.n &l ‘ ;1 I ‘
Mu b i 2 ‘L Ma h | e q=— ! ¢ i T\"Ll b LG q
ol E— T
h? k? —; 5 -1 1 1 ‘
| !
@ ho k¢ 1 ' -1 _1 .
2 |
|
1
ho k® _2_ ’ -1 1 ! . T
i \

Donde resultam as desigualdades seguintes:
Xx —2ysil

—x +2y«1
x —3 =0

f —>

x —2y<_1

-G

10




Note-se que as coordenadas x, y agora empregadas pertence ao espago & (x, y).

E facil de representar estas desigualdades no espago { (x, y)

Verifica-se que tanto para % como para f se encontra o caso descrito em G . l _C._}i.‘_ > ?k—)
. P Ce /
. N 2 1
Com cfeito : { = > — ~-}.
y 2 2
Cnt3o, calculemos zm como se aconselha em |
b My
?'i N b
Ln SR N . P
et NMie Lo l R . S |
N ) —1 i
Zm - . . = = = s o
[ SN 242
Portanto para x,y > | A{ e | A| suficientemente grande serd | { (a, b} | — | (4, i —
— | (k, )] |-< < Por mais pequeno que seja 2.
Donde as séries (fih, k) — £(0,0)) e (>(h, k) — = (0,0)) terdo um sinal que dependeri
do sinal de — 2 k* e 1. k" respectivamente, se x,v > ! A | e | A | suficientemente grande, ou

seja | hh]l, ik <3 e 3 suficientemente pequeno.

Entio como —2k' (para k>>0) é negativo e 1. k">>0 qualquer que seja o sinal de h, k
e ainda por k 7> 0 ndo torna o termo k' k* positivo, entio pode concluir-se que a fun¢io f nio
tem um minimo em (C, 0) ¢ a funcio % tem um minimo em (00).

Aivertincin

Aproveita-se a oportunidade para chamar a atencdo para os termos de expoente impar que se
comportam como termos pares.

O termo — 2 h' k? s ¢ negativo se h™>:0 tk pode ser + ou —).

O termo — 2 h™ k' s0 é negativo se k > 0 (h pode ser + ou —).

Contudo o termo < | al h! k* que também ¢ impar, quando se impde h >0, como convém
para tornar o termo — 2 h! k* negativo, isso implica tornar o termo la | h! k¥ pesitive e inver-
samente

Isto ¢, ha termos impares que sio sempre positivos quando o termo impar em estudo ¢
negativo,

Termos desta natureza comportam-ce em relacao ao referido termo impar (no exemplo — 2 h! k?)
como positivo para o efeito da comparagio.

Este ponto nio foi referido expressamente ao tratarmos os Teoremas II, III, IV e X, deduzidos
anteriormente.

Na continuagio deste artigo, serd apresentada uma generalizacdo a um espaco de n dimensées.

RESUMO

Neste artigo apresenta-sc um mdtodo arafico para tratar problemas de extremos,

SUMMARY

In this article is presemtad a graphical method to treat Ihe problem of extremes.
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