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Pref. do 1. S. T.
Introdugao

A resolucdo de sistemas clasticos e viscosos sujeitas a forcas extetiores e deslocamentos impos-
tos foi problema que sempre mereceu a maior aten¢io por parte dos engenheiros.

A dificuldade residia sobretudo no elevado ntimero de operagées numéricas necessirio a sua
resolucdo o que tornava impraticivel o método exccto a partir da ordem 6.

Desenvolveu-se, por isso, toda uma série de métodos aproximados que envolviam sempre
simplificacdes quer do modelo fisico quer das opera¢des numeéricas a realizar.

Entretanto, di-se o advento dos calculadores electronicos e é mister repensar o problema a

luz destes novos meios de calculo.

E nessa inten¢do que se apresenta uma aplicagdo do calculo matricial & resolu¢io do problema
onde se cuidou especialmente das forcas de atrito viscoso, que sdo, em geral, sacrificadas nos mode-
los fisicos aproximados pelas dificuldades de calculo numeérico inerentes.

Nesta aplicagio admitem-se nio sO forca de atrito em relacdo ao referencial mas também o
atrito dentro do prdprio sistema.

Sob o ponto de vista formal considera-se a posicdo do sistema definida por um tensor de
1.2 ordem x num espago a n dimensdes e estabelece-se por meio duma matriz rectangular a ligacio
de ¥ no espago i, com as forcas aplicadas e deslocamentos impostos descritos num espago 'n+m -

Tanto o espa¢o ¢, como ¢+ m sdo afins (nio métricos).

A) Equacdes diferenciais definidoras do movimento

A1) Preposicdo do Problema

Seja dado um sistema S caracterizado por n parimetros x'.

A este sistema S aplicam-se n forgas sendo —fi (1) a for¢a segundo x!, também a este sistema
se ligam m deslocamentos y® que estio correlacionados eléstica e viscosamente aos pardmetros x!.

O Modeclo fisico admite a hipdtese que entre o espaco (—fi, y°) de n-+ m dimensdes e o
espa¢o x' de n dimensdes existe uma relagio matricial da forma seguinte :
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Admite-se ainda que todos os »'* e [, sdo constantes para um dado modelo.

A matriz M  serd, em geral, ractangular.
1, (ntm)
Designaremos por coeficientes de influéncia aos 2'% e £F

(1) O sinal (—) ¢ arbitrarie e tem apenas par objeclivo dar 3 formula tinal um aspecto yue a torna semelhante

as formulas similares encontradas na literatura para sistemas mais simples.



As unidades de medida siao diferentes contudo :

. xt cm 0° (dngulo)
il — - ou o~ por exemplo
—fx dyn dy;l > cm
ci y" cm c¢m
fe — -7 = ou - = por exemplo
X! cm 0* (4ingulo)

Partindo a matriz M em duas M- e M3
ri, (- m}) n, n 0, m

Podera expressar-se a relagao entre (f e y) e x da seguinte forma evidente :

Ix] = M. . [—f] + M. [y¢]

n, 1 n, n n 1 n, m m, 1

ou na Simbologia de Bodewig :
x=— Mz . f -+ Mi.y (1)

. . —1 ~ . ’
Dum modo geral M, admite o seu inverso M, e a expressdao anterior (1) poderd escre-
ver-se ainda

A

M. D x= M'".M, . (=) + M," . M; .y
M, x= —f - M M.y (2)

A expressio (2) constitui uma aplicagio do «método dos coeficientes de influéncia» mas
descrita em simbologia matricial.

A 2) Avaliagao das fergas — f :

Convird agora estudar a natureza das forgas (—fi).
A forca —f; vai resultar da soma de forcus de inércia (mfi) forcas de afrito viscoso {R.x e Tie),
de forcas aplicadas exteriores ao sistema (cofi) e de deslocamenios (ye).

a) Forcas de inéreia

Para estas forcas admite-se a relagio formal seguinte:

mfi = mi; D? x; sendo D? =

Sendo mi; um cocficiente com a naturcza de uma massa se¢ x! for uma distincia ou de um
momento de inércia se x! for um ingulo.
A matriz M conforme indicado abaixo

x1 X2 X1
m i mil 0 0
mls 0 m,s 0
= M
(u, ny
min 0 INnn




permitird escrever :
[mfl’] — I\'I . D’? [Xj]

ou wf = M . D? x {3)

b)  Furgas do tipo Ry

Consideremos a matriz de Base R, com a seguinte forma

x! X2 X1
x! Rin Ry Rin Segnificando Rix a constante de
x? Ra Rm= Rin atrito que liga a forca de atrito
R, realizada em x' em consequéncia
i Roi Ry Run do movimento relativo de x¥.

Admitiremos, no modelo fisico em estudo, que se verifica a relagdo seguinte :

rf :ZRikD(Xi — xk) = (3 Ry) > Dxl — X Ri Dx®
I4

K k

Se designarmos por :

I:Rln 0 0
R, = .
4 0 2 Ruk 0
0 X Ruk
K

sera em simbologia matricial :

[Rﬂj :l(_, D |Xi]——RUD [Xil

Designando por R == R; — R, com a forma:
(:Rnc) — Rn — Ry — Ruy
L
Bodewig — Ry (2- R‘)k) — R — Ry
TR =R, - R,
— Rut - Ru? = Rxxk —_ R:m
k
Sera :
[RE] =R D [x']
Jd =R.D. 4
e, em simbolos de Bodewig, uf R X )




b2) Forcas do fipe .,

Consideremos de novo uma matriz ro de Base com a forma seguinte :

yl y‘Z ....................... y
Xt T T I o Dum modo semelhante significara
ric a constante de atrito que liga
X ry  In T a forca de atrito realizada em xi
— To cm consequéncia do movimento
relativo de y*©.
Xn I'nl Ty Tium

Admitimos que no modelo fisico se verifica a relago:

fi = 21ia D X' — y") = (‘: fi?) D xt— e Dy"
(=) .2 [V}
A matriz rectangular r  permitird uma descricio completa das forgas .f.
iy (n 4+ my
x1 X Xn vio oy
x! S1e 0 0 | -— Tio — TIim
i !
x? 0 Zr9a 0 ' — Tic — Im
I'a ry ——= — Io
[WEREMS] ‘ (nym)
X 0 2 tne I — m — T'nm
e i
Donde r = ra -}- » e ainda:
f—=ra.Dx 1. Dy =—ra. Ox —r . Dy (3)

Resumindo, as forgas de atrito viscoso sdo:

W+ F=RDx + ra Dy — 1Dy

rE + rf — (R + r‘d) Dx— I'oDy (6]

3 — Forgas aplicadus exterioree — of

o conjunto destas forcas constituirda um vector da forma

[—ofi] == f ()

(1) O sinal {—) ndo tem qualquer significado ¢ destina-se a dar a0 formulario um aspecto geral que coincida
com o formuldrio simplificade referido na literatura.



A 3) Equacgdes #o movimento :

Expressao geral que define o estado de movimento do sistema.
A expressao (2) diz-nos que:

M . x =—f + M ' M.y

2
mas

f:mf+Rf+rf—cf

mas atendendo a 3, 4, 5 e 6 . sera.
f=M.D?x + (R +ra) Dx — 1r,Dy — &f (8)
Substituindo (8) vemos, depois arrumados os termos, por outra ordem:

M. D?x - R+ra) Dx + M, x =M, Ms.y + raDy + of (9)
Esta expressdo em linguagem matricial &€ formalmente muito semelhante & empregada para
resolver o problema equivalente para 1 grau de liberdade.

mD?x + RDx + Kx =Ky 4+ RDy + f

O confronto faz-se para mostrar o desenvolvido conteiido da simbologia matricial.
Descrita a equagdo dindmica do sistema S terd interesse em resolver dois problemas funda-
mentais.

— Calcular as frequéncias proprias do sistema.
— Calcular um integral particular para um dado sistema de forcas aplicadas.

B) Frequéncias Proprias do Sistema

Na determinagdo das frequéncias proprias do sistema hd que impor a condi¢io que o sistema
esta livre e entdo serd:
f=0 y =20
Donde se conclui que
Dy=0
A equacio (9) reduz-se a:
MDx 4+ (R+r1,) Dx + M} x=0 (10)

O Meétodo a empregar seguira a via classica.
Facamos
x == a, et

Semdo: p=c + dj a frequéncia complexa a determinar, a. uma constante paramétrica.
Sera entdo

Dxj = p.efl, a
D?Xi: pZ’ el ai

Substituindo em (10) e recordando que "t e p sdo escalares
Teremos

e PP M la) + p (R Frdlal + My



1|

e como este sistcma tera de ser satisfeito qualquer que seja t, sera:

{PM + pR+1) + M} lal =0

ou finalmente
p’M 4+ p (R+r,) + M, =0 (11)

A anula¢io da equacdo matricial (10) fornecerd uma equacio em p de ordem 2 > n cujos 2n
e raizes (reais ou imaginarias) permitem interpretar o problema.

Assim : .
Bi} Se pk=ax rbej sendo ax e bi reais

Significard que haverd um frequéncia proprin bk, amortecida se ax for negativo (como sucede
com o afrito viscoso) ou ressonante se ak for positivo (como sucede se alguns dos R ou r nio for um
atrito viscoso).

B:) Se pr=ar T b sendo ax e bk reals

Significa que o sistema nio vibra paraesse valor de p, e terd um movimento divergente ou conver-
genfe conforme pyi for positivo ou negativo. Se R e r resultarem de atrito viscoso serd ax + by <. 0.

B:) Se p:x=a:c sendo ax real a raiz é miltipla (sem vibra¢io).

B:) Se pi=(axd by i)’ a raiz ¢ mdltipla e complexa p vezes, etc., etc.
) {ntegral particular para o sistema sujeito a forcas aplicadas e deslocamentos forcados

O problema terd tantas solu¢des quantos os esquemas de forgas aplicadas e ou deslocamentcs
forcados.

Porém, sendo aditivos os efeitos resultantes dessa aplicacio de forcas ou deslocamentos e
sendo ainda possivel o desenvolvimento em série de Feurier de uma fungdo periddica, bastara estu-
dar os movimentos do sistema pela aplicacdo simultinea de um sistema de forcas =f; e de desloca-
mento y, que gozem da propriedade de screm harmodnicas ¢ da mesma frequéncia.

Seja entao
ofy = g e sendo: gi a amplitude de efi
y¢ —= he € he a » de y*
Sera ainda Dy® =5 . he. e s imaginario

O integral particular serd de forma:
- :t .

xl= a e Desde Dx' —s.e . a

Dkl =% . e | aj

Substituindo, f;, y?, Dv*, x', Dx', D*x' na equa¢io geral do movimento (9). Teremos:
St f o, N st
e (6@ .MFbs. R+ra)+ M, )>[alf=1M, Me.+r,.5).[h] + [g;]} e

e como esta expressdo terd de ser valida qualquer que seja t, sera:

al={M+ s R4+ ra+ MM Ma + 1, ) [hel + [zl

e o movimento serd dado por [x'| = e’ . [a'].

~

(1)

cscalay

(1Y O movimento serd dado pela componente veal de  xi



. -1 -~ v . . s . .
Como as matrizes M, R, ra r,, M, , sdo calculaveis a partir das caracteristicas do sis-
tema e s, [he] e [g] sdo dados pelas caracteristicas das forgas aplicadas e deslocamentos forcados, é
possivel calcular [a.] e dai [x'].

D) Resumo das Upera¢des de Calcule numérico:

O método envolve o conhecimento de um certo niimero de dados a respeito do sistema . e eles
sdao ., 5 matrizes:

1) Dados do sistema

wl Xt
1.3) A Matriz Mz= 2y @y x!
won
il Xn,n xn
y! yn
1.2) A Matriz M3 = £l al X!
1, m
[ fon
*"ll] Pm xN
XI pall
1.3) A Matriz R, = Ry Rin x!
m, 1l
Run Ran XA
yio o ym
1.4) A Matriz r, = i Iim x
n.m
Tnl Tu, m X'
xt L xd
1.5) A Matriz M = mij 0 x!
0 Mpn xi

2) A partir destes dados é necessirio proceder a um certo nimero de operacdes, cssencial-
mente 4 operagdes a saber.



2.1) Inverter a matriz M. para obter a matriz M,

2.2) Obter n somatérios de forma geral 2 Rix, para formar a matriz Ra.
4

xU xH
Ry = 2 Rik 0 x!
K
0 ERnk
k x7

2.3) Obter u somatdrios de forma geral 2 1, para formar a matriz 1,

XU XN
D
ra = & Tie 0 x!
e
N
0 ~ I'ne
e P&

2.3) Somar as matrizes R., Ra e ra para obter
R‘J[‘Ta:Ra—Ro‘l’fa
Nestas condicees é possivel escrever a expressdo referida em 9)

MD2x + (R4 ra) Dx -+ M, x=M;"Mpy + Dy + «f

3) Para resolver o problema referido em B), isto é, determinar as frequéncias préprias do sis-
tema é necessario ainda proceder as seguintes operagdes :

3.1) Multiplicar a matriz M pelo escaler p?.

Como p ¢ um numero complexo da forma a + bjtudo se passa como se tratasse de dois

produtos um {(a® —b* ¢ outro 2ab.
3.2) Multiplicar a matriz (R 4 r,) pelo escaler p igualmente haverd quc efectuar o dobro

das operagBes por p ser complexo.

3,3) Resolver o determinante A formado a partir da equagio :
A=p"M4+pR+1) + M =0

Este determinante é de ordem n mas em virtude dos elementos serem complexos havera que
proceder ao dobro das opera¢des numéricas.

’ 13 A A‘: — 0
Com efeito A == 34 + Api e serd necessirio quec simultineamente seja { '

3y

3,4) Finalmente haverd que procurar as rajzes das equagdes de ordem 2 ™I n e discutir os

resultados.

4) Para resolver o problema referido em B, tendo ja sido efectuadas as operagées 2, isto é,
procurar o integral particular para um dado sistema de forgas e deslocamentos sera necessario:




4,1) Repetir
ricas a realizar porque ; ¢

as opera¢des
um imagindrio puro.

4,2) Inverter a matriz ("M 4~ s (R =

4,3) Multiplicar M, e M. .

%4 Multiplicar r,, Matriz (n, m) pela escalar « .
4,3) Somar (M M, + 5. 1)

1,0) Multiplicar (M M: = s 1) >~ [h.].
4,7) Somar | M, My + s1.) . [he] 4 [g].
4,8)

SR+ Ry + M)

4,9) Multiplicar o vector [a] pelo escalar e

para obter o vector [a'] |

Em resumo dj alinea D) pode dizer-se
e m foremn elevados, é ta] que sé por
utilmente o problema.

Mas, hoje, estando esses meios
nao justificam os métodos

mecanicos de c4lculo
aproximados usados até aqui.

E) Energia do mavimento
Tem interesse, por ultimo, calcular g encrgia
com o trabalho das forgas exteriores.
A linguagem matricial ¢ particularmente comoda.
A expressao (9) pode cscrever-se

postla

M D¥x + M;‘ X ~=

Internando todos os termos por Dy poderd escrever-se

MD?x.Dx 4+ M~1x | Dx = (— (R4 ry)Dx - MZOM, y 4

o

qQue o numero de operacdes numéricas
intermédio de calculadores electrdnicos scrd possivel abordar

in

31 e 3,2, porém neste caso haverd metade das operagdes numé-

ry) + M) esta matriz tem a ordem |

Multiplicar a matriz obtida em 4,7) que alidgs ¢ um vector, pela matriz (s? M -

para obter o vector [x'.

a realizar, se

a0 alcance de guase todos 0S paises ji se

jogo no movimento e correlacionar

~ (R+-r.) Dx + MM LYt Dy & oof

Integrando a expressio acima em ordem ao tempo e recordando que:

Sa0 constantes

1
D'*x.Dx= X D2yt + Dx'" ¢ um escalar
i
Il
X . Dx= X xi Dxi ¢ igualmente um escalar
i_V
ot , n ol o 7 o ! R L2
D*x . Dx dt = 2 | Dx'. Dx'dt — X L (Dx‘)Q)
v oto i==l « o i1 2 l 10
vt} n vt . n 1 J . ‘Il
/ X . Dxdt = 2 X, Dx‘dt:l——'!(x‘)i"
<o =1 e o i= 2| {!o



Finalmente que todas as parcelas do paréntise do 2. membro tém a natureza de uma forga, e

o seu produto por Dx, significa uma poténcia e o respectivo integral no tempo um traballe.

Teremos
1 no Y 1 y U
ML 2 ((Dx‘)-) 4+ o ME X ((xl)z) o
2 . P
2 it "o 2 i1 /o
Eacrdia cindtica do sistema En«rgia de posicio

Atl ~ 1l
= | |{R+r). D+, Dy} De.dt + |

MM, v A ef ) Dy . dt
o J ( 2 3J3+e)

to

Trabalhe de atrito externo c interno I'rabaillo @as torgas externis
e deslocamenios externas elisticos

Terminada a exposi¢io do método, em artigos seguintes serdo apresentados alguns problemas
resolvidos por meio do formuldrio atras deduzido.
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