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Introdugiédo

Quer no plano da Fisica Tebrica, quer no nivel das suas aplicagdes
praticas, s8o numerosos os problemas que implicam a resolugdo de equa-
qées diferenciais ordinarias; de derivadas parciais ou, ainda, de equa-
¢Oes de diferengas finitas. Ndo existe qualquer método absolutamente
geral para a resolugdo destas equagdes e os métodos classicos, muitas
vezes de dificil utilizagdo, s#do ainda complicados pela necessidade de
se atender constantemente &s condigdes nas fronteiras e de se introdu-
zirem as condigfes iniciais.

Com. base no método simbdlico de Oliver Heaviside(1850-1925),criou-~
~se, j& no nosso século, um processo simples e elegante de resolugdo de
equagdes,bem fundamentado do ponto de vista matematico,e que é designa-
do por "Calculo Operacional' ou géjgggkg§_§y§p§fpyp§§§§Ligajgggygqg.

O _gue caracteriza este método, e lhe confere o seu principal inte-

resse, & que as condigOes iniciais e nos limites (fronteiras) sfo_auto-

O conhecimento elementar da transformagido de Laplace permite a re-
soluglio de muitas equagdes diferenciais ordinirias de coeficientes cons
tantesj;para o caso de algumas equagbes diferenciais'lineared' das equa-
¢des de derivadas parciais, equagdes integrais e equagdes ndo lineares,
é necessario generalizar para o dominio da variadvel complexa. Nesta pri

meira parte, faremos apenas o tratamento elementar.




Definigdo da transformagfo de Laplace

Dada uma fungdo f(t) definida para valores de t>0, e nula para t<0
chama-se transformada de Laplace ou imagem de f(t) & fungdo f(p)
al ous

= ' (%)
f(p) = /v ¢7PY r(t)at (1)
0

que pode escrever~se abreviadamente

T (p) = L £(t).
A dnica condigdo que imporemos, por agora, a p € que O seu campo

Gex)y

de variagdo seja tal que o integral (1) exista (ou seja convergente

CondigBes de existéncia

A transformada de Laplace existe para as fungdes f(t) que satisfa-

gam a desigualdade

1 -
ge—ptf(t) <x o (pralt (2)

em que K é uma constante. Ouando p>a e t -*oco 22 membro da desigual-
dade tendera para gzero.

A condigd@o (2) é, pois, equivalente a estoutra

lim e-Pt f(t) =0 (3)
t Doco

Vamos agora demonstrar alguns teoremas que simplificam o c&lculo

B —

(%)No integral (1) p _é uma varidvel real ou complexa. Quando p for
» um ‘imagindrio puro, f (p) reduz-se a transformada de Fourier de uma
’ fungdo f(t) constantemente nula para t<0. Gom efeito, recorde-se
que a transformada de Fourier, F(:), de uma fungdo f(t) é definida

pelo integral

i itx
F(x) =/ f(t)e " a4t

—O0
s [0
(**)Um integral ,f f(:z)dx converge, ou é convergente, quando existe
6]

e &.finito o lim ja f(x)dx.
a —$=+’0
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das transformadas de Laplace.
I. 1 - Teorema da lincaridade: A transformagZo de Laplace é uma trans-—
formagédo linear que satisfaz o princinio da sobreposigéo'. “
% uma consequéncia imediata da definigdo da transformagio de Lapla-
ce e das propriedades dos integrais.
Com efeito, a transformada da fungio K f(t), em que K & constante,
serd
LK f(t) =K T £(t) = K f(p)
e, por conseguinte,

1 f1

Hhi

L[Klfl(t) + K, fz(t)l =K (p) + K, £, (p)

I. 2 - Tcorema: "#Se f(p) for a transformada de Laplace da fungdo f(t),
f(p-a) serd a transformada da funcgéo eat f(t)m,
B, também, uma consequéncia imediata da definigdo.

Com efeito,

7 0 (5
j/ Pt 2 peiyat - j( (Pt ¢ (1yar = F (p-a),
0 0 .

. R ~ at :
donde se conclui que multiplicando uma fungido f(t) por e  , a trans-
formada da nova fungdo esti "desviada' de a em relagdo a transformada
de f(t). DPor isso se designa este teorema por 19 teorema da trans-

lagdo (First Shifting Theorem).

Iransformadas de derivadas

I. 3 ~ Teorema: "Se for 1lim e-ptf(t) = 0, as transformadas de Laplace
t - im0

de f(t) e da sua primeira derivada satisfazem a equacgdo
L £'(t) = p f (p) - £(0) ",

Calculemos o integral
Q) -
[’e Plei(e) at
.70

Integrando por partes, vem

_| .opt £(t) {] o * D / e‘Ptf(t)dt = -£f(0) + p £ (p)
0

ou

Ll £r(t)

I=p§(p)—f(o)

c.d.d.
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Para se calcular a transformada da 22 derivada, procede-se andlo-

gamente
(™ -pt £ 1 2
f e £(t)dt = [>e PE opr(e) [+ [ e™Pt pi(t)at
-0 . 10 ~jO

e, portanto, se for lim G-pt fr(t) = 0, viré

t R T

L f7(t) = -f'(0) + p L £'(t) = ~ £'(0) + p { p f(p) - f(O)m =

~£1(0) + p° F(p) - p £(0)

p° F (p) - p £ (0) ~ £1(0)

Repetindo n vezes este processo, obteriamos a transformada da deri-

vada de ordem n:

e ) = o Fp) - L £(0) ...l —p £B72) (o) - (071D (g

que é apenas vélida se f(t) e todas as suas derivadas atid & ordem

n-1 forem continuas,

Exercicios

1 - "Considere--se a fungdo f(t) = 1 para t>-0. Determine a sua trans-

formada de Laplace'’,

- /'/C‘ -
F(p) = | ePat -2 Pt 'o _ 1
/0 | P
2 - "Calcule a transformada de Laplace da funcéo
f(t) = A + Bt + Ct2 t

Em virtude do tcorema (I,1l), viré

L f(t) =L (A + Bt + Ctz) = L(A) + L(Bt) + L (Cta)

o=
L(A) = /f.e"Pt Adt = A |-ZePE] A
0 PP fo P
C-u-‘ £ F G " ( o—=1 Q-/——\O:r
L (Bt) = //’e P Bt at = B L(t) = B )/ Pty at - 3 |-t L Pt

S {

+ - / e..pt dt\ = Bl L" —- e -pt ! = B % }A - ...—1.3~
P 1 2 =72
p
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Seréa, por conseguinte

L (A + Bt + ct°) =

S
n
(@]

3 = Y"Calcular a transformada de Laplace da fungéo

£(t) = t" ",

-

p
L(t™) = } TP M gy o |- E TPE ' =
0 B do P /o

| e
f"

L (") = ) e™Pt ¢n~1 4y Tl J o eTPE T g o L oge
0 0

it

t dt

[ ' e t _
n-2, -pt ,n-2 n-2 f e7PE P70 gy o BIE g (4770
0 0 E

e G e g o et iy b A e e ke B b Aee

L(t) (ver problema anterior)

Vird pois
- - 3
L(t%) = i_, gb}‘o Rgg_ veooe 2 o 15_ "“_E;i"
B b r 1Y

4 - "Determinar a transformada de Laplace da fungéo
) - Kt
f(t) = e f1

—_ N %]

O
/ -pt Ikt B /me-(p-i-l‘{)t 1 ={p+E)t

+
(e-Kt)

L dt = - meme——= 2

dt = } ~
0 QO p+K A0
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5 - Determinar a transformada de Laplace da fungdo
f(t) = sen vt i,
(38
( |
L(sen wot) = J e'-pt sen (vt dt = | - ;-e“pt senist +
0 P . |o
5
S
(e “Pt
+ == € cos ust dt
P/
- ) " > o
s e |
AR = e pt cos wt 1 == [ e pt sen Wt dt
P l D S WA 5
|
. (sen v t)
b P
2
W w
=— -3 L (sen wt)
b b
2-
1 + *ﬁi->L(sen wt) = e
2 2
p 7/ p
2 ©2
2 2 o
L(sen Wt) = m._.P...._z- - — P = et e
1 + ..(.i)...-... P.-“.+~.(£—-< p + Lﬁ
2 2
b b
Ou, de outro modo:
i:vt g
Como: e = cos wt + 1 sen wt
e-l\dt =cos wt -1 sen wt .
Subtraindo, vem:
. . iwt ~jwwt
J -t -
et b et g = 2 1 senwt J. osen Wit o= —tmeme—m Sl
2 i
e, portanto:
Ciwt -iwt\ . .
L (senwt) = L Qe ey S Zopet Ut L W
2 i 2 i
1 / 1 1 \\ 1 Lo
2 L + 1.
e e E e __;9_*_.2__.,“__5__3\“
21 ~p - iw P + i%y 2 1 T+ )
1 2 i w (s
= ST o= TS T (Ver problema N2 4)

21i p +w P +w
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6 ~ "Determine a transformada de Laplace da funcgdo
. f(t) =t sen wt i,
Aplicando o teorema (I.3), teriamos
. L £7(8) = p° F(p) - p x £(0) = £+(0)
" em que
f(t) =t sen wit
fr(t) = sén wt + wt cos wt
CEM(t) = 2 wcos Wt - wS t sen wt
e, portanto,
£f(0) =0
£*'(0) = 0
Teremos, por conseguinte:
S 2
2 wi(cos wit) ~w 1L(t sen wt) = p2 L(t sen wt)
2w L(cos wt) = (p2 + uJZ) L(t sen wt)
Mas o . . . co
T(cos wt) = /{” o PY cos wt dat = [- = ¢7PY cos wit -
P
0 0
(&)
- ¥ empt sen Wt dt = i‘ - L{sen wt) =
P Jg i P
‘ s 2 2 :
B VS N (ST N R SO
2 2 2 2 2 2 2
p P P +tw P N\ P o+ P P +w P o+w
Portanto ;
2
2 xu~~-é-——13~~2~ = (p° + of) L(t sen wwt)
P o+
Donde: L(t sen wt) = -- > 2B
2 2,2
(p” +w)

7 ="Calcule a transformada da fungéo
f(t) = shwt i
Por definigédo

: e'.ut - e wt
% h:wwt = ==~ e
; s 2

A transformada sera

7 N _t»"t 3 ~-wt oo B _ '
/ P & e dt = L ] e (p -t . e-(P +w)t at |
0 0 :

L( Shwlft )

1 [Tep -t o
/ A f TP It gy
2 0]

n -
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co -
_ L 1. ~(p-w)t 1 ! =(p +w)t
-2 P ~w ° 2 | Tp+o ©
1o ' 0
L 0 X i L pAwoptyd M
T2 p-w 2 p+w 2 2 -2 2
@\ ...... P - WJ P - w
8 -~ "Calcule a transformada da fungdo f(t) = chwt ¥
wt -wt
Por definigldo chwt = w9~«42§1~w~v
A transformada scra |
(e ot oo B u_rb w L2 g
L(chwt) = ¢ P chwt at = e PP S LA gt =
0] 0 2
T (- (b )t
- %ﬁ /f R (p -t .o (p +w)t| at
0 |-
o co
- - - o}
=*~]2“—/ e (p -t dt + ;‘ j e (p +v)t dt
' 0 0]
& . _ en - - oo
| _ll oo -(p-wdt N S -(p +w)t
=2 P ~w T2 p +w ©
0] J 0
X 1 1 1 prwsp oo B
2 p -w 2 P +w 2 pz-w PZ‘UF

9 ~ Determine a transformada da fungdo

.tIl
£(t) = =

if

Pelo teorema das transformadas das derivadas é

L (6) = 52 F () - o™ £(0) ...... cp £y L p(0=Dd gy g
mas
| t ™
. £(£) = ] £(0) = 0
- . n n-1 ;2L
Er8) = = 8 T = T £1(0) =0
. n-2
(L) = 1531:3%3_ LB "hjl'édﬁn £(0) = 0




..9_
(n-2) £ (n=2)
f (t) = ""é":'“" f (O) = O
kad - -
plo-Dgy b C g £ (Do) = o
B £y L
Portanto, substituindo estes valores em (1), vem
n
n t
L(1) = p I’( ni )
e como L(1) = %- ,teremos
n foamy
Lo oo () St 1
p—p n: ; " ‘—n? ’/I-pn+l
10 -iCalcular a transformada de Laplace da funcgéo
£(t) = cos® wt i,
: Como
é cos 2wt = coszudt - senab)t = COSZLut -1 + cosZUJt = 2 cosZth ~1
¥
3 vem
2 1l + cos 2wt
L cos wt = =gy e
e 2

e podemos escrever

2 1+ 2t Y nt 1
L(cos“wit) = I, =" LOS8. el = / e“'P'L L r cos 20t dt =
0

2 2
o o
- 1 -
= %- /[ e pt at + > /[ e pt cos 2wt dt
o) 0
B, oo
1 1 -pt 1
=5 -7 P + é'L( cos 2wt) = -+ -r21~2f'1l~§- (ver problema
|0 2p 2 p o+ b Ne 6)
- ox bw? s p? - 2p° + b pP w2t

2p(p2 + htua) 2p(p2 + 4&02) p(p2 + htua)
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1.~ Transformacfo de eguagdes diferenciais cordindrias

Dada uma equagdo diferencial ordinaria e substituindo cada um dos
seus termos pelas respectivas transformadas de Laplace, obtemos uma
equagdo algébrica, em qgue a incdgnita é a transformada da fungdo que
satisfaz & equacgdo diferencial.

Resolvendo a equaééo algébrica, obteremos a solugdo da equagfo di-
ferencial proposta pela transformada inversa.

Seja a equagdo diferencial

2
d»~g-+ K% q = F(t) (II.a)
dat

Multiplicando por e“pt

e integrando entre O eoo, obtemos uma
equagéo entre as transformadas.

Calculemos estas para cada um dos termos:

;2
Lk-i:%) = p2 a(p) - pq(0) ~ q*(0) (pelo teorecma I.3)

L(K° q) = K° q (p)
L \F(t)'= F (p)
Substituindo em (II.a), vem
p° 3(p) = pa(0) - a'(0) + K° 3(p) = F(p) (IT.b)
ou

(p° + XK9)a(p) = pa0) + a'(0) + F(p)
Resolvendo em ordem a g(p), vem
3(p) ='EQQ2)'flgiﬁ9)'+ ?éﬁ)”“é. (IT.c)
p + K p + K
(ITI.c) designa-se por equagfo subsididria da cquagio diferencial dada.

A funcgéo p2 + K2 chama-se fungfo caracteristica,

O primeiro termo do 22 membro da ecuagdo (II.c), fungdo das con-
digdes iniciais, é a transformada da solugfo que tende para zero quan-
do t ~coe que por isso se chama a solugdo transitéria; o 29 termo é
independente das condigdes iniciais, nf8o se anula quando t -Pwoe & a
transformada da solugdo a que chamaremos gztacionaria ou permancnte.

A primeira corresponde ao integral geral da ecquagdo homogénia (sem 29
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membro e a segunda ao integral particular.

Aquelas designag8es tém origem nos problemas fisicos que se tra-
duzem por equagdes diferenciais ordinérias, nomeadamente nos circuitos
eléctricos a que se aplicam tens8es, constantes ou variaveis, conheci-
das. De facto, ncstes casos, ¢ noutros semelhantes em diversos domi~-

nios da Fisica, o integral geral da equagfo sem 22 membro traduz o

P

Go circuito que tende a desvanecer-se rapidamente

regime transitorio

com o tempoj; o integral particular traduz o regime estaciondric do cir-

cuito que persistird enquanto se mantiver a tensido aplicacda.
Ainda por influéncia dos problemas fisicos, a(p) designa-~se por
transformada de resposta e F(p) por trausformada suia.
ualquer que seja a equagéo diferenrcial ordindria provosta, a
equacgiio subsidiaria sera da forma
£.(p)  1,(p)

A(p) = = (II.7)
f(p) f(p)

2. Transformada inversa
Determinada a cequagio subsidiaria, teremos que efectuar, como dis-

sémos, a transformada inversa, que representaremos por

.-“"-l -

L~ q(p) = q(t)

e quc nos dard a solugdo ¢(t) da ecquacgiio proposta. INos casos mais fre-
quentes bastara consultar uma tabela de transformsdas de Laplace ¢ apli-
car o teorema(I.2).

Outras vezes, serd preciso modificar préviamente a equagis subsi-
didria de modo a decompd-la em ter:i:os que figurem nas tabelas. Isto &
possivel porque, em geral, a =zquagio subsididria aparece na forme

q(p) = Agﬁl
B{p)

quando a equagdo dada é uma equacgdc diferencial ordinaria de coeficien-
tes constantes. |

A(p) e B(p) sdo polindémios scndo, em geral, o grau do primeiro
nrenor que o do serundo.

Neste caso, decompde--se B(p) cm factores e exprime-se g(p) numa
soma de fracgdes parciais cuja transformada inversa poderemos, em regra,

realizar facilmente.




L

J _..1.2:_

NOTAS:

l. Para se realizar praticamente a decomposiqéo_derumtquociente-de'po—

lindémios numa soma de fracgdes parciais, procede-se do .seguinte modo:

a) Tactoriza~se o denominador;
b) Iguala-se o quociente a uma soma de fracgdes®ciujosS denominadores
s8o os factores determinados na alinea anterior e 'cujos numerado-

res s8o constantes c esess a determinar;

l! 02!

79 Cpo1 ceevey | ©os
igualdade resultante pelo menor miltiplo comumdos “denominadores

c) Para calcular c multiplicar-se ambos- os' membros da
do 22 membro (que é igual ao denominador do. 12 -mermbro).e ‘igualam-
-se os coeficientes dos termos semelhantes ((em p) de ambos os
membros;

d) Resolve~se em ordem a c ces.. O sistema de equagdes resul-

17 Coo
tante.

Exemplo: Decompor em fracgdSes parciais a fungdo

) p-~1
p(pz-p-G)

Vamos factorizar o denominador

Portanto

p2~p-6=(p+2) (p ~ 3)

Vem,pois

R . __.pzt___ _ % %2 %
2 = : =

p(p- = p=-6) plp+2) (p~3) p p+2 p -3

e, multiplicando ambos os membros por p(p + 2) (p - 3),

p~-1

f

Cl(P+2)(P-3)‘+ c,(p~3)p + 03(p+2)p

2 ' 2 2
cl(P ~p~6) + c,p = 3c,p + c P 2C3p

i

2
(cl+02+03)p + (2c3-3c2wcl)p - 6cl

Igualando os coeficientes dos termos semelhantes de ambos os mem-

bros, teremos
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J cp +c, s = 0
1 2c3 - 302 -c = 1
6c1 =1 Soeq = F
: 6 6
¢ty t c3 =0 J c, + c3 = -1
1
12c3 - 302 -z = 1 \1-180 + 12c3 = 7
18c, + 18c3 = =3 -12¢, - 1203 = +2
~18c2 + 1205 = 7 :l§92 + 1203 = 7
. L 2 :
3003 =4 SeC3 =35 T 1 30c = 9
v
“2 710
Sera, por conseguinte,
_p-1 1.1 3, 1 2 .
5 A - R R ey _—
p(p~ - p - 6) 6 p 10 p+2 15 p-3
2. Se todas as n raizes de B(p) sdo diferentes, diremos que %%%%
tem n polos simples ou de 12 ordenmn.
Seria entéo
- Ap) _ CL-_ 2 i
Q(p) B(p) - I‘l + p - r2 + o0 08 ¢ s p - rn (l)

Para se calcular s neste caso, multiplicam-se ambos os membros da

equagdo (1) por p-ry e toma-se o limite para p P T Teriamos assim
A(p) cl(p-rK} <ifflf§l c (p -r ?

(p-ry ) S5 Blp) = pem. 7 T oot eeaaet m—:;7-~—-
P P 1 p- 2 P n

e, tomando os limites:

8 a(p) _ . h
1lim (p - rK) ﬁ?§3 = Cp | (2)
p Ty

Como é evidente, o 12 membro de (2) conduzird sempre a uma indeter-
minagdo que serd necessario levantar ou entfo, o que é mais directo,
fazer préviamente a simplificacgéo.

No exemplo da nota anterior que s6 tem polos simples, viria, apli-

cando a regra de 1l'Hopital:
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p -1 2 _ _
¢y = 1lim p ~—g--=— = lim ,,%_.-_é_ﬂ_ = lim __._S.P.._....]:. -1
- p—~0  p(p ~p-6) p-70 p’-p"~6p p-0 3p -2p-6 6
fi - l 2+ "2
= c, = lim (p+2) ~§5L——"—- = lim Ezmﬁé ~~~~~ - =
p ~» -2 p’-p~-6p p 5-2 p-p ~b6p
- lim Mﬁgnﬂk,“,:gfﬁﬂ;_ .3
p — ~2 3p ~2p-6  12+i-6 10
-1 2_
oy = lim  (p-3) e Pime = 1im BIEEA
p 3 p’-p ~6p P =33 p -p -6p
= lim 29'4 . ok 2
p~—3 3p -2p-6 27-6-6 15
Notemos ainda que, neste caso, como é
: r t
e L
§ q(t), ou seja a transformada inversa de q(p), é a soma das transfor-
éﬁ% madas inversas de termos da forma c_. S . :
K Py
7 .
| ff
e -~ t !
Loale) = 2 1am o (per) a(p)e® | (3)
| |

K=1 p ¥ Ty

3. Se B(p) tiver K raizes iguais a r, diremos que q(p) tem um polo de

ordem K . A decomposigdo de B(p) em factores dara

K
B(P) - (P-rl) (p-rz)oec-n
e
(k)
cl ct c c c
CTES C R WP TP A: My S
B(p) (p-ry) (p-r,) p-T, p-T, T,
Multiplicando ambos os membros por (p—rl)K, vem:
) K - k-1 (k) (BT )Kcz
— —_ T - 4] - e s
(1) (p rl) g(p) = ci + (p rl)cl F oieene + (p rl) ¢y T+ T, +
ou
K
e AP L ot 4 (on " : k-1 (x) PG 07
(- (pry). 00 7 FL T (prrpdef o wvve + {prr )07 &g T rp TS

pr,
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Para calcularmos c‘1 bastar-nos-4a, entfo, fazer nesta expressdo
p:rl M
|
Ci _ __*_miﬁiﬁmmthmz (p_rl)K a(p) } (2)
(p~r,) (P“PB).- | | p=ry

Derivando a expressdo (1) em ordem a p, viria

(3) ,,Eiw K - _ 1] — K-2 (K)
ip (p-rl) qlp) = o Feooat (x~-1L)(p rl) ¢, + termos com o
factor (p—rl)
que nos permite calcular c!, fazendo p = ry
1 K=o\ .
cff = *—-(Q—rl) a(p) (&)
dp p=ry
Derivando (3), obteriamos
a2 K - =3 (X)
S (p=r. )" q(p) = 2¢¥ + ..... + (K -1 JE-2){p-r. )" “¢ + Lermos
de 1 1 1 1

com o factor p-ry

e, fazendo p = r calculariamos c'

9
) . ) 1
2 i
1 d K -
ol =% [ S (pr )™ (p)]
2 5 1
- dp B p=rl
Procedendo do mesmo modo, poderiamos calcular sucessivamente
(n) - .
as constantes ¢y Em geral, sera
! K ) C on-1 1
P 1 ‘ at K = i
[ ¢ et RS E (p=r.)" q (p)
Pl .t . n=1 1 |
i (n-1): I dp p=r
| 4T
As constantes s 03,“.° s8o calculadas comro no caso dos pblos

simples.

Determinados os valores das constantes a(p),ficaria decomposta

’

em fracgdes parciais e tendo presente que, pelo teorema 1.2, é

n-1 r.t
I 1 1 : t e 1

(p-fl)n ) (n-1)




{cpti)

vir-nos-ia
LK1 K--2 ] rot
a(t) =] Feemm g o B L e+,
(Kk-1): (K-2) |
que poderia também escrever-se
| K-1 |
1 - !
a(t) =-w~—w-{-g*k:i (P-rl)K a (p) eP¥ | +
(K-1): 1 dp | p=r;
n g
+ = | (pry) Ap) P
i=2 p=r.
i
Exemplo: '"Decompor em fracgdes parciais a fungdo
Pl
2
(p-2)° p°  m,

S o S| A, 2

(p—2)2 p3 (p-—2)2 p-2 p Pa P

Vird, entdo de acordo com (2), (4) ¢ seguintes:

1
i

. 1
cf = (p-2)° ««9213 i = —é
(p-2)"p i p=2
i | ) ] 3 2
_| g 2 ___p-1__ d. p-l pr-(p-1)3p
ol = |- (p-2) >3 =& e o AR IOR
mdp (p~-2)77p | p=2 dp p~ p=2 P
s - - - 3
: 5 2 3 _ 21
303 | -2p°+3p° | _ 1 =2p3
6 6 = Iy
N
- 16
I i
ct = _p-1 = - 1
5 " I
L (P"’E) p:O
- [ P i
¢ =1 d  p-l - l ,(.P:.'?f.}..w.,_-A..z.-g,p\_..;l".).(}?:T..a..).. = ...Lf...: ,_L.L_ =
o (22 |peo L (p-2) |p=0 " 16
weo & a® w } _i( 4 pe2-2(p-1) _
€2 Z T = TR =
2 a° (p-2)" |p=0 2| @ (p-2) p=0

=16~

p=2
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S A I S T 1 - = =(p=2)” + p3(p-2)" _ 1 3 _ 1.
» vem, PO1s
& TR e S U S S S
(p-2) p3 3(p-2) 16(p-2)  4p 16p

Determine as equag8es subsidiarias das seguintes equag¢des diferen-
ciais:

2 di . .
1. mfi Frs Fi = B com i(0) = O

Pelo teorema I.3, ¢

L g_ﬁ_-, =p i(p) - i(0)
: - =D ;_(p)
| L(Ri) = R i(p)
: % L(E) = %

Portanto§
i - v
ip i(p) + Ri (p) = p

(¢p + R) i(p) = g

E(P) = B equagdo subsidiaria
7= pp + R)

2. - t.d_l. + Ri =V sen(ert +ot)

)
L sen(tvt +o&) = /j' e"pt sen (wt +X)dt =
0
- NE*

(>
= |- % e Pt sen(wot +ed) + 2 /Q—Pt cos(wt +) dt =
0

1= B~

1 - : | 2 /7

= = sen ~ + b empt cos(ust+ =t~ LE- J e“ptsen(ait+0()
' jio p~ ©

Lo
. AL { —t
= "]'p" sen X + “‘2"' cos X - *‘é" j e-*}" senlw T+ -*:f)

.- P o —

I sen{uv t+

(1 + h%) L sen(wt+t) = %-sen*% + 5%- cos ¢
P p
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sen % +wWcos A
L sen (wt +) = e - RS 4

2 2 2
© i+ <= b + W
: 2
? b
5@% Por conseguinte, vem:
bol(p) + R I (p) = v B2t i cosx
P o+w
donde
- X >,
i(p) = an‘,~R-§eR§> t uécos - equagdo subsidi&ria
W+ R P + w
3. - d2 d
’ um%-+ 3% 4 2y - 0;  y(0) = Yo vy (o) = Vs
at dt
: Pelo teorema I.3, vem:
: 2 -
% L yu(t) =p y(P) - P y(O) —y‘(O)
- 2 =
e =p y(p) - py, -V,

Ly'(t) =p y(p) - y(0)

p y(p) - ¥,

L y(t)

¥(p)
Por conseguinte:
2 - - -
P y(®) -py, - Vy+ 30y -3y,+2y(p) =0
2 -
(p +3p+2)y(p) = P Yo+ Vo + 3 Y,
(p%-ﬁ)yc + VO

y(p) :-75~*"-—"F*— ~ equagdo subsidiaria
? + 3p + 2

L4, -"Determinar a solugdo da equagdo diferencial do problema 1'f,

fp'_d_j; 1 - T
o.(_,dt+Rl—B

Vimos que a equagdo subsididria é

E(p) [ - R

p(p £, + R)




NMas tabelas de transformadas vem que

. =y 1 R 1. -at
: f(p) = Slpra) PE(t) = = (3-e 77
.5@§ Sera pois ) ) Evt\ ) _Ry.
, . E X7/ T ! )
. i(t) =35 .51 - e =2 i 1l-e
= £ RV J TR /
5. =~ Integrar a equacdo diferencial
2
$4 4% =@
dt
para as condigdes iniciais q(0) = q'(0) = O i

Temos que

L q(t) = a(p)

L L =

et

o e pelo teorema I.3

2
L %43 = 5% 5(») - p a(0) - q'(0) = p” ap)

; ﬁ%. dt

e, portanto

n

2 ~ 2 - E
p g (p) + K™ q(p) ==
donde
a(p) = . equagdo subsidiaria
2 2
p(p~ + k)

Ma tabela das transformadas vé-se que

q(t) :~%% (1 - cos Kt) - solugdo da equacdo dada.

jis
6. - Resolver a equacgdo diferencial
d2 d
.-.y.+3n.l+ 2y=o
a dta dt

Supondo as condig¢des iniciais y(0) = 0 e y*(0) =1

Temos que
Ly(t) = y(p)

e pelo teorema I.3
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) |
L YL 0%5) - b y(0) - 37(0) = B F(p) - 1
at
L 25 3 - 3(0) = p F(p)
| ag T P YRR T ADS = P YAP

# e, por conseguinte:

p° y(p) - 1 + 3p y(p) + 2y(p) = 0

2 -
(p” + 3p + 2) y(p) =1
donde
~ 1 ~ s o
ylp) = —5-~-~r— - equagdo subsidiaria
P + 3p + 2
cuja transformada inversa né&o figura nas tabelas, pelo menos nesta
forma. |

Vamos decompor o denomin&ador num produto:

L. 3E\0-8 3 i1 —
S 2 = 2 ~ _
& -2
Portanto:
2 .
p” + 3p + 2 = (p+l)(p+2)
e, portanto:
~ 1
y(p) = ———= " , que ja figura na tabela
(p+1) (p+2)
A solugdo da equagdo sera, pois
1 -t -2t -t -2t
y(t) = -'2"“:’“]‘ (O - e ) = e - e
7. - Suspende-se um corpo de massa m de uma mola, fixa na outra extre-

midade. Aplicando ao corpo uma forga variavel dada por F sen at,
determinar a equagdo do movimento resultante, sabendo que a mola
exerce sobre o corpo forgas proporcionais & disténcia a posigédo
de equilibrio".

s il

Pela equagido fundamental da din&mica

]
E . = -
< —Kx e f =m4d

1n<f§ ou f =ma
% No nosso caso, sera

‘L I sen at
' f =T sen at - Kx
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e, portanto
2
. d x.
I sen at - Ex = m-7§
dt
ou
i K d2x
Ejsen at - h-x =
at
ou,ainda
d2X K I
~Uyc+ 7t X = osen at
at m m

=1

m-%-+ (x#/ x = ‘- sen at

que vamos integrar.
Vamos supor que no instante inicial o corpo estd em repouso na
posigdo de equilibrio.

As condigdes iniciais serdo, por hipdtese,

@ x(0) = x'(0) = 0
: Sera
2 - 2 -
L x"(t) = p~ x(p) - px(0) - x'(0) = p~ x (p)
R
=0

L x(t) = x(p)

a
L sen at = “Eﬁ
p +a

e, portanto,

2 3 23 JE e
pm x(p) +wx(p) = m 2 2

P +a
2 2y = F a
(3° +w®) x(p) =T B
m p +a
- r a ~ R
X(p) = = o ey g Ty - cquagdo subsididria
m (p 7+ a )(p +.J7)
As raizes do denominador sdo iz, -ia, 1 e -1i .
Vira
- I a
- .x (p) =

m {p+ial (p-ia) (priw) (p-1c)




(LT

-22-

como a funcgdo sé tem'polos simples, poderemos aplicar a equagio (3)
da nota 2 (pag. 14):

x(t) = >~ | lim " 2 —— Pty
p > -ia (p~ia)(p+iw)(p~i w)
+ lim o tavm e A amn -..»% . o e e s e v ec— ept +
p? ia (p+ia)(p-ia)(p+iw)(p-iw)
| oDt )
b o14m e B GPE s BT
p = iw(p+ia) (p~ia) (p+i W) p ->-i w(p+ia)(p-ia) (p=i w)
7 a eulat a elat
el I T
(~2ia)i(us -a)i(~a-w) (2ia)i(w+a)i(a-w)
aeiwt ae;iwt
+ Y A — g - W it St b + l
i(w+a)i(w=-a)2ivy i(a~wi(~-w=-a) (-2iw)
[ ~iat iat
= E— - 2 & + ae +
m 2ia (032~a2) 2ia (u’a—az)
a ei it a e-—ica}t
+ . + L=
Eiu}(a2~i£2) 21uj(a2—'¢@)
e como ele=cos © + 1 sen ©
_F |a(cos at + i sen at -~ cos at + i sen at
n

2 ia (w2 - 29

- (coswt + i senwt ~ coswt + i sen uwlt
2
)

2 iu)(aa -l

_F | Zx sen at L&A a senuit

M| >y (6% Zaw (a®-of)
_r U S _a .
= N (sen at :Lsenkut)

solugio da equagfo do movimento em que «” é a frequéncia natural

ITT.

Propriedades da transzformacio de Laplace:

Vamos agora estudar alguns teoremas que facilitam a resolugdo

e interpretacdo das solugbes das equagdes diferenciais.



. G

ITI.1 -

ITI.2 -

-23-

Teorema do valor inicial: "Se f(t) e f'(t) tiverem transforma-

das de Laplace, o comportamento de f (t) na vizinhanga do pon-

to t=o, é idéntico ao comportamento de p f (p) na vizinhanga

ade P =1l
Ou analiticamente,
lim £(t) = 1lim p f (p)
t— o p— oo
Denonstracio:

Vimos que a transformada da derivada f'(t), &
e

jae P at=p1 (p -t (o) (1)
Para calcularmos o limite do integral do 12 membro quando
p—>°><, normalmente calculariamos o integral e tomariamos
depois o limite para p =o°,
Mas como p ¢ independente de t e a igualdade (1) implica
a existéncia do integral podemos fazer tender p—3¢ antes da
integragdo. Mas, entdo, o primeiro membro da igualdade & nulo

e teremos

-
- _
0 =1lim !p £ (p) - £ (o) ‘e lim p f (p) = 1lim £ (t)
o o t— 0
i S - —
c.d.d.

Em virtude deste teorema, poderemos, a partir da equagéo
subsididria, determinar o comportamento de um sistema na
vizinhanga do ponto t = o sem ser necessdrio o célculo da

transformada inversa.

Teorema do_valor final "Se f(t) e f'(t) tiverem transformadas

de Laplace, e se existir o limite de f(t) quando t-—-=>%S, o
comportamento de f(t), na vizinhanga de t ==, corresponde
ao comportamento de p f (p) na vizinhanga de p = o:

lim p £ (p) = lim £ (&)

P— o t—— & ",

Demongtracio:

O ponto de partida é ainda a expressdo da transformagdo da

derivada

(0 _
] e Pt £1(t)dt = p £ (p) - £ (o)

o
Por motivos andlogos aos que invocémos no teorema anterior

calculamos o limite da fungdo intecgranda do 12 nembro antes
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de efectuar a integragdo. Vird

ve |
/; fr(t) dt=lin ;p f(p)-£(o)

® P—70 .
rias
s . p -
: £0(t) dt=lim / £0(t) dt=lim £(t) |
o fy o] f— l 0
) _, 7‘-40! ~
- Rk
= limlf(g) - f(oﬂ
fom T,

Igualéndo os 2°° menbros das duas Gltimas equagdes, vemn:
[y L ,
lim £(t) - f(o)l = lim p[f (p) - f (o)]
t—> - d —0

Como f(o)ndo é fungdo de t nem de p, ven

lin £(t) - f(o) = 1lim p T(p) - f(o)
t— _ —>0
ou
lim £(t) = 1lim p ¥ (p)
L"maarite] p—>0

c.d.d.

Observacio: Este tcorema n&o pode aplicar-se, como é 6bvio, quando

f(t) & uma funcgdo oscilatéria. B o caso de senwt, visto

que senwnio tem valor definido

Derivagic e integracio:

III.3 - Teorema de derivacgfio: "Sc cexistirem as transformadas de

Laplace de f(t) e £'(t), e se p f(p) tiver denominador de
grau superior ao numerador, a multiplicagdo de £(p) por p

corresponde a derivagdo de f(t) em ordem a E}ﬂ

Demonsiracéo:

Partamos ainda da transformada de Laplace da derivada
L £'(t) = p T(p) - £(o)

o7 para o caso de f(o)=o. Teremos por conseguinte que procurar

as condigdes iniciais para que f(o)=o0.
. En virtude do teorema do valor inicial, seré

lim f£(t) = f(o) = lim p T(p)

t—7 0 P
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¥Mas quando o grau do denominador de p f(p) for maior que o do nume-

rador, seréa

" lim p f(p) = 0
; P DO

:W@' e, portanto,
) £(0) = 0
Nestas condiqaes, teremos, pois

Lf'(t) =pf (p)

IIT.4 Teorema da_integragfo: Se existir f(p), transformada de Laplace de

f(t), a divisdo de f(p) por p corresponde & integragio de f(t) em

ordem a t, entre os limites O e t. "

Demonstragiio: £

!
Jonsideremos o integral ) f(t)dt. A transformada de Laplace
0

deste integral sera, wmor definigdo,

Q £ o £
" L/O £(t) at :/;we Pt{f

'“;
£(t) dtj dt
/0 ]

Tazendo
(t -pt
u = f(t)dt dv = e dt
Jo
du = £(t)dt v o= - TPt
p
sera _ -
t 00 | ldj o
LI f(t)dt = Lu =// udv =luvi - v du =
0 0 _}o 0
. Tleo
1 -pt/® 1t
= |- & TP f(t) at &-j 7P f(t)dat
P 0 Jo o P

Como o 1@ termo do 22 membro é evidentemente nulo, teremos:

. t o0
& I £(t) dt = = f oPt f(t)at = + £(p)
| 0 P Jo P

- ' c.d.d,
Vamos agora estudar dois teoremas sobre a multiplicagdo e divi--

s@o por t:

IIT.5 Teorema da multiplicagio por t: "Se L £(t) = f£(p), serd também
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//mb"Pt t £(t) dt =

.26~
d -
Lt f(t) =~ == f(p) ",
dp
Demonstracao:
. i -
Por definigdo, a transformada Calculo de | e Pt 4 £1(t)dt:

de Laplace de t.f(t) sera

0
=0 -
S R OR- R A
P o

1 ¥ opt
e= ) e P s(t) + £ £5(t) | at

/o

0 primeiro termo do segundo
membro (que obtivémos integrand
por por partes) é nulo, de modo

que vem

1 (% pt ~
= -/f e Plr(t)at +
P Jo

>
. L /{ P si(t)at .

P 0
O primeiro integral é igual a

% f(p) e o segundo, como se V&

ao lado, ¢

S0

1 = d =
5 -f (p)-p ip f(p)

Partimos da equacgdo que nos da a

transformada da derivada

L £°(t) = p I(p) ~ £(0)
ou

Fh

/o

Derivando cm ordem a p. obtemos

e Ptri(t)at = p F (p)-£(0)

o)
- )( t e PPri(t)at = F(p)+p -* F(p)
0

visto que, neste caso, sido permuta-
velis as operagdes de derivagdo e de
integragdo e ainda porque f'(t) e

£(0) sdo independentes de p.

Portanto:

e _Pt 1 _ i _ a - 1

e t £(t) dt = F(p) + = |=f (p) -p —— f(p)
0 P dp
1 =
._.Pf Y -
ou
d -
I.t £(t) = - -= f(p)
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III.6 - Teorema da divisdo por t: "Se L f(t) = f£(p)

EQ serd também /o
. L-i%?l = ) f(p)ap .
8 Demonstracéo:

Substituindo no integral do 22 membro f(p) pelo seu valor, venm

/{ f(p)dp
P

por ser indiferente a ordem da integracdo e f(t) independente de p.

Portanto, a expressido anterior ven

/05
l - Favt) - -
| =) %e Pt () at = / e~ Pt —f-(;ct)— dt = L -*—»%—)-
Cov 0 O
i C.d.d'

Vamos agora dar alguns exemplos de aplicagdes destes teoremas:

1l -~ vwPartindo da relagéo

+ L e-at senwt = —
79

determine a correspondéncia que resulta da aplicagdo do teorema

IIT.> ",

; 5e multiplicarmos o 29 membro da igualdade por p, resulta a
; P

f expressao - s cujo denominador tem grau mais elevado que o
(p+a) ™+ w
numerador. Todemos, pois, aplicar o teorema III.3. Viré, por con-
seguinte:
?%% nw"ww;LwME- = %~I.-q(e“atsen;ut) =
(p+a) "+ w “at

=‘i~L (-a e-at senwt +nue_at coswt)

=L ( et coswt - i;e-at senwt) = L e_at(cos-ut - %;senuut)
A fungdo cuja transformada é ——— , sera

(p+a)2+ w
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-at a
£(t) = ¢ " (coswt - senwt)
1 1 ~
2 - "Sabendo que - L(l-coswt) = w—w—+ o calcule a funcgdo
2 2 2
o pp +w)
8 f(t) cuja transformada de Laplace & S
: 2, 2 2
p (p + w)
Em virtude do teorema III.3, sera
1 1|t
e e n UL N ¥ (1-cos wt) dt] =
5T 2 g
pp+w)  w 0 o
I 1t 2
= 3:2 L{lt] - i sen wi = l-é- L (t - & senwt)
w IO 05 Lad w
Seré, por conseguinte
£(t) :f%g (t - ;'senQﬂt)
v
w
: = "]‘-3' (L.Ut - Ssen (at)
¢ w
3 ~ #ifabendo que L shwt = *E‘Hi~é', determine a transformada de
P -~ w

Laplace da fungéo
f(t) =t shwt .,

Em virtude do teorema III.5, ¢

qd =
Lt f(t) =~ i f (p).
Tortanto .
_ e S L= T~ S
LtSh“’t‘"ap<2 5) = -
w {p —ui)
o e PRW
- 2.2
(P “'\,u)
T L - 1A partir de
: L t senwt = 2WR.
@ 2 2
(p +w )
mostre que
I senwt = ""'2“?‘“" ",
P+ W

Bm virtude do teorema III.6, temos que
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o .
L senwt = / w‘al-{ﬁ-l?ﬂm dp .
P (p°+5)°
Vamos calcular o integral do 29 membro. Fazendo

P2 +(&? =u «s 2p dp = du

ve
2“ du -2 w
= /fu du = e .:l; = - .v-..é.«- _2...,..
(P + w ) P +w
e, por conseguilnte
. T oo
_ L. 2wp N I _ e
L sen wt _/], > N dp = >3 =3 5
P (P + ) P fw [P P+ o

Funcbes bas;pas

A definigdo de certas fungdes basicas aumenta grandemente a
eficiéncia do método operacional. Daquelas fungdes a pedra fundamen-

tal é a Fungdo escaldo unidade (unit step function, fonction échelon

unité): Esta fungdo que desempenha um papel muito importante em

Cédlculo das Probabilidades e ®m grande numero de problemas técnicos,
tem o valor zero para t< a, o valor 1 para t>a e ¢ igual a um na-
mero arbitrdrio para t=a. Designi-la--emos por U(t-a) e a sua trans-

formada de Laplace sera, por definigdo

(o) . a e
LU (t-a) =//( e Py (t-a)dt j{ P at +/}/ e PP gt =
0 0] a
(¥ ]
- —pa
= -.; Pt - :;B_H (1)
a 8

Em particular, se a=0, vira

Se multiplicarmos qualquer fungido f(t) por U(t-a), a fungdo resultan-

te serd nula para t<a ¢ igual a f(t) para tya.

Impulso unidade_ .9.11.‘.iu.lzs;.ég..ff_@.e. Dirac:

T uma fungfdo definida pelo limite

U'(t-~a) = lim ;-U(t«a) - x U (t-a-c) (2)
c 20 ¢ ¢
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cujo valor é igual a 1 quando t=a e zero para todos os outros
valores de t.
Pode obter-se por combinagdo das duas fungdes escaldes de al-

1 . -
tura P representadas na figura, quando se torna o limite para c=0.

.l.
G e _
0 ! £
- -3 |, ¢
SR Rt —
L
c o T iE
I
'/J
z
O -~
;W_ Vejamos qual é a transformada de Laplace desta fungdo:
¥ f 1 ]
G L U'(t~a) = Ljlim | U(t-a) ~-1-U(t—a~c)
5 (0770 ¢ _‘
Fm virtude das propriedades dos integrais e por ser L U(t-a) =
e
= ===~ . poderemos escrever
P
" -ap ~(a+c)p -ap_ ~-(a+c)p
L U'(t-a) = lim 3; A % Coirmmcne | 2 2im STl
c -0 P P ' c-%0 cp

que d& origem a uma indeterminacgdo.

Aplicando a regre de 1'Hépital, vem (por derivagdo em ordem a‘g):

-(a+c)
L Ut(t_a) = lim P..?. - -.‘,..3 = e_ap
c -0 P
Comparando L U(t-a) = e e L U'(t-a) = e @P
p

e recordando o teorema III.3, vé-se que se poce obter a scgunda, mul-
tiplicando por p a primcira, o que corresponde, de acordo com aquele
tecorema, & derivacgdo da fungdo. B isto que justifica a representag@o

da fungido d,de Dirac por U'(t-a).
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Doblete unidade (unit doublet)

E uma funcgdo definida por

U(t-a) - 2U(t-a-c) + U(t-a-2c)
2

U"(t-a) = lim
c -0 c

que se obtém por combinacdo de trés fungdes cescaldes e que é repre-

sentada na figura

WL
2 T
c N2
- a /,‘% & G
1 7
- | e
Cc

A transformada obtém-se de maneira andloga a da funqéoié'de

Dirac:

~ap _, e—(a+c)p . e—(a+2c)p

LU”(t»a) = lim e . e ..._..-,,,..:,2._-.. e e s
c =0 c P

-a
o~ap

]
e}

Vamos agora chunciar c¢ denmonstrar o scgundo tecrema da translac-
céo:

ITII.7 "Se a transformada inversa de ?(p) for f(t), a transformada inversa

de e 2P f(p) serad f(t-a) U (t-a).
Ou, analiticamente

1™ 1e™@P F(p) = f(t-a) U (t-a)

A demonstragdo faz-se a partir da definigdo da transformada de

Laplace:

f(p) x//henpdf(A)dX‘
o

Fazendo A= t--a, venm

T(p) ://a)e“p(t"a) f(4-a)dt = eap/) ¢ Pt f(tea) at

a a

o
- eap//' ¢ P f(t-a) U (t-a) dt
0
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e, por conseguinte,

L7 7P F(p) = £(t-a) U (t-a)

c.d.d.

Se a funcdo for periddica de periodo T, a transformada de Lapla-

ce, sera

- ® pt T ot (2T _pt
f(p) = e PY r(t)at =/; e PY f(t)at +/) e Plr(t)dt+...
0 0 T

e, aplicando o 22 teorema da translacgdo, poderemos escrever

T(p)

T
(14 PT , 2PT +.,.:)/f &Pt op(t) at
0

'

!

-

|

{

\_\H

o

e}

c'.

h
N
o
L —_
fu
ct

MOX X

ds fungdes periddicas com pulsagido aplica-se o

II1.8 Teorema: Se f(t) for periddica de periodo c e se L f£(t) = f(p),

teremos
L £(t) U (t-c) = ¢ “PE(p) " .
como f(t).U (t~c) & nula para t< c e igual a f(t) para t >c, vem

“ —pt
/( e PY op(t) at
c

e introduzindo a variavel A: t-c, teremos

o - - P _aA _ - e
,/ e Ptr(t)at = & O )f e P £ A 4c)an =P //f TP 2 (M)A
c 0 0

L £(t) U (t-c)

e, portanto,
L £(t) U (t-c) = e *PE(p)
c.d.d.

A partir do conhecimento das solug¢des de certas equagdes dife-

renciais, podem determinar-se facilmente as solugdes de outres

equagbes diferenciais, pela aplicacgdo de alguns conceitos e tcoremas

que vamos examinar. A nomenclatura usada para designar estes con-
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ceitos reflecte ainda a sua origem em problemas de Fisica. Assim,
consideremos um circuito cléctrico de impediéncia Z e apliquemos-lhe
uma tensdo represcentada por uma funcdo escaldo unidade ou por um im-
pulso unidade. A intensidade da corrente no circuito teréd,no 1lQ ca~
so, o nome de resposta indicc e de resposta impulsiva, no 292 caso.

A partir destas, como veremos, pode obter~se a intensidade cor-

respondente a qualquer tensdo arbitraria aplicada ao circuito.

Resposta indice: ¥m geral, chama-se resposta indice a solugdo da
equagido difercencial de um sistema quando o cstimulo (22 membro da
equagdo) é a fungdo cscaldo unidade.

Por exemplo, a transformada da resposta do sistema a fungdo

escaldo unidade, sera

-~ 1
B(p) = e
p z(p)

em que‘% é a transformada de U(t) e Z(p) é a transformada da impe-
diéncia caracteristica do sistema.

A resposta indice sera, entdo

g(t) = 71 e

Resposta impulsiva

Se for h(p) = 1

.Z(ﬁf a transformada da resposta impulsiva
esta sera
-1
h(t) = I —5—
z(p)
em que 1 é a transformada de U'(t) e Z(p) a da impedidncia do sis-

tema.

Integral de convolugdo: £ por meio deste integral que sec obtém a
resposta x (t) a um estimulo arbitrdrio f(t), quando se conhecem a

resposta indice, g(t) e a resposta impulsiva, h(t), do sistcma. Se

1 dividirmos o tempo em intervalos A4
%X(Ellﬂz P podemos aproximar a curva por uma série
R N s T

T de termos

' i

: f-f—\ .f.(.é_)jrg »
: | 22

Se a fungdo se mantivesse igual a £(0),

+
T
H
i
1

2 t a resposta no primeiiro intervalo A %

seria



“3l

£(0).g(t)

e no intervalo A 7 que comega no instante t =£, seria

A resposta x(t) em qualquer instante t, seria a soma

- t

; NE(7Z

x(t) = £(0).g(t) + & A g(t-2)0 2

t=ng AT

Calculando o limite desta soma quando A¢--70, viria

t
x(t) = £(0) g(t) +/ £1(2) glt-2)d% (a)
0

que ¢ designado por integral de Duhamel ou integral de sobreposigéo.
A cvipressdo (a) pode represcntar-se por vArias formas diferen--

tes. Assim, sc fizermos a substituicgdo

g(t-%) , du=g"(t-8)a>
f°(%z)ds v = £(o)

e integrarmos por partes, obtemos

u

dv

ot t
x(t) = £(0) g(t) + | £(v) g(t-3) +f (&) g"(t~-2%)d
0 0
t
=J £(2) g'(t-3) dz
0
¢ como

t
f f (&) h(t- 7)a7, 1 (b)
0

Al
Y
N
ct
A
I}

£(t) * n(t)

Esta Gltima expressio (b) é designada pér integral de convolucio,
representado abreviadamente por £(£)* n(t) que sc 18 convolugdo de
f(t) e h(t).

Se fizermos >\=t—2} pocemos obter ainda outra forma

't
2(t) =/ £0t=N) h(\)dN
0
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III.9 Teorema de Borel: "A transformada inversa do produto de duas fun-

¢des subsidiarias é igual a convolugédo das transformadas inversas
dessas fungdes'.
Se f(t) for a excitagfio e x(t) a resposta, a transformada desta

ultima podera escrever-se

E(p).
z(p)

A transformada inversa serd, pois, em virtude da equacgdo (b)

x(p) = = f(p).h(p)

t
x(t) = 17 F(p).h(p) :J £(2) h(t=-3)d 3 = £(t)" h(t)
0

Como se vé, cste teorema permite introduzir o integral de con-

volugdo no calculo operacional.

Vamos ver que, quando a cxcitagfdio f(t) é uma fungdo sinusoidal,
se pode obter a solugdo correspondente ao regime permanente (integral
particular da cquagdo diferencial do sistema), a partir da equagdo
subsidiaria, sem ser necessario cfectuar a trensformagfo inversa.

Se f(t) & sinusoidal, podemos escrevé-la na forma exponencial

o )
f(t) = et t e a transformada sera

Por outro lado, podemos escrever a equagido subsididria na forna

¥(p) :.igRl

z2(p)

em que §(p) ¢ a transformada da resposta ¢ Z(p) a transformada da
impediéncia.

Viréa, pois,
“( ) = R S
TR = i ()

e, por conseguinte,

AWt ot 1
y( t) = oo I._.. - - .—.'-'.‘4._ - ..—._’;.i._, [ }
2(1w) (p-iw)Z (P)’ p=raizes de Z2(p) = O




como o segundo termo sé d& origem a termos transitdérios, a solugio
correspondsnte ao regime estacionario sera

eiwt
YO = yiay
¥ oK X

Em alguns problemas fisicos, aparecem poténcias de t de expoentes

fracciondrios. INesscs casos, & necessdrio utilizar técnicas especiais
. para o calculo dos integrais.
= ~ n
Fungdo gama - Suponhamos » caso da fungfio f(t) = t°. A sua transfor-
mada de Laplace
v t
n - n
‘ L t7 = e~ t dt
@ existe para n’ -1, o que significa que o integral é convergente para
estes valores de n.
- Se introduzirmos a nova varidvel x=pt, vird dx = pdt e aquels
relacdo aparecera na forma
: 0
: n 1 -X _n
% Lt =——1— e x  dx.
: n+l
P 0
Bste Ultimo integral define uma cspécia de¢ fungdes ['(n+l), con-
tinuas para n> -1, denominadas fungbdes gama, cujos valores fizuram em
tabelas.
Mo caso presente
n Mn+l)
Lt = ara n> -1
: n+l (p >-1)
p
Para valores inteiros de n, T(n+l) = nl, e teremos entdo a
forma conhecida
n ni . .
Lt o= T (com n inteiro)
p
. ; . 1 .
Mo caso particular de n = -3, vira
; 1 1 1
) -7 T3
2 2 10 T
Lt e TN P
1 <
2
p
ou 1 1 1
: 2 2 2
1 W t
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ou ainda

A partir desta equagdo, podem obter-se as transformadas de

3 3/ |
ta, t y... aplicando o teorema III.S5 (multiplicagdo por t).

Fungdo de erro _
% outra fungdo cujos valores s3o dados em tabelas. B definida
pela equagéo
x 2

erf(x) =-ﬂ%£_ j "™ an
Vi 0

Como cxemplo, vamos agora considerar um& fungdo cuja transfor-
mada inversa conduz a fungdo de erro.

Suponhamos que queriamos determinar a transformada inversa de

Ll
/5 (p-1)

J& vimos que

L™ w=e o= h(t-B) = e

Aplicando o integral d.:: convologido, tercmos

e N A PR Lt - g
\/i(p"l) 0 \/ﬁ’_@"
t  t -B ¢

e -c

t
s Saf - ap = e ~Lo 47
fo NGz Vi o vz 7

- - -1
Fazendo A=\/7 (d X\ = ;L & 24z - -~~-1,—,“_.—,— dzZ), vira
2V T
a 2
-1 1 -t vt e A
------ S — = S 20 AN
Vele-1) V¥ Jo A
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AN = eb erf ()

A aplicacgdo do 12 teorema da translacgdo a este resultado, per--
mite--nos obter outro par de transformadas. Com efeito, em virtude

daquele teorema, viria

L erf (Jt) = —t

VPl .p
ou
e 2
- — i _A
Pl e ad e an
Lt ! AN
P oy Pl

rd .
EKC"I"LI( 1 OS

{ "Calcule a transformada da fungdo representada por uma sucessio

de impulsos rectangulares
3(L‘l\

H 1
EX A 3a 4y Sa. i
BExprimindo a funcgido dada numa .soma. algébrica de fungdes esca-

l3do unidade, vem

f(t) = U(t)-U(t-a)+U(t-2a)~U(t-3a)+U(t-4a)-U(t-5a)+....

Mas, como vimos

LU (t) =+
P
e
LU (t-a) = —o—-
P
Portanto
_ 1 P2 o 2pa -3pa e~4pa e—5pa
f(p) = = = e 4 e w S e e e
1Y P p P P P
1 ~2pa -3 ?
= -~ l_e pa (l“e Pa" e PL’ - e pacnen)l
p e e T T —
= w_pa:'

l+e




_é—pa _ S "
a T p (1 + TP

pa

:g" 1+ e
P

1+ e
1

2."Calcular as fransformadas das fungbes t

Como t° = t.t° e Lt =

resulta que
1l

—

1

dp P 2\p

e, de modo andlogo,

3 -

Z 1 b2

=
i
i
o
I
nl

|
b
qu
TN
S~
<k
—_~———
SV
=
bg
b

® 3. .40 T
: =T P'7/2=

i
<, i

3 "Aplicando o integral de convolugdo. determine a transformada inversa o

seja

F -1
f (p) =5

n (p) =

|
L
(=2
T
2
|

Pelo teorema de Borel, vem

4

t

o x (8) =17V F (p) L R (p) <

<0

=jt o-a (¢-%) d3=/t et (2% 4 2
<o (o)

1 1 — -
_ 1 . . Jr_.2
Lt2=Ltt2=_:-/1g-=_?_____P____=1 I

2 e t3/2

-~ ,da aplicagdo do teorema III~5,

1"
[

~- 30~

£(B) h (t-@) aB=f (£)* n (t)



G,

~40
- -at/'t az 47 = —atg 1 eazit _
o Le Jo
-at (1 at 1\ 1 1 -at 1(~ —at)
= = - f - e = l -e¢e
a a/ a a
SO TR
Y "Determine a transformada inversa de
- 1
x (p) = —
pa(Pa-l-aZ) 1
Flpiets ., £(3) =73
- 1 1
! - . - _ -
h {p)= R e h(t-3G) = — sen a (t-3)
p +a
e, pelo teorema de Borel,
x(t):/ta-ésmla(t~€)d3= alécm;a(t—g)—}t -
(o] , a (o]
--}—'—2/1:005a(t»-@)d"G‘z-—]:—2 t+}—3[sena(t-Z) E
a o a a” | o
=1 t - L sen at = 1 (at - sen at)
2 3 3
a a a

. Entre os pontos A e B do circuitorepresentado na figura, aplica-sc

(@1

taa impulsc el virtude do qual, durante um intervalo de duragdo igual

a RC, a tensflo de A em relagdo a B sobe lineamente e atinge, no fim do
intervalo, um dado valor Vo' Depois esta tensdo permanece com o valor
V . Provar que, estando o condensador inicialmente descarregado, a

o
ua. corga no instante t contado a partir do instante inicial do im-

9]

pulso serd dada por

t
. t "RC >
: £ [ = ——— -
RC q=V_C ( - l+e
-k -
5 >R . q=VC 1l 1« (el e RC }




*

.,-‘\
WA

AY C
¥ ]
R_ ? ’\[_(“A e o e
; tqe

A equagdo do circuito é

Ri + .%_ = v(t)

. d
e como i= a%-, poderemos escrever

dq .9 _
R gg *¢T = v(®)
que vamos transformar.
Como o condensador estd inicialmente descarregado q(0)=0 e, por con-
seguinte

L q' (t) =pq (p)

Lq (t) =q (p)
Resta-nos calcular a transformada de v (t):

Entre o e RC, seré

Yo
v (t) = RC t
Para t> RC
v (t) = VO
Vira,entédo
* _pt RC YO
T (p) =L vit) =/ e P (t) dt =/ zc & e Pt gt
(e] (o] —"1‘(‘_ N 0
= pt Vol 1., -ptl -~pt 1 -pt 1
+ V e dt = —E|~ =t e - + V - e < 4
/RC L P . °L P JRC
9]
_ \{g <_ 1 pc o~RCP_ 1 -RCp , 1 > .
2V P 2
P P




4o~
+y L Rep _ _ Vo -RCp _ Vo JRCP Mo
°© p P > 2
RCp RCp
, Yo - ROP
p
=_V32 (1~ -RCp)
RCp
Teremos, por conseguinte:
~ 1 - Vo -RC
Rpd(p)+,a(p)s= 2—-(1-6 P>
RCp~ \
RCp \ /
Vo Vo -RCp Vo _Vo_ -RCp
2T Tz ¢ R .
q (p) = RCp Rgp = g & lR -eq.subsidiari
) :
Mas, na tabela de transformadas, vé-se que
t )
-1 1 2 2( R t
P (P *po
Aplicando o 22 teorema da translaccgéo
-1 -ap & P
L~ e f (p) = o para o<t<a
e
=% (t - a) para t=>a
-1 e-RCp
L 3 T = o0 para o<t<4LRC
p- (p + g5 )
- t-RC
= g2 ¢ ( e RC , - RC \ para t > RC

RC
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Sera, pois
- t
L-l e = Vo C( eRC + o l.} , em qualquer instante
2 1 X RC /
p (p+3xc)
_ V_g_ e—RCp
1t 21201 = o , para o< t<RC
p” (p+ 75)
-
_—.—VOC( epC e+% —1),para t >RC
Temos, entdo:
Para O <t < RC
-
(WL )
q(t)—VOC(c * o 1
e, para t>RC
/ L £
TR t ) " RC t ~ RC
q (t) =V Cye + g - 1) -VC l\e e + = 1
.t .t
—ve e it _veovece B -v SEZE v
o R o o o] R o]
- b _ -t
=VCeRC -VCe RC-e+VC
e o : o
- L )
_ve <l_eRC o BC
_ .t
q(t):VC{l—(c—l)eRC
L i
c.d.d.
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6."Admitindo sue o comportamento cinético de um reactor supercritico

Pl 3> . ~
é expresso analiticamente pela equagio

¥

2 1 Ve i
1 {a®n(y) . £ dn) | wi (o1 ar f
'>-\ [—‘E‘z—é““ + 'i- at { = -_E- ; -;\- sy + ¢ k(t) } (l)
i = “ ~
e que
(k(t = p - X A f;{p t(2) ,

determine a resposta do rcactor a uma variagio linear negativa de cfk,

sendo, no instante inicial,

n(t) =0 e S -mi dig 7’}- ",
[ Significado das letras:
N - concentracdo de neutrdes (andloga a poténcia do reactor)
n (t) - pequenas variagdes de N
Ny - valor de N no instante em que k comega a variar
Ke - constante de multiplicagéo efectiva
k - (ke-1) '
c{kp - variag8o positiva escalonada de k
I - fracgdo dos neutrdes que sdo retardados
k - constante de decrescimento do grupo nmédio de neutfaes
. retardados
? - duragdo dos neutrdes imediatos
A - factor constante : J .

Resolucgfo:
Vamos, em primeiro lugar, transformar a equacgdo (1).

De (2) tira-se

= - A‘Ekp

at

que, juntamente com o valor de J&(t), substituimos em (1):

# (A dedugio da equagdo (1) pode ver-se em Nuc. Sc. and Eng,5,5,283 (1959)
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2 . . .
1faw , Boanwl w1,y o I
) N N + -5 & =3 3 % N ikp + JLP A N < ky t
= N. (ﬂ{p 1= %At
t T ¥
Mas
3% n () 2 - 1
L === =p n(p) ~-pn (o) -n' (o) 3L 1 a—"
b
dt o
dn (t) _ - . - -1
L “3% =p n (p) - n (o) P Lt= 5
Y
e, atendendo as condigdes iniciais, vem
L_m_peﬁ(p)_l\] ([k ,\/
at? + P
@
. T ,Q_E_éil_.= pn (p)
& _ at
Portanto:
1 2 — - r A I6) - 1 [' 1ol oL A
— R - ) f = . k ——— - PRI S,
p [ p n (p) Ni C kp ‘A5+ 7= P n (p)"’j Nlc o T fba
o
p.4 (p) (p + Hfi")_ Ni dkp _ Niiﬂé?(liﬁi. - _Eifl“:>
- ‘ i 2
N \ i & p fb
e, passando o 22 termo do 19 membro para o 29
? = A A
. A PAL I Tp
I
- Donde
1 1 o-h ot A
o (p) 4 & . 7 _ £

Wiy (0o L) F(k) P (m )
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que é a equagido subsididria.
- Vamos agora. proceder & transformacgio inversa:

No quadro das transformadas vemos que

a - P L,
L—l ? = -, % (l - e L ): —ig - L2 e <
P (P"*“ T/) /3 ? f f?
e
1l - ﬂ
L7t . = == .1 < e 4 Ly -1)
} 2 L
P2 ( P+ ’%i“) t 12?;
R .
{1 =) - =t 1 -=« £ -=)
= " L + 7 t - __ETE___

Como o termo restante nfio figura na tabela, vamos calculd-lo decompon-—

é pe do~o em fracgdes parciais:
Lo o AL
X 3 C C c C
{ 3 33.1 P, 13, 1_{5 | (3)
f
P3 (P+ 7 ) P P p p + £_
Multiplicando por p3, vem:
L = C.. +C,,p+C p2 + E;*EL———- )
/5 11 12 13 o + B
P+
T <

fazendo p = o, temos imediatamente

Derivando (4) em ordem a p, secréa:

2

a- £

dp P

L
4
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ou
- o A 2 f3 3
BPC(p—z-—).—Cp
T c 1 £ 1
- = + 2 C P +
, P 2 12 13 A 2
(> ) (2+ 7
e, fazendo p = o, viria
c - L AL
12 fa
s
Derivando novamente, teremos
% A >
— 2 [p + )
CEer)
=2 C + termo que se anula para p = o
13
/5
oot
e, fazendo p = o
= K AL
2 2
; . . L AL
13 b - 3
/3
A :
Calculo de Cl;
fip14 = 3 1
Multiplicando (3) por p (p+iz——) , vem
A L) E 2 £ 3
f -Cll(p+I+Clap(p+T)+013p (p+i)+Clp

: 2
_ . o __ow\i
§¥ 013 + Cl =0 . Cl = 013 /33
.
& substituindo os valores das constantes em (3), temos,
3 ‘d/\f of X iz o A :ZZ
o A XA 2 .3 »3
1 __:‘...../s - ﬂ + /.:, - - /)
3, P 3 2
D (P+—?”‘) p b Y P+ l;_
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Seré entdo, pelo gquadro das transformadas

A A .
L L ,‘ _ ) ta_,d,\f. L, 2 12_00\3'32 _e_‘i_t
O (wy) P F P RS

Vira, por conseguinte

£ L
e A p (%) = A1 o I L 1= o 1 +
T2 2 2 .
N, rfkp A [ P | f
AN SR A C R B S Y o S N G
r 2 2 (A 2 i
[ 5 £ / (? /53
a2t ToT
! L N L
. SN o ST S SU T TSR SN
w2 2N T2 K - 2 T Ot
b <13 /3 \ /5 \ /3 /%
&
I N S R SRS U GENEP T Gl S
f;2 /52 2/5 [52 v /53 /53
5 /5
- . N L
= ——’-E--ac«k—-* (1 - € t Ao - o >\3i - l-e 1 ) +
IE /? % '
2 7 AN 2
o= eEene
T
Fazendo N (t) = N, +n (t) .°. —-T\I-f-i'— = —y*ﬁ?—)— -1

" poderiamos cscrever

P



ou, finalmente,

I

£ . s :
ni L Degdd (3 5T ) @ dm )

i 5 1 ; M._,.-_,_/; -
i ﬁ ) !
{ — 7 - 2
_**C,(E_P_i_&?.iu Ll_ . L t) . Jkpdéa A dxp ;_?&
f / |

4 o B 2

¢ » o &



¢ &

& A

% 4 @

@_uaoivo I.

OP@,;«@;S@Q Furncio hc‘\.S

§e)

(espaco Oviginal)

£(P)

es P ln’xd(”?w))
(e [ g ar
{'(¢) P§(p)-1(0)
fm(t) o Flp) }7 {(O)l Q'{o)* jc”"”(o)
e 4 (t) - Fr)
) JARTIOET
f(z) o { (at)
<5l f(p-a)
f(t-a). U(t-«) Pk £0p)
fle)=4le+T) ";“_“‘;T;: _}’t [c) dt
fom £ (E) L M )
e
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Transfor madas de Lc\P(ace
() L(r)

{ U'( t) = tidwilos widade e £ =0
—"Tli—h i e U(L) = ]CLVVLCJ/:-O vocaklao unwidade o [ =0
‘—J_ i ~ t’)"—l

'q-"h- Lm - ﬂ"’f') (_”T'_'ZST

i 4

P JiE

4
—_ r C

},3/3. 2. “?r”'

1 et

\°m (fh>0) P(%)

! .

"“E%T'ﬁ— (’Vl :iml.u'/zu) tm
_ L
J\_E £z
i
7 {5 &
3 7 1—
TS t
¥ ot
Pt =
4 { -a
}a(k-}q)' o ( 1 - = )
4 A (75 L
(b b (s atod)
b?.i:wl. s Us)t

0 C
Pt o S W
[,)'vaz C %\ w €
A A suwt
Prrw® W

L"““ 4 s L w b

}31—- WL ()




Ty o %

Quedro U (wol) =52~
. [543 L)
¥ e e (1o t)
PhaT Ly (9 s wt)
(pret(pit) T (0 27)
(ﬂﬁ;?.%ﬁ?ﬂf th—w a7 g t)
ThrF Lo
(P:@)m (m=4,2,) "{—;1‘:"!7)"; Cth*t e e
T;oji”a)’? o [a.t(%ant)
" wém) “i?[*‘“*“t) 5“_}
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