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A.G.Portela. IST 9 DEZ 1973 

DISCRETIZACAO e ESPACOS Il"\AGENS ·..:.··..:.· 
'l''i' 

I NT!=�ODUCAO 
O corpo dos reais foi e e a estructura algebrica mais usada 
na construcao dos espaces fortnais onde sao proj ectadas as 
imagens do Llniverso tal c�mo este e' observado pelo 
11llDf!1f.?m in�.;trumen·!:acío 11 
ContL!do por mais perfeitos que sejant os instrumentas usados e 
os sentidos de que o ho:�em e' munido � os resultados finais 
s��D pa·;;sivos de uma 11Íi!C2!"�·1:ez.a. ir.trimse ·=2. 11 ;I IE· !I isto s' 
D mesmo 110bjecto11 da' ot-i-;if.:?m a ima.gens cli.fi.=t-entes quando 
obsrv&do repetidanleGte . 
Uma. 11 incr21.-teza. 11 semel hart.e ; Is :� _cara.c t.e r�i.za. oS inst;,...u.meni':os 
c!e com·3.ndo E• o 11ge:3tc.i11 r-,um2.no .:: dé\i ·· qu.e a . ... tXrn�� me:-=rn,-:;;. ins·!:r-uc.::•.CJ 
ou decisao vao corraspoGder accoes distin�as � 

O proc essamento da informacao tambem e 
11 incer·b�-?z:a Jl I i 
Assim, um rob6t interactivo e' capaz � em gerai d� 

1 11Gb�.erva 1·- n E� C!'�ia.r- e. imagem . r-esPGctiva. 

3 
processar essa imagem , 
construir uma. 11decis.c::.G11 cDm base nEo. imagem proces·sada. e 
num conjunto de instrJcoes e dum historial Remorizadosm 
finalmente 11agir- 11 e8 confol--m:i..d-i:�.de com a. deciS·30 tom2.da. 

Porem porque todos os p�ocessos referidos sao eivados de uma 
incerteza I_ , o resultado (ou composicao) final vern 
acompanhada de uma incertEza I que vai caracterizar esse ro�ot 
Em geral ha dois processadores que possuiem uma incerteza; I 
mui ·!:a e 1 eva.d as 1 11 eo:-=e;--vB.ca.o 11 e o 4· 11 a. c c-EiO 11 
Os processadores 2 e 3 possuiem icertezas que sao EXP{- z) 
vezes mais pequenos , com z em [9 . .  12] 
Para a incerteza final I_ , do robot contribuiem 
p r�aticamente ,1 c:q:"Jena_s as incer-teza.s dos opere.dor-es 1 e 4 e 

sao desprezaveis as dos operadores 2 e 3 • 

Esta obse!·-vacaD consti i�ui o motivo ·do intc:?!.-esse que me t-ecem � 
aos fo�ma l istas e aplicad ores odiernos conceitos tais como � 

incerteza intrinseca I 
déscretizacao do continuo , 
substituicao dos ��a�s por inteiros 11atu�ais ou 
reticulad�s com relacoes de ordem nao estrictas 
logicas vagas operadores de misttJ�a , 

etc. etc� 

B) CONSIDERACOES GERAIS = 

Os objectos obse:�!,...'/-::\'·.tei·3 t·-eai.s ou virtuc.is:l sao finitos = 

Os instrumentos p�oj ec t�m imagens que re presentam atributos 
dos obJectos ob servados 

A dE�SCl'""irn:i_n.c.u.:a.c 11\-?sp.:=.c.:a.111 dos in st�-umentos e' finita 
o� seja os intrumentcs exigem que o obsel-vado tenha uma 
dim?nsao superior 2 un minimo para que a respectiva imagE� 
seja fiavel 

� (.� ;.::Jcsct-imine:\c-i.:•.o 11tempc•ral 11 dos inst.rumentos e' ta.mbem finita� 
isto e', o tempo de observacaG ten de ser superior-a um 

minimo para que o i�strumento estacicnarize 
A observacao vem aco�panhad a de uma incerteza intrinseca 

J. 



I hun1ana e instrumental 
Ha igualn1ente limitacoes inst�umentais quanto a' dimensao 

dos atributos dos objectos 
Consideracoes identicas podem ser feitas , mutatis mutandis, 

com relacao aos instrumentos de accao ou motores e 
dum ·m�do geral aos processador-es de informacao , 
engn computadar·es analogicos ou digitais � 

Os modelos formais que emulam a real sao redes d e  relacoes� 

estas relacoes sao desc�itiveis por conjuntos contidos em 
produ·tos carteseanos dum conjunto de partida e outro de 
chegada , nao necessariamente com a mesma estructura = 

ElT!bot·-..:::\ o:s conjuntos ac:j_mc:t t·-E::-J�et-ido� pc'ssam ser sub_conju:Jto·:::. 

dos reais , na maioria dos casos sao finitos e entao e' 
injustific&do o uso de reais � 

C) PAR-riCOES, DESCRETIZACAD u 

Do Universo so' uma parte esta' Gm observacao em cada momento 
e pa�a o sfeito do que se segue, a essa parte vai d ar-s2 
o n:::\il1E: c! e '�c cn junto uni ve1 .... s�:1l !! ,. U � 

O conjunto un�versal, U, tambsnl pode ser partic�onado 
Nutna visao tradicional o espace de representacao tera' 

4 dimensoes , sendo 0 geotnetricas , 1 , o tempo � 

As t�es dimensoes geometricas sao munidas de uma metrica 
e c tempo de Uin� metrica prcpria � 

Se relativista , as 4 dimensoes tem uma metrica comum = 

Particionar- o conjunto universal , e formar paralelotropc� 
com 3 dimensoes geometricas e uma temporal 
O processo de particao esta' associado ao conceito de 
desc�etizacao do continuo e para tarto basta fazer 
corresponder a cada pa�alelotropo 4-dimensional um 
elemento paradigmatico desse paralslotropo n 

Com efeito, o conjunto unive�sal tem uma dimensao geometrica 
finit2 e tan1bem e finito o tempo do processo de 
observacao e dai' ser finita a dimensao dos paralelotropos 

4··-dimensionais � 

Das consideracoes acima resulta que a particao vai ter um 
numero finito de p�rtes � 

Porque o instrumento de observacao possui descriminacoes 
espaciais e temporaii finitas , estas podejn constituir um 
criterio para definir o paralelotropo minimo e dai' 
cardir1alicidade da particao do conjunto universal 

pode tambem cesignar-se da 

(ou Entrada , ENT), I�· 
� . 

2'. 

A incertez� da obs2rvacao instrumental , IE� resulta do 
facto de um objecto com p�opriedades invaria�tes observada 

por LAm dadc instrumento, este vai produzir imagens 
diferentas� isto e', a imagem resultante e' melhor descrita 
pot"" Uinc.� udestfibui.cao11 d(,;:� imaf_J(�ns (cu valot·-ese e? nao pc;;-­
uma imagem unica ( um so' val�r ) 
Esta d estribuicao estatística , em

_
geral, te�a· uma media 

uma vat-icl.ncia 
O desvio padrao podera' ser usado como referencia para 
caracterizar a incer·teza i11t riseca do instrumento IE, 

fazendo por exemplo IE = (1 a 3) * desvio padrao 
A escolha dQ IE vai coJlt!-ibuir para a ·fixacao das 

,., .,:_ 
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dimensoes d o  paralelot�opo minimo 
Veja-se no Anexo 1 U8a apresentacao com mais pormenor 

D2) da ACCAO sobre o exterior (ou Saida, SAI), IS u 

Os instrumentos d e  accao sobre o exterior possuiem tambem uma 

incerteza IS qu2 pode ser tratada dum modo se!nelhante ao 
com �elacao a IE = 

Em ge�al, sucede que o nivel de incerteza IS s mu�to 

03) das operacoes INTERNAS (ou Interior, INT), I! 
As cadeias d e  operadores que connectam a entrada com a saida 
teem uma incerteza II muito pequena e hoje , com o 
processamento de sinais digitalizado , quasi desprezavel em 
relacao a IS e ate' a IE � 

Os operadores intsr�cs mecanicos teem incsrtezas da mesma 
ordem de g�andeza das dos operadores de saida a 

E) C0!•1PCf:3 I C{�ll] 
A composicao de Distribuicoes e uma operacao essencial 
�onhecidas as destribuicoes dos instrumentes e operadorEs que 
participam num sistema ( eyg� robot ) , ha que &s compor 
para obter a d estribuicao final d o  sistema � 

Sugere-se por exemplo o metodo de Monte Carla 
Esta compcsicao pode ser feita realizand o  corridas sucessivas� 
comecand o  com a distribuicao do instrumento de saida e 
acreand o  progressivamente mais instrumentos e ou operadores 
antecesso�2s ate' atingir os instrumentos de entrada 
As d istribuicoes compostas , sucessivamente obtidas permitem 
calcular a inlcerteza correspond ente e a final 
O metodo implica 

Dividir c sistema (robot) em partes 
Convem que a particao escolhida seja si8ples e , na medida 
d o  possivel� prccurando nao misturar numa mesnla parte um 
calculador e um braco mecanico ou um motor electrico d e  
potencia cu. um 11Dlho de insecto11 
Descrever a red e_que liga as partes � 

Para cad a parte obter � respectiva destribuicao 
Aqui o uso d e  formalisBos vagos 
a distribuicao por dois valores 

que: conb:::'m eiltn:::: eles 
massa d a  d istribuicao 

11fuzzyn per-mite subs·i:ituir 
os limites superior e 
por exemplo , 90% d a  

Finalmente construir as composicaes acitna referidas 
recordand o que os com�ositores vagos sao mu.Lto 1nais 
rapidos do que o 1netoto de Monte Carla 

Para mais esclarecimen·tos veja-se o Artexo L 

ANEXO 1 
METODOS d e  PARTICAO 
a) F'r.s•supostos 

Para simplificar a apresentacao do tema introduzenl-S2 as 
seguuintes hipoteses � 

a imagem produzida paio instrumento e' projectavel num 
espaco cem uma dimensac e.gc a recta real 
as imagen� do instrumento cabem no intervalo finito 
[Li��Ls] d a  recta re�l 
o objecto observado tsm atributos invariantes no tempo e 
r1o espaco , donde d ecorre que as destribuicoes da imagem 
sao da respo�sabilid�de apenas do instrumento � 



.· 

b) Simbcd.Dg ia � 
X�; XD l,....ecLL s 

finito � 

Xo pertence ao intervalo [Li,,Ls] 

D(X;;Xo) uma destr.ibuicao tendo por dominio v 
�. e 

F' (X o) 
I ( p) 

P·E.r··ct.m•:=tro Xo ., 
desvio padrao da distribuicao D(X�Xo) 
funcao monotona com P(Xo) e que , por hipotese, 
representa a incerteza intrinseca do instrumento 

Na figura 1 esta• representado um exemplo n 

c) Particao do intervalo [Li,Ls] 
Apresentam-se tres modos tipicos de tratar o problema � 

c1 A medida do intervalo e '  funcao de Xo e portanto de P 
E1 de I 

c2 {]-;:-;; i n te!'.'/ .:::-:.1 DS 
r·ec:orJdu.z·-se ·==· • 

teem medida constante e o problema 
fixacao dessa medid& comum 

c3 Construccao dum reticulado = 

c1 ) O intervalo [Li,Ls] e' particionado em N partes 
Seja dada a sucessao ordenada dos limites dos 
intervalos XO� Xl,=u�XN , onde XO=Li e XN=Ls 
Um intervalo gene�ico sera· repr2sentado por 
(X�-1� Xi� , excepto para o intervalo 1 que e 
fechado a· esquerda, [XO,Xl] 
Desiç;n.a.rpjo peot- !"li a. umedida11 do i;,terva.lo (Xi-1.;; Xi] � 
a hipotese estabelecida e· que os intervalos teem 
medidas M proporcionais a incerteza I do aparelho 
nesse intervalo , ou seja Mi/Mj = Ii/Ij � � a � = � � � ( 1 )  
Usando a 11medida usual11 
(X(i) X(i-1))/(X(j) - X(j-1)) = Ii/Ij . • • . • • • • . •  (2) 
Designando por Zi a relacao �!(i)/M(i-1) temos 
X(i+1)-X(i) I (X(i)-X(i-1)) = Ii/I(i-1) = Zi ou ainda 
X(i+1) = (Zi+l)tX(i) + Zi*X(i-1) = � � = = � = = � = = · � = · · = ( 3 ) 
onde i pertence a [�.�NJ XO=Li e XN=Ls . 
Conevem emp�egar um metodo iterativo para calcular 
a expressao (3) , como segue : 

1 )  Arbitra-se para X! um valor no interior do intervalo 
e.g. Xl-XO = (Ls-Li)/N . 

2) Usamndo (3) ·, calculam-se sucessivamente X2 g g  XN c 

3) Em geral, o valor de_ XN calculado seraJ diferente 
de Ls � Corrige-se o valor i�icialmente dado a X1 
acrestando-lhe (Ls-XN)/Ls 

4) Se ABS((Ls-·XN)/Ls) ' W  entao rag�essar a 1) 
sair da ite�acao . 

W dever2' ser escolhido caso a caso mas � em geral, 
tomara· valores compreendidos entre EXPonencial de 
(-4 Ec -10 ) 

c2) Os intervalos teem medida igual e o problema reduz-se 
a escolha da medida comum , Me , das partes � usando 

por 2}�(?mplo :: como refere�cias , 
o maximo, mininmo, 
Seja k =(Ls-Li)/Mc 

a media� 2 moda da 
esc o 1 hEIJ"' par-a 

seja maior ou ig11al a k que 

c3) Construir um reticulado 

1euncao I ( XtJ) � 

l.,..lc o m2n01"' 

Supoe-se que ja foi escolhida a particao e sejam dados 
a sucessao ordenada de limites : XO, Xl, XN 

4 
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com XO=Lí .:·é' 'XN = Ls-"- � ·.·.:; :· -:: .: 
- �  e .. a_ fuiica.o--.-irlcef--l:.:ez-:3. -· I (F' (' Xo))· :: , ---

Designàndó �6r· Wí; um:ponta·i�teri6r d6 - int�fvalo 
(X(i-1}, ·Xi] ··por exemplo_·-s· Xi-ou-(Xl+Xti-l)l/= 

·fornte-se- á sú��ssao W15·:���WN d� pcin�o�: 
Desige�sé por- 'Gi=cxo; Xi]· · e por Mii-'2a -��dida de Gi 
Entao·-=._er-2.-'··-: !"1 .. i--j::!:,SOI\i(4Torib {f"iJ···,,: co . . m . . _;,-·:.drr· 'ri_ i1 • ' _. '-, I ,_- - "-__. 

Pode��an�t�8i0-sé u� feticulado·:� 6nde· :· -·;.· 
Ur = {-M.-1�--M�-2,.-i�;-M�N7} ···e!26 c6nju�to .0niversal, 
Max e Mi� sab-as connectivá§�de -:que vai -�er dotado Ur, 

.:·=-:::e 

a relacao de ordem e' estrictá· 
para tddo-o i e� [í�uN] . . -
A particao ·e o reticulado 

--.' ... · 
} e·stao 

em condicoes de ser cperados empregando teorias formais 
V0.:;]-:-:\S ( ·fuz Z')--') 

t;!\lEXO 2 
COMPOSICAO de�FUNCOES 
A composicao e' feita ao nivel das�fu�cio�ais -D(X; :�Xo) 
Como o parB.metro Xo t.ern ?. pot.enc:i.a. do cõntinclÕ:.-; .:a s-olL:.ca.o 
adopt-::.".d�. consisté ,._, 

:�_ ... -F'a�-::ticiOna��:<õ' s-i·s··!:é!Tia :,(Rób,::,tr'=1e:rrr· M :::.pa.!--t'�S -.�:8'1 ;iS2� = = �si-y1 

-;� ·-· 

. e :; --se ·po·5 si:ve f;:· Et'J.�?rído :-ta:mbe.n) .;:.-e·ffi' :. a fe.nC·a·o 'u-rr1:é . . :::1.:-.3·-Z;D2.'--/E 1 
homogeneidade da incerteza --int�íAéec�-�o� sJbii��emas que 
consti.tLtiêm':·a.s· -pa-r·:te·�� :.-. S-'k =· - ··"' · .. :::.-· --!· .. : 

Os --subs:Ls'terr13.s S!'.'. !l···s.:::l.O ·:·coriS·Ii-itüídoS:::�p·ot- '\i2!..:fôS· a,·pa.relhos 
e inst:1.-::u.mentcs cdm· 11 :L:·nc:er-tezaSI.f' · dist irí t-::;s !: .. · .-d6hd'e :::o::-.:1 

neces·;;;a.!"'io p2�rticionar Sk. :. ::se·r1"dó·· :: sk:·t ·'o .. :s·j5rr1'b''Glo 

�
e

:::��
o·

��-�::s.iC
·
:
·
����:-r�-���if��:: -���-�ã1;::fn�ift1o -��ún .. :-n:íVé'f ·de 

desag t"'·ga·c·a.o cO'riside·J,..-a.d·cJ ccJ6veni·en>te �- .-
-Uma ,rEde· descreve o modo ·como --:as: j:ia�-teS_. e'sta.O: -1-igad.:;�.s 
S(k, ul·-) simboliz�;_ uma p;::tl"'te dÓ ·E?.is·t:ema ·:·cú.J\:J··;:t:2ffi-·ir{·�lo de 
.. desag !"'eÇ_(ac·-ao e-' k = .. r .. --

l::'ar-3. ce:\da .::--p2�r·te s:( k',, r)· dO ·s:fstema· :.ao ·:=·ci·é-;st't-L��idcts 
c;s · par· t -iéoes [X i�, XSJ�,n�.-:� � l"-): "e -e·:-.:::iadc..s -�ts di.Str-i-bui.cces 
D(X�� Xo):; (k: �t- ) ;� co'rre·:2- ponden tes , veje.-=-�� r:;ne�-�-0 1 
Parque Xo tem a potencia �o continLto , havera' quE 
proceder a escolha de um3 dlstribuicao paradiglnat��2 
D(X; Wo)-�(l(,�r)� para repJ-esentar ? �art� �{���0). 
As func:'ionai s :; D ( :x: :: t•Jo) � ( k � � �-) sao 0::::.1!'1 ·(c;.D 11 coir:pos -!:2.s 11 

t.(·::?r!dO :::.·rn ·3. tence.o =:t l--ede qu2 de se i·-e-..ie . a · des2g :--·eoB.C-3.0 do 
do sistema (robot) 
Um e::-�einpl•::J mu.·i to -simpJ.·i=·s ilus-t!....:al...:·a�_,,-_:· o metCJdo 
D ·=isterne, fci P·3.t ... ticiona.do :em .. 3 .. ::-p_at--l:es 

S1 Si�;tem;:;:. de O!Jser�Vi;;l.Ca.o (El\fT·)·.:..::�;· 
83 Sistema--d� Accao 
82 Sist.�=m·-a;· de Ope: ..... ::,_c!ot·�e';; ( INT) --{�üe c-onnectarn s·l com 

(�1 !"*E•de r.:0' d escr-ita. pelos seguinte-s·' pa.res n 
(81,82) e (52�83) � 

Seja.m D(X5 Xo1)�1. , D(X,XC\2) .. �:2 · e: D(X�Xo::::;-):::::;; as . .::. 
dis•!.:t•M,:Lbuicoe's "•9, C'Offi'PtH"; • 

Sejam D(X�Xo23_)_;�2+3) a cornposicao C(2,3) e 
. -D ( x· 'I Xb12�3) ; ( 1+2�·<:;.) · -a-· .. compoSfcao C ( :1_ "c:(:z 'l 3) ; 

�� partit··- d�.s disti·-ibuico2·s cÓmposta.s ob-l.:em·:M·�e � s 
desvias p adrao e finalmente IG , a irtcerteza do 

5 
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sistema global ( do Robot) � 

4 Recorda-se , mais uma vez que e�tas operacoes sao muito 

mais simples se forem usandos reticulados u 
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