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E' possivel construir 
à> um espace-imagem baseado em medidas de natureza 

economica . 
bl hiper-superficies referenciais destinadas a 

processos economicos 
c) uma figura de merito para medir a eficiencia dos 

processos economicos . 
di Finalmente , a qeometria afim parece 

particularmente adequada para representar objectos 

e quantidades de natureza economica , e a sua 
evalucao no tempo 

It is possible to construct : 
a) an image-space based on measures of economic 

nature . 
b) referencial hyper-surfaces for economic 

processes . 
c) a figure of merit to evaluate the efficiency of 

economic processes . 

d) Finaly , afin geometry is deemed well suited to 
represent objects and quantities of economical 
nature and their evolution in time . 

On peut construir : 
a) un espace-imaqe base' sur des mesures de nature 

economiques . 

b) des hyper-surfaces re+eranc1e11es pour 1es 
processus economiques . 

c) une figu�e de merit pour evaluer 1 'efficience 
des processus economiques . 

d) Finalme11·t la geometrie afin est adequate a' la 
representation des objects et quantities de 
natur-e economique et Jeurs evolutions temporelles. 
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AI PROLOGO . 

1 

Com o advento da facil e instantanea tranferencia de informacao 

e do transporte de pessoas e bens a velocidades progressivamente 

mais elevadas 1 resultou que os povos sabem cada vez melhor como 

os outrcis vivem em sociedade , que meios economicos deteem -, 

que regimens politicos adoptam , que credos e conviccoes seguem. 

A poderosa forca do mimetismo , a ''moda'' , leva-os , 

por um lado , a copearem-se mutuamente , assimilando culturas 
comporta mentos e procedimentos mas por outro , a acumula r 

frustracoes , reservas e odios que podem eclodir em conflitos . 

Mesmo os povos grandes e ricos ja nao podem decidir sem terem 
em atencao os projectos , aspiracoes , vontades e comportamentos 
dos outros povos porque o planeamento, em isolamento na cional 

nao seria eficaz 

A' esc al a pla netaria o numero . a dimensao e a influencia das 

sociedades ••isola das'' sao diminutos 

A exaustao de um recurso minera l � a desertificacao dun•a regiao , 

um ma u a no agrícola � a poluicao industrial , ca tastrofes , etc. 
ja' na o sao processos intra- muros � porque os seus efeitos 
repercutem-se rapidamente e em pa izes mesmo muito distantes . 

A ciencia eco no mi ca � como uma forma de observar os processos 

societais humanos , nao pode deixar de est�dar a evoluca o dos 
povos a nac ser como um todo e a· escala terrestre. 

Parece oportuno dar os primeiros passos na senda da criacao dum a 
''basE qeografica economica'' � emulando· as ba ses geograficas 

física s 

O suporte espacia l subjacente a '' base qeogra�1ca fisica'' serve 
igualmente a im age m economica a qual sera' uma aplicacao num 
espaco de grandesas economicas 

Os objectivos desta comunicacao sao 

a presenta r Ufn suporte formal 
afigura a linguagem a dequada a 
mostra r a relevancia de certos 

a geometria afim que se 

este desiderato . 
conceitos semanticos na 

modela ca o do ''rea l economico'' procurando inspiracao na fisica. 

Introduzir um conceito de valor que configure uma funcao 
medida e que permita construir um instrumente formal de 
apr�ciacao e mediria ria 

Para este efeito : 

* No Ca p B f az-se uma rapida e sumaria a presentacao dos 

conceitos semanticos de maior interesse 

* No Cap C faz-se uma aplicacao � alinhando-se a lguma s 
sujestoes de e spa co s- im aq ens que se a figur a m  a dequados a '  
representacao do ''real economico'' 



• 

• 

• No Cap D sao introduzidos conceitos complementares , 
tais como : valor , reversibilidade , resto do universo e 
e sugerido um criterio de eficiencia economica . 

* No Cap E 
conceitos , 
sintatica 

sao efectuadas formalisacoes dos principais 
porem numa linguagem mais discursiva do que 

* No Cap F apresenta-se o resumo e a conclusao . 

2 

Com o objecto de nao tornar pesada a leitura do te�to principal 
essencialmente semantico e descritivo � remetem-se tres temas 
para anexos : 

* Anexo 1 As transformadas de contacto . 
Sao essenciais na passagem de grandezas extensivas (medidas) 
par� intensivas (relacoes entre extensivas) 
Permiteol , em certas circunstancias , reduzir a dimensao do 
Pspa�o jm�gem . 

* Anexo 2 A geometria afim 
Porque a geometria afim - e' um instrumento formal poderoso 
mas nao muito divulgado na linguagem e simboloqia de Schouten 
recordam-se alguns conceitos e formulas antes de efectuar uma 
aplicacao a' modelacao da imagem economica da �ealidade . 

* Anexo 3 Os hiper-qrafos . 
Varias aplicacoes da teoria dos grafos sao expostas , porque 
o conce1to de valor dum ''objecto'' impli�a a const�ucao de 
graf os . ·sao examinados alguns tipos mais � aracteristi cos � 

* No final encontram-s� alqumas referEncias biblioqraficas 
e o indice ·. 

Comentarias : 

E' conspicuo a ausencia de referencias a temas economicos . 
mas na verdade· o objectivo e' essencialmente. mostrar como se 
procediria em disciplinas como a fisica , teoria da informacao 
ou do conhecimen·�o, por exemplo, mas nao e' certamente provar 
semanticamente que um qualquer '' modelo'' descreve 
aceitavelmente o real economico � 

A esperanca que esta exposicao possa vir a inter2ssar um 
economista ou especialista em ciencias societais que � com 
melhor formacao e informacao , possa modelar , em geometria 
afinl , a itnagem economica do real , e toda a motivacao do 
autor . 

SeqLtindo a nova tendencia dos cultores das linguagens formais 
a semantica • a interpretacao do 11 rea l '' � faz parte da 
aoresentacao da lir1quagPm sintati.ca � es·tabelecer1do uma ponte 
entre a realidade e as formas p��ras que a emulam . 
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Finalmente cabe 

paciencia de ter 
da maior valia 

sao da exclusiva 

aqui agradecer ao F'rof.Dr-.An·tonio A. Costa a 

dado uma leitura ao texto e feito sujestoes 

mas os erros e incorreccoes que sobejaram 

responsabilidade do autor 

B> Al� un s conceitos basicos -

Bll Real e Imagens • 

Todo e qual quet· " objecto de estudo " vai passar a desi qnat·-se 
por "objecto real" ou simplesmente por 11Dbjecto11., e set-a 

entendido como um ''conjunto universal'' com o significado que 
esta expressao tem em algebr-a e topologia 

IJ 110bjec:to11 e '  o dominio do estudo semantico e dele sao 

e··�tr-2i de.s 11 t m ag en s1 1 semp! ..... e 
produzem uma representacao 
110bjecto11 

par ci�.i s  1 
inteleqivf:?l 

mas que em cnnjunto 
para os humanos desse 

ü 11 objecto-real'' pode ser-
um objecto ou coleccao de objectos fisicos 

uma inlaqem de um objecto fisico 
um biota ou uma sociedade de biotas (e .. g .. humar:os) 
uma sensacao • um conceito 

em resumo tudo quanto for 

um credo etc. 
objecto - de estudo 

Por-que o •:objecta-real'' con+1gura um ''conjunto universal1' os 

conjuntos nele cor1tidos serao especificados da forma ma1s 
adequada usando caracteFizantes se requerido 

G"!ual quer imaoem dum 110bjecto11 forma-se num 11 espaco��.imagt:·m11 ou 
simplesrm?nte "imagem" e este espaco , em get-al sera munido 
de estructuras alq ebr i ca e topolog1ca . 

Ha a preocupacao de escolher para o Qspaco __ imaqem 2 estrutura 
mais simples que a modelacao do real consentir 

O "objecto-�-eal11 e' descrito numa linguagem semantica 
linguagem natural e ou seus dialectos cienti·ficos ou 
linguagem objectiva usada como se man tic a . 

e. g � : 
ate' outra. 

Urna 1= une ao 

desempenhando 
valor-es no 
confiqura o 

definida sobr-e o 11Dbjecto11 
o papel de domínio da funcao ) 

'' esp ac o_ i magem'' ( contra-domínio 
11 processo i ntrumental11 de pt-aduzir 

este 
e tomando 

da funcao 
i maqens . 

Em todd os don1in ios da ciencia admite- se o pressuposto entimenJico 
seguinte� A estriJtura do espaco .. imagem adoptada e' homolooa da 

estrutura de. ''object.o-real'1 a ernu.lar� e a funcao qu>::.• 
aplica o 11Db.it:::-cto-rea1'1 no esp aco imagem n-.=..o 
deturpa essa homolooia 

Note-se que se for unl instrumento fisico a r eal iz ar a r ef erid a 
aplicacao� entao havera que� ex peri men talm ente � assegurar a 
satisfacao deste pressuposto 
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O convencimente da ''verdade'' desta homologia pode tornar-se 
muito forte e obsessiva., transformando-se num verdadeiro 11 credo11 
defendido denodamente pela congregacao cientifica que o adoptou e 
so' o carreamente de nova informacao vai permitir provar ou nao a 
verosemelhanca da referida homologia . 

Ver refer. :2 e 3 ( semantica ) e La < sintatica i 

82) Espacos __ imagens e suas estruturas � 

Por principio, o espaco_imagem deve ter a estrutura formal 
'-'dequada e na o devem ser impostas re·stt-i coes quer a. di mensao do 
espace quer a complexidade da estrutura . 
Tambem nao devem ser conferidas a· estrutura do espaco_.imagem 
propriedades que o real nao possui. 
A dimensao dos espaces imagens e' em geral finita ou numeravel 
porem ha situacoes onde sera' necessario recorrer a espacos 
fractais .. 

83) E s p e c ificacao . 

A e s p ec i f icacao dum conjunto consiste em verificar quais os 
elementos do ''conjunto_universal'' que satisfazem a uma lista de 
atributos semanticos o meta-teorema da e s p e c i ficacao - . 

Todo o elemento que satisfaca aos referidos atributos declara-se 
- 1nembro - do conjunto especificando . 

Es·t� tema e' importante quando se trata de reconhecer e 
interpretar .a lista de atributos semanticos d o� elementos do 
1'obj-real1' e nao apenas de especificar conjuntos em espacos 
formais? muito mais simples e regulares do que a 1-ealidade . 

Para definir um conjunto contida no 11CDn.iunto '-lni·..;et-sal11 ha que 
adoptar um me

.
todo , essencial mente inter-pr-etativo • a e;<ecutar 

por observadores humanos , auxiliados ou nao p or· instrume n t o s  d e  
observacao e medida. 

A 11 i ntet" \lencao 11 de humanos nos p r·ocessos de observacao e 
medida vai '' deformar 11 a imagem resultante por forca e 

causa dos concomitantes credos� conviccoes e estados de alma dos 
humanos intervenientes . 

F'or- -fim ., e' r·ecomendave.l que as 11imaqE·nS11 
modo a tornar facil a compreensao � e.g. 
objecto e· de mais facil reconhecimento do 
·tr-ansformada de Fourier Ver refw l.a 

sejam escol h idas de 
a. fotogra.fia dum 
que a respect i v�. 
2 e :.s 

Uma classe de esp ecif icad or es muito c orrente em seman t ica � e 
baseada na utilizacao de um outro conjun·to ja especificado 

Este conjunto {je apoio e • em mui tas c as os � u.10 dominio espacial 
d e l im i tado por uma front8ira . 
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Os fluxos atraves d esta f r onte i r a  e as restr i c oes select i vas 
r esultantes r e p r esentam um p r oblema b asi c o  nao so' na f i s i c a  e 
o u t r as c i enc i as af i ns � mas tambem • no outro extr emo ,  nas 
�ien c i as que se interessám pelos bi otas (humanos ou nao) e 

r es p e ct i va v i d a  s o c i etal • com os seus ter r i tor i os e d om í n i os 
d e  actuacao. 

A t e r m o d i nami c a  usa essenc i almente este m o d o  d e  espec i f i c a r  
c onjuntos , v e r  r e f . :  1 3  e 1 4  . 

83.2 Ind i catr i z  e Caracter i z ante . 

Os esp e c i f i c a d or es usu a i s  declaram que um d a d o  elemento d o  
.. c o njunto uni versal11  pertence ou nao ao c on j unto a esp e c i f i c a r  
o u  s e j a  , apli c a m  o "conj unto un i versal�� no r et i culado d e  Boole 
Cd i ad i c ol e esta apli c a c a o  desi gna-se p or i nd i catr i z  d o  

c onjunto esp eç i f i cando . 

A r eali d a d e  • s o b r etudo quando os b i otas i nterveem no p r o c esso 
e p o r e m  mui to m a i s comp lex a e e' d i f i c i l  d ec l a r a r  
p e r entori amente se s i m  o u  n a o  u m  elemento d a d o  p ertence a o  
conj un-to esp ec i f i cando . 

Z a d e h  estendeu os espec i f i cad ores a apli c ac oes q u e  tomam v a l or es 
Gm r et i c ul a d os e m  geral e estas ap l i c a coes d es i gnam-se p o r  
c a r acter i z antes . 
A ss i m a i nd i catr i x  e· um caso parti c ular d um c ar-acter i z ante que 
u s a  o r eti culado de Boole Cd i ad i col Ver r e f .  1 1  e 13 . 

B4) Funcoes d e  c onjunto e med i d as . 

A q u i  i nter essa r e f er i r  aquele t i p o  d e  funcoes d e  conj unto oue 
estab el e c e m  u'ma c o r r espor.d enc i a  un i vocc;. do conjunto com u m  
elemento d o  esp a c o_i mag e m  , estando este dotado d e  u m a  
est r utu r a  algeb r i c a  muni d a  d e� pelo menos , u m a  connec t i va d e  
natu r e z a ad i t i va 
�ss i m • sendo d a d os d o i s  c onjuntos A e � • a funcao v a i  i nv o c a r  
r es p e c t i vamente os elementos : a • b d o  esp ace-i magem e tem 
senti d o  esCrever a +  b , onde ( + ) si mbol i za a c onnect i va 
a d i t i va d a  estrutura �e que f o i 1nun i d o  o espace- i magem . 
Ent r e  estas fun�oes d e  c onjunto d o  t i p o  a c i ma ex i ste um sub-t i p o� 
as m ed i d as , que g oz am d a  p r o p r i e d a d e  d a  ad i t i v i d a d e  , i sto e' 
se A e 8 f or e m  d i sjuntos e c for a med i da d o  conjunto r euni a o  
( A , B )  entao c = a + b 

A b us c a  d esta f uncoes med i d as 
c onstante d o  Homem 1 eug. 

tem s i d o  uma p r eo c u p a c a o  

O car d i na l  d o  r eun i ao d e  dois r e b anhos A e B , d i sjuntos1 
e' a sorna d os c ar d i na i s  di? A e B� ( c onh e c i do d es d e  os 
te1npos d o  home,l) - pastor) 
A a d i t i v i d ad e  dos volumes d os cer eais d eu o r i ge m  a o  
conc e i to d e  si los comun i ·tari os� evi tando a constr u c c a o  d e  
g r an d es e d i ficac oes para conter , e m  vasos sep ar a d os , os 
c ereai s d os d i versos aqr i c ultores e �ome r c i antes . 
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O r- e c on hecimento d a  aditividade das areas d e  ter-renos 
·aq ric o l as� constituiu · descobert a  essencial para o 
l oteame n t o  aqr-ic o l a n o  Egipto" c l assico e f oi pr-omotor-a 
do dese n v o l vimento d a  geometr-ia entr-e os gregos • 

A b a l a n c a  intrume n t o  concebido n a  alta an tiguid a d e  � 

c o n t a  c om a aditividade d a  massa dos corpos dis j un t o s .  
A aditividade d a  ener-gia e' f u n d amen t o  d a  ter-modinamica e 
e b asic a n o  c a l cu l o d a s  maquinas motrises . 
A ent r-opia pode ser- const ruída como uma medida n os 
processos reversíveis dos sistemas reais . 
A teoria das probabilidades assenta na conceito d e  medida 
p ositiva finita e normada . 
Um f un cion aria-c aix a  dum b an c o  acredita n a  aditividade 
d o s  esc u d o s  que recebe ou en treqa • 

A d e s c o b e r t a  d e  uma n ova medida n o  Universo e '  motivo para 
vastos desenvo l vimentos e inovacoes . 
As ciencias 11 d u r a s 11 ( ou inanimadas ) c on st r oem os seus mode l os 
usan d o  r�ef erenciais que sao +uncoes� .. medidas do 1 1 real 1 1  

Ver- r-ef. 1 . f  10 e 14 . 

85> F u n c oes Homogeneas e Nocao de g r au (e.g. O e 1 ) • 

Se j a  d a d o  um espaco imagem devidamente est ruturado de N 
dimensoes o n de se pro j e c t am N medidas �lij dum con j un t o  Cj 
c on tid o num 11con j unto universa l '' ( ob j � real ) 

Se , p ara. t odo 
d ua s  medidas k 
esse domínio do 

Cj contido n um certo dominio do (ob _j.�ea l )  e par a 
e 1 , f or- Plkj I M l j const a n t e  en t ao diz-se que 

11 Db j n t-e a 1 11 e :-.omogenio em k e l 

�lk_j pode ser descrito em f u n c ao de M l j  por meio d e  uma f u n c a o  
homog2neQ. dE• gl'""aU 1 SE• O 110bj n rea l 11 f OI'"" homoqeneo em k e 1 

Se est a propriedade se ver1+1car oara todo e qual quer par de 
med i d a s  das N do espaco_imagem � entao diz -se que o domínio e 
com p l et amente homoqeneo e qual quer nova medida pode ser 
des c r i t �  por uma funcao homoçeneo de grau 1 em f un c a o  d a s  
rest an tes medi d a s  . 

A r e l a c a o  d e  d u a s  fun coes homoqeneas de grau 1 produz uma f u n c a o  
homogenia de g r au zero e a homogeneidade d o  d ominio pode 
ver ific ar-se pel a constancia das f un coes homoqeneas de g r au z ero . 

Os povos d a  a n t i g uidade devem ter verificado a existencia duma 
r e l a c a o  homogenea de grau 1 entre o vol ume aparente dum cereal e 
a massa desse v o l ume e por que uma medida vol umet rica e '  mais 
f c:v.:i] de constr u.i.r e mais simp l es de man usear d o  que efectuar 
uma pesagem com w1na balanca � dai talvez resu l t asse uma l ar g a  
divu l gac ao das medidas volumetricas � 

A fun c a o  homoqenea de qr-au zer-o associada ao p ar· (massa, vDl uma) 
d esigna--se p or massa especifica aparente a qua l  devera' ser 
con s t ante no d ominio se es·te for homogenio . 

�)eJ·- 1'- e+.. J. � i� � 4 • 6 � 9 1 O � 12 e 1 4  
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c o r- r- eccao 

7 

Part i ndo dum s i l o  vazi o • e f ectuado o se0 enc h i mento no tempo das 
c o l h e i tas e retirado o c ereal , a· medida das nec essidades ate' 
a o  s e u  comp l eto esvaziamento e tendo tomado nota das pesagens das 
entradas e sai das, se a - massa - f or uma f un c a o  med i da e '  de 
esperar que a soma das massas entradas seja i gu a l  a' das saidas 
P o r e m  tal n.:a.o se v erif i c a na pratica e ap ura-se u m  er-r-o o u  
dif eren c a  n a o  desprez avel 

Dois cam i n hos p odem ser tomados 
ou a - massa - e· r etirada da l ista das f uncoes med i das 
ou se acres�enta ou ret i r a  uma porcao f i ctic i a  de cereal 

que sera' responsab i l isada pel as d i f e r encas 

Desde tempos muito r ecuados a so l uc ao escol h i da f oi a seg unda 
tan importante se considet-av.a. ·i a n essa et.lt.1.it-a " r:onse�-val,... 3 
aditi v i dade a c ertas grande z as . 

Assim as '' quasi __ medidas'' do mundo real sao substit u í das por 
'' medi das p a r ad i gmaticas'' e f ormal mente perf e i tas e acrescenta-se 
uma f 11 n c a o  c orr-ectiva e assoc i ada a· medi da_paradi gma � afim de 
compensar as diferencas e n c ontradas . 

A c i r c unstancia de nao ser conhecida 
veri f icadas n a o  impediu esta p r ati c a  
dia vir a ser descob erta a sua c ausa 

a expli c a c a o  das d i f eren c as 
tal vez n a  esperanca de um 

As lei s  da conservacao da massa , da enerq i a  ou duma s i mples 
contabil i dade de p arti das dob rados . atestam a importancia da 
c onstrucao de f unc oes_medi d as a partir das quasi -medidas do 
mundo "real" Ver r-ef . 1 2  e 1 4  ,; 

87) Esp a c os mensur ave is e metr i c�s 

O espaco onde uma - medida - �oma valores e '  mensuravel , em 
ger al , e var ias metricas podem ser adopt�.das . 
1'1as as ima.gens do "obj-r�e<=;,.l" imp l icam v arias medidas e e '  usual 
·formar o producto cartesia�o r especti vo • 

Um miJltiplo ( elemento do producto c artesidno ) sera a imaDem 
global de um dado sub-conjunto do ''obj-real'' . 

ü p r ob lema esta' 
espaco. __ p r oducto 
que o 110bj.-r�eal" 
ade quada .. 

em saber se se p ode dotar de uma metr i ca o 
isto e' se e' poss í vel p r ovar semantic amente 

e um espac o mensuravel e qual a metrica 

O presuposto da homol ogia entre a realidade e o espaco imagem 
impoe esta precau c a o  � p or qiJe embora formalmente p ossa ser 
possivel e ate facil dotar o esp a c o  imaqem de uma metrica • 

c o n tudo t a l  p ode n a o  ter sentid o n em i ntrepretacao c oerente com 
os factos e experiencias efectuadas na realidade em estudo . 
e.q. : o espaco-imaqem da classic a  termoestatica n a o  tem metr i ca 



Muitos exemplos existem no dominio da economia que deixo ao 
leitor atento o prazer da descoberta . 

Em sintese , a metrica escolhida para o espaco�imagem tem de 
corresponder a uma propriedade verificavel na natureza • 

Ver ref. l.e , 1.f e 14 • 

881 Medidas de probabilidade e conjuntos vagos I fuzzy sets 
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Nas oper-acoes de observacao e medi da , a correspondenci a 
(relacao) que descreve a formacao da imagem do re·al � nao e 

em geral , univoca e varias imagens correspondem a um mesmo
. 

• obJecto real 

• 

Assim , no caso simples da imagem ser um ponto na recta real a 
plurivocidade da relacao tomara' a forma de varias pontos 
representarem o mesmo objecto 

Em certos casos , tem sentido definir uma medida finita e normada 
sobre o espace-imagem c a ••tmagem do objecto•• nao sera' dada por 
um ponto mas pela distribuicao que descreve a medida referida. 

O sentido se�antico dado a estas medidas e' o de prob�bilidade 
a prior-i OP a nosterjot .... i 

inlagens d11m dado objecto 
dos acontecimentos isto !?. '  das 

Entretanto Zadeh estende o conceito de especificacao de conjuntos 
substituindo o reticul·ado de Boole por reticulados sem restricoes 
e interessou-se muito especialmente pelo intervalo fechado 
E O  , 1 ]  da recta real. 

Daqui resultou que os caracteriz2ntes dos sub-conjuntos do 
conjunto univer-sal tomam a for-ma de aplic.:t.coes do conjunto 
Ltni ver sal no "i n1:er-val o [0 � 1 J e desta feita � os 
caracterizantes , como as medidas de probabilidade sao funcoes 
dum conjunto universal e tomam valores no intervalo [ 0  1 ]  
so' que as probabilidades sao funcoes aditivas .e os 
caracterizantes nao sao � 

A estas aplicacoes nao aditivas deu-se o sentido semantico de 
11 possibilidade 11 � e tem sido preocupacao dos cultores da 
11fuzzy matllematicS11 encontrar e:-�emplos e situacoes que permitam 

ilustrar o que se entende por - possibilidade - e o que a 
distinQue do conceito de probabilidade sem recorrer ao 
teste formal da aditividade 

Dada a facilidade de compor funcoes (distribuicoes) cujos 
domínios e contradominios sao os mesmos . teem sido fecundos 
os exercicios formais co1nbinados sobr·e - possibilidades -
(com o reticulado [0 � lJ e as - probabilidades - . 

15 ( Possibilidade versus Probabilidade) e 
2 bibliografia nela referida 
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C> Apl icacao 

CO> In tr-oducao 

* O objecto-real � como - con j un t o  universal -
Ter- r- a  com a sua envo l t ur-a gasosa e os biotas que 
os a r- t ef actos e o ex cr-eta da sua actividade 

e o p l aneta 
n e l a vivem , 

Contudo n2d2 imp�dc que se cstcnd� c ccnccito ��irn� definido 

a out ros dominios do Universo . 

* O espaco f o r- ma l  ser-a' um X4 = X3 x R 1 o n d e  
X 3  representara' o espace fisico 3-dimen cional e 
R o tempo . 
O espaco f isico X3 sera' dotado de uma metrica como e '  
usual 1 par-a per-mitir- definir- distancias an g u l os etc . 
a base para X3 sera' centrada no centro da Terra . mas 
out r as bases auxil iares serao escol h,idas quando tal se 
mostrar convenien te 
ex emp l os de J-epi-esentacao cooi-denad&s e3f2rica5 � 

c i l indricas ou cartesianas 
O espaco R o tempo , sera ' dotado da metric3 usual 
o c e n t r o  sera' uma data escol hida arbit rariamente e 
o simholo t sera' reservado para descrever o t e mpo .  
ü espace X4 nao tem metr i c a . uma vez que nao se 
preveem f e nomenos necessi tando de correccao rel ativista 

* O espaco-imagem Yu sera' formado pel o producto car t e siano 
de u f un coes r-eais Fk de X3 C k em Cl • •  u J )  
Yu sera' u m a  imagem geomet r1ca d o  ob jecto-real mas adequada 
a u l terior tratamente com vista a criar imagens de 
natureza economica . 
t , o· tempo � Eontinua a f u n c i onar como 
por razo_es do foro da intet-pl-etacao , Yu 
dotado de uma metrica . 

parametr�o 
nao poder-a ' ser 

a apr-ese n t acao das f un coes 
a medida d a s  necessidades 

Fk acima referidas � 

d a  ex p osicao do modelo 
far-se-ha 

C1) Apr-esentacao de a l gumas funcoes t i pi cas . 

A carac teristica essencial do espaco Yu e d e  ser f o r mado 
p or f un coes reais que representem : 
ou gF"an dez as 11 e�·�ten sivas11 a.s quais qosam d a  propriedade d a  

�d i t i v i dade e des c r i t i ve i s  por funcoes_medi das <Fk>, 
ou gra.n de z a s  "i n t e n si-...i3.S11 

fiJncoes _medidas . 
que sao relacoes (Gk )  de 

Record a-se que a pa�tir 
d e  - r ef e r en c ia- ( F z )  
medidas CFk) associà d a s  

d a s  funcoes (Gk) e d e  u m a  medida 
p o d em ser reconst r u í d as as 
a u:;k) 

As grand e z a s  serao na reali dade p seudo-medidas . mas podem 
ser co11ve r t i d a s  em medidas pela i ntroducao das f un c oe s  de 
ccrreccao aux iliares ( ver: 86 
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O que interessa portanto e' reconhecer e identificar no 
objecto-real , as propriedades (atributos) que se assemelham 
ou a grandezas extensivas ou a intensivas 

O preco , relacao entre uma quantidade de moeda e quantidade 
correspondente de mercadoria e' uma grandeza intensiva . 
Na verdade verifica-se uma razoavel aditividade nas grandezas 
moeda e mercadoria para as assimilar a grandezas extensivas • 

C1�1) Densidades Volumicas . 

A relacao de uma qualquer grandeza extensiva e o volume 
(espacial) ocupado , e' uma propriedade intens.iva muito 

empregada para descrever : jaziqos minerais • oceanos � 

lagos , a crosta terrestre e a envoltura gasosa , etc. 
A densidade (volumica) e' usualmente representada por um 
vector definido em cada 11ponto .. do dominio a descrever � 

* O  conceito de ''ponto•• tera· • .  em geral , o sentido semantico 
de ''reticúlo ''• isto e', dum paralelotropo de dimensoes 
s��ficientemente pequenas para poder ser assimilado a um ponto 
no contexto da observacao ou mensuracao . 
Em cada caso concreto deverao ser indicadas as dimensoes do 
paralelotropo , 
oceanos C 1 km3 ) 

e. g.: jazigos 
etc. 

( 1 m3 ) , lagos ( i Dec3 

Repare-se que sendo a massa da terra finita � sera' finita a 
massa dum 11 t-e ti cul 011 e as funcoes quer- representem grandez2.s 
extensivas IFkl quer intensivas IGkl serao tambem finitas . 
Mesmo na hipotese de que fossem infinitas num numer-o 
numer-avel de pontos � o �ecurso a uma representacao por meio 
rle rjistribujco�s reo1Jlarisaveis a Srhw8rtz seria uma 

solucao para o problema . 

C1.2) Densidades superfici2is 

(3r·andezas tais como : recobrimentos florestais , culturas � 

extensoes lacustres , barragens , desenvolvimentos urbanos 
regioes administrativas , populacoes de biotas etc. sao 
descri·tiveis facilmente por meio de densidades superficiais. 

Tratatn-se d� dominios em X2 simplesmente connectados por 
linhas connectantes em X 1  ( as fronteiras do domínio ) 
Os flu>:os, atraves dessa's fronteiras� de qrandezas gozando dE· 
aditividade pode ser tratado como referida anteriormente 
para as densidades volumicas 

C1.3) Densidades em linhas 

As redes de comunicacao ferro e rodo-viarias � olea e 
gasoductos, redes de agua e saneamento . etc.)� contornos 
ou fronteiras regionais ou nacionais constituiem exemplos 
de obJectos susceptíveis de se descreverem em Xl as 
fonteiras sao pontos e os fluxos sao apurados nos dois 
pontos connectantes 
O formularia a usar e '  identico ao aplicavel a Cl.l e C1.2 
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C1 . 41 Objectos pontuais . 

i•luitos objectos sao essencialmente isolados , e.g.: viaturas , 
na vios • imoveis . fabricas • biotas etc. 
A sua localisacao sera· mais facilmente representada por um 
vector centrado e cujo extremo esta' situado num ponto do 
objecto escolhido para r-e ferencia . 
Um espaco E3 ou E6 , centrado no e>·< tr-emo do · vector acima 

objecto . Em geral , apro veitam-se as simetrias que o objecto 

e ventualmente possui 

Porque os retículos da malha resultante da discretizacao do 
continuo , teem uma dimensao finita e nao in finitesimal 
sucede que num reticulo podem existir mais do que um objecto 
ou in versamente sejam necessarios mais de um retículo para o 
desc�-ever- .. 
Esta di ficuldade resolve-se • escolhendo convenientemente a 
dimensao do retículo e o pormenor da descricao do objecto 
ser a' r·�l�gadu oar- o E6 local 

Os biotas sao de longe os mais di fíceis de descrever e o 
metodo a seguir sera· criar uma taxonomia (uma arborescencia) 
e estudar apenas as classes resultantes , o que reduz o 
cardinal do conjunto uni versal a valores que ja possibilitam 
o r-egisto e a mc:..nipulaca.o informaticos .. 
Em ger-al serao necessarias varias taxonomias cada uma 
desenhada tendo em vista o problema a �esolver , 
e.g .. : um problema de transportes exige uma taxonomia 
di ferente da dum problema ecologico. 

C2) Funcoes-medidas paradigmaticas . 

Foram apr2sen·tadas �m C 1 )  alguns tipos de funcoes cujo 
producto cartesiano forma o espace-imagem Yu 
Todas elas descrevem grandezas extensivas quer directamente 
q1.1Pr na ·for-ma de densirl-C�.des espaciais � e.q .. r. vDlume 
energia, numero de elementos horas� numera �io etc. 

massa ... 

�lao sera' dificil justificar quer por via experimer1tal quer 
por construcao • a natureza extensi va destas grandezas � a 
respectiva mensurabilidade e propor quasl-medidas adequadas 

A partir das quasi-medidas que descrevem propriedades e 
atributos observaveis no ''objecto•• . serao const�uidos os 
correspondentes pares de : 

funcoes-medidas (paradi q maticas) e 
funcoes-correcti vas (associadas) 

Recorda-se que embora o espaco Yu seja formado por fLtncoes 
mensuraveis e do·tadas de metricas � nao e � possível 
sejnanticamen·te • dotar Yu de uma metrica . 
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C3l Construcao de um espaco metrisavel Zu ) 

Os objectos � nao sendo -iguais- nem da mesma natureza 
podem , para certas formas da actividade do homem em 
sociedade � serem considerados -equivalentes-

12 

Para mensurar essa equivalencia , introduz-se um conceito 
11Sincretico e subjectivou que ser-a' designado por 11Valor11• 

O "valor" tem estado subjacente na apreciacao do 
''real-economico'' dos objectas desde a mais remot� antiguidade 

Varias inter-pretacoes do conceito 11Valor11 teem sido 
propostas , acompanhadas dos metodos para o determinar e 
cunhadas '' palavras reservadas'' para melhor as distinguir 
I preco utilidade etc ) 

Porem , em geral � nao Lem havido & preocupacao de construir 
essas interpretacoes subordinadas a· condicao de serem 
repesentaveis por funcoes-·medidas , muito embor& muitas 
dessas interpretacoes configurem funcoes quasi-medidas e 
dai' com condicoes semanticas para suportar a construcao de 
medidas-paradigmas . 

�t- Espaco Zu 

Sao pressupostos na construcao do espaco Zu 

a existencia de uma gfandeza (propriedade ou atributo) 
destgna.d:o. por 11V21Dr11 
a possibilidade de encontrar u funcoes H 
as "imagens11 do r-eal-econofiiico em Yu no 
valores • em Zu . 
As funcoes H sao homogeneas de grau 1 

que. apliquem 
e::;paco dos 

O problema foi assim resolvido pela forma usual 

construcao de 1Jm operador {H} que aplique o espaco Yu 
num outro Zu . com a mesma dimensao e permi·tindo uma 
correspondencia bi-unívoca entre os respectivos sub-espacos. 
conf9rind� h0m�qeneidade linear ao operador {H}� 
porqtJe todos as espaces C de dimensao 1 ) que formam o 
espaco-producto Zu • repr�sentam a mesma grandeza � 

n "-.,/a.lor11 _ja nao existem objeccn�� s�manticas em declarar 
lu Jnensuravel e do·ta-lc de uma metrica . 

Adiantm , em Dll 
com mais pormenor 

o conceito de ''valor'' sera retomado 



DI Conceitos Complementares 

Dl I Conce;to 

Dl . 01 Introducao 

A necessidade de conferir uma metrica a 
rever e precisar- o conceito de 11Valor11 

Zu vai implicar 
, .tomando precaucoes 

subjectividade inerente a sua mensuracao 
. .  construcao de uma definicao que preserve a s�a 

aditividade objectivo essencial a atingir 

0 1 .11 Subjectividade 

O r e sul ta do da observacao e mensur-acao do ati,.... i buto 11Val or 11 

dum objecto e uma funcao do : 
metodo de mensuracao empregue 
r·eferencial do "biota11 que pr-ocede a oper-acao , 
quadro ccntex tual que iiic:!.ui e e;·� pei"" iencia 
memorisadas . 

Esta ci r-cun stancia i mp l i c a complementar os resultados 
obtidos com uma referencia e:<plicita ao metodo 
ao referenci3l e ao contexto 

Repare-se ainda que no ·texto se faz referencia a 1'biotas'' 
e nao apenas a ''humanos•• porque uma visao excessivamente 
antropocentrica esquece a i mportanc i a das .. respostas " dos 
biotas nao humanos . 
Alteracoes climaticas desertificacoelE: decrems-ntos 
populacionais de 
ep i dem i as etc . ,  
ao c ompor_t amento 

especies (ate' a sua extincao ) 
sao uma resposta dos biotas (nao humanos 
dos homens .. 

Se o processo economico fosse est ac i onar i a  , talvez fosse 
justificavel esperat- quE· os ''va.lerr-esu dos objectos 
viessem a convergir 
estac i onar i a  . 

mas o processo economico nao e 

Pode concebet--se um metodo que assentar i a nas seguintes 
..-cnr ::;c 
. -- � : .' .  -· --

escolha de um r-eferencial (base) pt-e'v'ilegiado 
c onst r u c a o  dos operadores f or ma i s  destinados a 
t r a n sfor m8c ao das bases pertencentes a um dado 
g r upD de bases • 

com os operadores acima converter ao referencial 
pr·t_:.vileq.iado os 11\lalores'' dos ''objectos11 desc r i t o s  
em outros referenciais 

l"let-ca.dos. e bnl sa.s pt-oc,_,ram emt.t] ar rf"?fPr-encj ais prevj l eo].a.dos 
e o progresso nos sistemas de comunicacao tem vindo a 
pern1itir a construcao dos operadores refer i d o s  ac i ma 
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Dl. 2l Ad i t i v i dade do Va l or < VLR l 

O '' objecto'' , ao l ongo do seu p r ocesso de for macao , 
tr ansporte e comerc i a l i sacao , vai acreando '' val or'' e 

14 

o 1netodo c on s i ste em i r  acumul ando esses va l ores acr eados 

Este metodo que se asseme l ha ao do '' valor a c r escentado'' na 
sua execucao • tem p or em um defe i to qus se mani f esta sob a 
,.,.:-,.-.,,.;!""\+= +,-.,..-m,. • 
-'-'::1'-' .... ''�·- . ...... ... ,_, � 

d o i s ob j ectos '' i gua i s'' c o l ocados num me�mo l ocal 
e ocas i ao vao ter � em geral 1 1 Val o r es" d i f er entes 1 

ora objectos '' i qu a i s'' dever i am ter i qua i s  ''va l o r es'' 

A eHp r essao 1 1 i gual 11 tem o sen t i do de os obiectos nao so ' 
serem mor f o l o g i camente m u i t o  p r o x i mos como e q u i val entes 
sob o p o nto de v i sta econom i c o  e soc i a l 

O s i mb o l o  VL R sera' r eservado pat-a r-epr esentar- o 1 1Val or-11 
calculado por este metodo . 

Dl. 3) lJalor- m i n i mo \li r-tual ( 'v'P"1V 

A for-ma d� e v i tar o pr- i n c i pal def e i t o  de c o n strucao 
de VLR � c o n s 1 �e em i ntroduz i do o conc e i to de 

'1v·a l or m i n i mo virtu a l 11 .. 'v'P"1V , com a sequi nt e  def i n i cao 

Sendo dado um local e um tempo � encontr-ar a 
sucessao de estad i as ( c a m i nho proc essual ) que 
per-m ita. colocar , nesse l wc a l  e tempo , um 1'objecto11 
duma dada c l asse de objectos e qu i val entes , com o 
minimo _de val or acreado . 

VMV diz -se v! r tual p or que o r es u l tado pode nao ter s i do 
obt i do p or- meio de ex p er i mentacao ou exerc i c i o  f actual 
mas apenas esti mado usando va l ores de tr ansformacao 
p a r c i a i s  consider·ados minimos � 

Estes 'v'�IV sao uni cos em cada l oc a l  e num dado temp o , 
foram for mados ad i t i vamente e p odem ser- estimados p a r a  
todo e qua l quer- imagem e;.�t ensi ve. d u m  110bjecto 11 do 

c o njunto universal 

02) Conceito de reversibilidade 

02.0) Introduc ao 

A di·�.:er-enca en t�-e l...ll·.;p,; dum 11 objecto11 e o seu ll.,/a l or 11 V'LR � 

eN p et- imental (-factual) t- ep r- esenta. un1 desv i o que pode ser 

eNplicado por duas ordens de moti vos transferencia de VLR 
pa�a outro objec·to e a i r revers i b i l i dade M ( 02. 1 e 02.2). 



' 

15 

D2 . 1) Tranf e r encias Reversiveis • 

A l gum VL R f oi tranferido d e  ou para <:Jutro objecto , mas 
e s t a  transf e�encia foi f eita sem perdas � isto e '  
r ev e r sivel mente . e.q . :  subsídios� tributacao envi esada 
t r ansf erencia de val or entre o b j ectos , uso de val ores 
medias , et c .. 

havendo objec tos benef iciados por contrapar tida d e  outros 
que sao pr ejudicados mas a aditividade d e  global d e  VLR 
e conservada . 

D2 . 2 ) Trans f e r encias Irrevers í veis . 

Cor r e spond em a VL R perdido e irr ecuperavel , e.g . 
ineficiencia proc essos tecno l oqicos obsoletos 
circuitos d e  transpor t e  , com�r c i al isacao inapropriados 
acid entes � fogos � f ugas ; etc . 
O 1v'LF: g l ob a l  ja' nao e' aditi\/O ,. as pe;·-das d e  uns ja nao 
sao compensadas p e l os ganhos d e  outros e c a b e  entao 
r ec o r r er ao conceito de f uncao correc tiva associada 

Dado o modo como VMV f oi definido , e d escontadas as 
t rans f e r encias r eversí veis � as funcoes corr ectivas 
associadas sao sempre positivas � e estao e m  
corr espondencia com o conceito d e  '' entropia produzida1' 
nos processos irreve r s í veis (naturais da f isica) onde 
igual mente a entropia produzida e' posi�iva e . g . : 
p e r d as por· atrito, viscosidade , producao d e  c a l or , et c .  

03) Conceito d e  Resto do Universo . 

Todo o mod e l o  formal t e m  um - dominio d e  apl icacao - e assim 
e' obri gatori o introduz i r� o conceito d e  11 Resto do Uni vers:.o11., 
RU que r epr esenta tudo quanto nao est a '  incluido no 
dominio d o  mod el o . 

Ent r e  RU e o mod e l o  verificam-se p ermutas das grand e z as 
r e f e r enciais d o  mod e l o mesmo que o processo d e  transf ormacao 
seja ef ectuado aparentemc�t= c�: i=cl�:�c�to do exterior . 

Para con f erir aditivid ade a VMV ha que exp l icar donde vem e 
para onde vai o val or VLR l igado aos processos irreversiveis . 

f�ssim , sera conf erido ao 1' r esto do universo" 
f uncoes segLJintes : 

RU as duas 

''fonte d e  inovaca.o'' 
( a nega-ent ropia ou 
que esta ' associado a 

Donde provem ·todo o VMV neqativo 
i n f ormacao ) injectado no modelo e 

Jlovas descobertas e inovacoes 

"esçJDtD d e  p erdas11  F'a.r�• onde sao r eg eitadas t oda.s as 
perdas � quebras e inef iciencias que se verif icam nos 
processos r eais e irr eversíveis ( entropia produzida J 
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As superficies que descrevem o VI1V de um dado "objecto" 
num dado local e momento temporal r-epr-esenta.m 1 1minimos1 1 
de valor acreado os quais podem desempenhar a funcao de 
referenciais de 11 ffia�·:ima eficiencia economica'' 

O VLR , factual ou real , do mesmo ''objecto'' 
. .  - ,  ---11<:::1 ... ._,; 

temporal e local 
-- ----.l..0: --11.::\ j-ii di.. .i.;._= 

representa 
_____ J.._ 
IUWI/It::::ll '-'-' 

Descontando as transferencias artificiais de valores entre 
"objectos" , sel'"a VLR >= VMV e VLR - VI'IV rEpresenta 

uma distanci� ( distancia usual nos reais ) onde o valor zero 
significara· que foi atingida a maxima eficiencia economica . 

Parece razoavel definir uma 11figura de mer·ito1 1 adimensional 
que descreva a '' ineficiencia economica'' 
real 

NEF = <VLR - VMV> i VMV 

do processo 

[I inverso de 1'-.IEF representara' a ''eficiencia11 do pr-ocesso 

NEF corresponde nos processos 11 fisicos'1 ao conceito 
de 11 entt-opia produzidB.11 a qual e '  nula se o processo for 

11revet-si vel !I e e' tanto maior quanto ma i o r for a 
ineficiencia termodinamica do processo real 
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E) Formalisacao dos Conceitos 

EO) Intt-oducao 

EU 

Evit ando o uso d e  ling uagen s f ormais mais especialisadas 
que sao r elegadas para ane:.:os , procura-se contLtdo apresentar 
a materia ja exposta n uma forma mais precisa • 

SctG L r ctLcLiu'6 t:..Ío.L � Lt:::'IIJd� ; 

E m  El , os espacos X3 .. Yu .. r e spectivos operadores d e  
t ra n s f o r macao, verificacao d a  lei da contin uidade e 
aplicaca o do teorema d e  Stokes 

Em E2 , os espaces Yu 
va ri as situacoes tipicas 

Espacos X3 e Yu 

Z u  , avaliacao do 11 Valor•• em 
tanto VLR como VMV • 

E 1. 1 J Simbologia 

X_, ·-· 

Yu 

o 11obj ectD-r eal 1 1  como 11COnjunto univer sal ..  que se 
o b s erva , mede e se pretende modelar . 
tJma ''imagem do o b je cto -r eal '' , a dimen sao de Yu 
es ta ' em corr es pondenci a com o n umero de atributos , 
pr op riedade5 ou gran dezas a descr ever . 
Sao atrib uto tipicos : volume , superf icie , 
massa . numero de unidades do '' ob j ect o ' '  
O espaco pl-oducto Y u  nao t e m  metrica , embora os 
�spacos componentes possuam met ricas proprias . 

Zu e�paco producto de igual dimensao d a  d e  Yu , o n d e  
a ordem dos espacos em Y u  e conservada em Zu 

VLR, VMV funcoes de Yu sobre Zu Estas funcoes permitem 

Vi 

Si 
RU 

{k} 
G 
Pi 

dVi 
l\J e R 
vJGO h 

dSi 
F:l3{1}i 

i•!G{l}i 
di\/ 

dotar Zu dE metrica . 
dominio espacial (i) em X3, simpl

.
esmen t e  

con nect. ado � Se ( i ) for diferente de (j) entao 
Vi e Vj sao·dis_juntos . 
fronteiras connectante de Vi � pert ence a um X2 
11 resto11 do con j un to universal Dado (Va) e (\/b) 
dis_juntos entao a uniao de CVa) (Vb) e RU 
reconstroi o conjunto uni versa l 
tipo de 11 objecto11 _ .. 

uma grandeza ( volume . massa etc 
um ponto qenerico de Vi 
elementos de volume centrados em 
vectores densidade duma grandeza 

F'i 
G em Vi e Si 

vector densidade da grandeza G d o  11 0b j ecto'' tipo 
{1} no elemento de volume dVi 
elemento da fronteira connectante de dVi 
vectore densidade de fluxo da grandeza G de {1} 
em dSi 
total de 8{1} ( entrada ou saida ) em Vi 

divergencia usual dum vector 
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T { 1 :> 2 }  p r ocesso tecn o l oq i co que t r a n sforma u m a  un i d a d e  d e  
6 { 1 }  em z u n i d ades d e  8 { 2 }  

Ti'I G {  1 }  quan t i d ade d e  G { l }  c o n sumi d a  por un i d a d e  d e  t emp o 
na tr·an sf ormac do 

E 1 . 2 > A p l i c ac a o  do t eor ema de S t o k es 

Por que as f un c oes represen t ad as em Yu sao rnen su rave i s e 
p o s s i v e l  ap l i car o teorema d e  Stokes que f o r m a l i sa a l e i d a  

c o n t i n u i d a d e  ou a l e i d a  c on servacao das q r an d ez a s exter1 s i vas 
( med i d a s )  

Caso 1 

P a r a  { 1 }  e d omí ni o Va � a dec l a r ac ao d a  c o n servacao d e  G 

exp r i mem-se pel as f ormu l as 

d i v n� G { l } a )  . d \)a 

di v ( l',I G {l  } a ) .  d Va 

I d e n t i camente p ar a  

C a s o  2 .. 

+ 

{ 2 }  

r�G {  1 }a dSa :::: O 

e ou Vb 

;;:;::; o 

N o  caso d e  ex i st i r  , em Va . um pr ocesso t e c n o l og i c o 
que t r ansforme {1} em { 2 }  com um rend i men t o  z , a s  
e x p r essoes d a  con t i n u i d a d e  sao 

d i v ( lJ.J G {l} a )  . d Va RG{ 1 } a  d Sa TI""IG { l }  = o 
d i  v ( V.J G { 2 } a )  . d Va RG { 2 } a  d S� Ti'lG { 1 }  * z = o 

d i  v < W G {l } a )  . d Va + d / d t  ( t•IG { l } )  .. d Va TI''IG { 1 }  = 

d i v < WG { 2 } a )  . d Va + d / dt ( 1'16 {2} ) . d Va + TI'"1G { 1 }  * :::! = 

Por que se d e s e j a  con ser var o c aracter d e  f uncao-med i d a 
a ·  q r- a.n d ez a W e n t a o  h a  que j u!:.t i f i c ar a d i i: er- e n c a  
T I·1 G {  1 }  * ( 1 - z) , n a  p a ssagem d e  { 1 }  p ar- a  { 2 }  

o 
o 

O 1 1 r·esto d o  u n i  ver-so11 � F:U , vai desempenhar essa f uncao 

M G {l }RU + M G { 2 J- R U  = TMG{l } * ( z - 1 ) 

Caso 3 

O m o d e l o e n vo l ve • a l em d e  RU , d o i s  d om i n i os Va e Vb. 
O p r ocesso t ecn o l o g i co que tonverte { 1 }  em { 2 }  est a ' 
s i t u a d o  em Va 
Not ar que o exerci ci o e s t a ' c e n t r a d o  em Va p or i ss o  
n a o  i n t eressa . refer i r  o s  f l uxos e n t r e  Vb e RU . .  

O espaco Yu sera ' a p r o d ucto d e  2 espaces t r i d i me n s i o n a i s  
que descrevem em Va , Vb e RU � 2 g r �ndes9 G dos 
o b j ectos dos t i p o s  { 1 }  e {2 }  

E m  V a  

E m  Vb 

h a  u m a  t r an s f ormacao { 1 }  ' { 2 }  
as e x p ressoes d o  c a s o  2 

e ap l i cam-se 

n a o  h a  t r a n s f ormacao e ap l i cam-se as exp ressoes 
do c aso 1 · , d e p o i s d e  subst i t u i r  ( a )  por ( b )  
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* Resum i nd o  • est a ' g a r ant i da a ad i t i v i d a d e  p ar a  a g r and esa 
G C massa ou qualquer outra g randeza e x t ensi va ) t an t o  
p a r a  { 1 }  c om o  p a r a  { 2 }  e p o d em atr i b u i r -se d uas 
met r i cas para os d o i s SlJb-espacos ( Y3 )  

F o r ma l i sacao d o  conc e i t o  d u  VALOR ( VLR e VI1V ) 

E2 . 0 ) Int r od u� ao . 

A a  a r a n d e z a s  usadas p dr a  ·[i} e { j }  nao �ao n e c essar i ame11 t e 
as mesmas p o r  e x e mp l o  peso e quant i da d e  ) e , emb ora 
cada u.na d o t ada de met r i ca nos r espec t i vos espacós Y { i } e 
Y { j }  , o e s p ac o  p r o d u c t o  Y { i } : : Y { .j }  nao t era · metr i c a  
A o  a p l i car Yu e.n Zu por me i o  d e  VLR ou VMV • 

p r o c u r a---se .-� r .! ,:. ? • t  ;:-r n <=- �- �  v i r  2 ser d ot. � d o  d e  m e t l"" i ca -

iJ [ I J  

v'LR ( Q [ J  J i 

dVLP ( [I [  I , J J )  

z VLF; ( 0 [  I , J J ) 

subst i t u i  G { I} a  � e si g n i f 1 ca g randesa G d o  
11 0b j ec t o 11  t i p a I em a Ou estad i a  d e  

t r ansf or macao . transp o r t e  , c omer c i a l i sacao 
etc. 
�/a l  DI'"' ( VLR) a c umul a d o  no 1 1 o b j ec t o  1 1 [1 E .J J 
ou quan d o  O at i ng i u o estad i o . J 
Va l or ( VLR ) ,  posi t i vo ou negat i vo 
t r ansf er i d o entre Q [ I J  e Q [ J J  na 
t ransf ormacao O C I , J J  
V a l or ( VLR > O I p er d i d o  n a  t ransf ormac ao 
Q [ I , J J  p or i r r eversi b i l i d a d e  

A f un c a o  VLR q u e  r ea l i sa a a p l i cacao d e  Y u  e m  Z u  p o d e  ser 
outra nomeadamente VMV 11 Va l or M i n i mo V i r t u a l 11 

E2 . 2 i Tran s·f·ormacao 

Na t r- ansf ormacao do 1 1 Db j ec t o 1 1  
a ao l i c a c ao VLR como seque : 

O C I J em Q [ J J  , d escreve-se 

VLR I O [ J J )  = V LR (O C I J I  + d VLR < O C I , J J )  + z VLR (O [ I , J J )  
V MV I O [ J J )  = V MV I O [ I J I  + d VMV C O C I , J J )  

Repr esentand o  : 

D C I , J J = VLR ( O [ I J ) - VMV C O C I J ) 
a d i f er enca ent r e  VLR e VMV acumul a d os em Q [ I J 

d U , J J  = d V LR I O C I , J J ) - d VI"IV C O C I , J J )  
a d i ferenca ent r e  os val ores a c r e a d os p o r  VLR 
� VMV n a  t r a n s f o r m a c a o  [ I � J J  

Not e-se que se D = O entao d e '  p osi t i vo 

E2 . 3 )  E;.: emp l os t i p i c os 

Ap r esentam-se a l r;uns e:< emp l os t i p i. c os para i l ustr at- os 
c onc e i t os d e  VLR e VMV • 
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* C i r c u l a c a o  .. 

O " ob j ec t o u  O e '  tran sf er i d o d o  l oc a l  A I  p a r a  A·J 

'vLF: ( O  [ J J i = VLR ( [I [ I J  i + dVLR W [ l , J J i + z VLR ( O U  , J J )  , 

VI•IV ( O  [ .J J i = Vl'l\1 ( O  [ I  J i + d \/1•1\1 ( O  [ I , J J ) 

Dep o i s o " ob . i e c t o "  O e r et r an s f er i d o d e  A J  p a r a  A I  .. 

vu� < o  c :r " J ;. = \/LR ( O [,J J )  + d VLF; ( O [ J , I J i + z i/ L R  ( O [ J , I J i 
= VLR ( O [  I J i + d 'v'L R ( Q [ ! , J J )  + diJLR \ O C J , I J i  
+ z VLR \ 0  [ I ,  J J l + z VLr:;: < O C J  � I  J )  

'JI'I\1 í O [  I "  J i = Vi'IV ( O [  I J )  ( p or- d e ·f i n i c ao de m i n i  m o )  

+ 

A c o n c l usao a t i rar � VMV e ·  um i n var i an t e  e n a o  d ep en d e  d a s  
c i r c u l a c o e s  ou c am i n h o s  u s a d o s  e n qu an t o q u e  V L R  v a i  d ep e n d er 

d a  h i st or i a  d o  p r o c esso d e  t r atl s f or m a c a o  . 

* L i m i t ac a o  d e  c a p a c i d a d e  . 

Um n ovo p r o c esso tec� o l oq i c o p er m i t e um VMV < O C I J ) *  i n f er i or 
a o  VMI/ ( 0 [ 1 ) )  p r ec e d e n t e  . 

Porem a c a p a c i d a d e  f abr i l d i s p o n d o  d o  n o v o  p r ocesso e '  
i n s uf i c i en t e  p a r a  abastecer a t o t a l i d a d e  d o  mer c ad o  d e  O C I J ,  
que v a l or m i n i mo adopt ar ? VMV < O E I J )  o u  V MV ( O C I J ) *  

A p e s a.r d i?. f a. ! t a. d e  c a. p e.c i d e. d e  f e.b r i l ; d ev er ?. '  esc o l h er - s e  

V MV < O C ! l ) *  p ar-a o n o v o  m i n i mo . 
N a  v e r d a d e  e '  desej avel que os Vr!V r e p r esen t em o p t i m o s  
p ar a d i g ma t i c os e m  r e l a c a o  a o s  qua i s  os v a l o r es V L R  

. c o n s eg u i d os n o s  p r o c essos r e a i s p o s s a m  ser c o n f r o n t a d o s  

CDmE·ntar i os � 

Em t er m od.i n am i c a , os r en d i men t os d o s  c i c l os t eor i c o s  

d esempen h a m  f un c oes i d e n t i c a s  a s  d e  VMV 

A i n t r od uc a o  dum novo c i c ] o ou p r oc esso m a i s ef i c i en t e  v a i  

p r ovocar um - t r ansi e n t e - que s e  d e c i p ara ' c o m  o d e c o r r e r  

d o  t em p o  e n a  med i d a e m  q u e  as vel h as u n i d ad es f orem 

subst i t u í d a s  p or novas usan d o  o novo p r ocesso t e c n o l o g i c o  . 

VMV f o i  c on s t r u i d o em ter mos d e  c on servar a a d i t i vi d a d e  d a s  
g r- a n d ez as que ap l i c a m  e e l eg i t i mo d ot a r  Z u  d e  u m a  met r- i c a  

A d i s t a n c i a  d e  Hamm i n g  ser- a · a i n d i c a d a  p a r a  t r- a t ar 
g r- a n d e z as - c o m p ostos , p o r que a d i st a n c i a  e n t r- e  d o i s p o n t os 
e '  d ad a  p e l a soma das d i f er- e n c as d a s  c o o r- d e n a d a s  desses 
n .-. n �� nc: r - · · - - · - = 3ss i m e m�nti d a a ad i t i v i d a d �  = 
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F l  RESUMO e CONCLUSAO . 

E s t a  e x p os i c a o  teve por o b j ec t o  

a )  M o s t r ar a p o ss i b i l i d a d e  d a  c r i a c ao d e  u m  espaco 
p r o d u c t o  de f u n c oes-me d i d a s  o n d e  p r o j e c t ar as i ma g en s 
d os p r oc essos e c on om i c o s  . 

b )  C r i ar superf í c i es p a r a d i q mat i c a s  d e  v a l o r e s  que 
s i rvanl de r e f e r en c i a nos p r oc es s o s  e c o n o m i cos r e a i s 

c )  Const r u i r  uma f i g•Jra d e  mer i t o  

d o s  p r o c essos e c o n om i c o s  

d a  - e f i c i en c i a  -

d )  A p r e se11 t ar a 
s i n t � t i c a d e  

- o eomet r i a af i m  

b as e  a d e quada a '  

c om o  l i n g u a q e m  

c on s t r u c a o  e man i p u l a c a o  
d o s  ob j ec t os e quan t i d ad e s  g e o m e t r i c a s  ( ec on om i c a s )  

d escr i t or a s  d o  seu estado e d a  sua eva l u c a o  n o  t em p o  

e esp ac o • 

Esta a p r esen t a c ao e n c o n t r a-se c on c e n t r a d a  n o  
- -� 

� a n e x o  � 

e J  Chamar a a t e n c a o  p a r a  a p o s s i b i l i d a d e  d e  a p l i c ar u m a  
b a s e  g eo g r a f i c a ( . f i si c a ) n u m  e s p a c o  p r od uc t o  d e  

f un c oes e c o n om i cas e c om met r i c a . 
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ANEXO 1 

* T r a n s f o r ma d as d e  c o n t ac t o  * 

[ 1 J 1 

P o r q u e  e s t e  t i p o d e  t r an s f o r madas e '  ut i l i sa d o  em c o n j u g a c a o  
c o m  q r a n d ez as ex t en s i vas e i n t en s i vas � r ec o r d a-se a sua 
d e·F i n i c a o  e uma p r o p r i edade r esu l t a n t e  da homogen e i d a d e  
p a r" c i a l o u  t o t a l  d o s  " ob j ec t o s 11 e m  est u d o  M 

S e j a  
.-{ . .  Yl}  [X..<. l- é.  

f X;. I À.. t: ..-1  . tt j 
7r ::: ;} [:X..<. � , ?: =- :r{xir 
p.;. ::: d � p, 

...-y� - IL"' 6,. 
? .:C..;. ) - '"ô x �  

d o i s  c o n j un t os d e  var i av e i s r e a i s 

d uas f un c oes r e a i s . c on t i n uas e 
com d e r i v a d a s  c on t i n u a s  a t e ' a 
o r d e m  que f or necessa r 1 a  

as d e r i vadas par c i a i s  d e  p r i me i r a  
o r- d e m  • 

S e  ex i s t i r  uma f un c a o  � { � )  )(..;,_) /J .. {) t a l  que : 

5 ( � ?; - � t �rc.z ) 
.-t i �  . .  1'\ . . 

E·n t ao S t r a n s f o r iTP:lU 
e :n [ 2- .> X...;_, J 

p m- c o n t a c t o  õs c o o r d e n a d a s  [ �) :X. i_ J 

* E>< emp 1 o :1 
S e j a  d a d a  a f u n c ao 

� i  o\ §- - r-� &�., - x-� J�  
me.s s e  c\� = o i st o  e . ' 

J �  z 
..;. é :Z • .  'h 

p_; dzt · 
"-

F:1 e 

ser a 

z P.· c:i x. .  ..v -1.-
l � 2  . .  1') 

c on st a n t e  ' e n t ao 

.X � o\f� 

A d i m e n s a o  d o  esp a c o  + o i  r e d u z i d a d e  uma u n i d a d e  • 

* E>·< emp l o 2:.. • 

S e  f or d ef i n i d o c omo seque : 

e n t a o  s e r- a  

S e  o 1 1 0 b j ec t o 11 
t o d o s  os cJ. O • r .... 

, a g r a n d e  c o n o n i c a 

e ·  h omoqeneo em t od a s  as v ar i a v e  i s  X i. e n t a o  
s e r a o  n u l o s  e a d i m e n s a o  e '  z er o  . 
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i3eomet F" i a  af i m  

[ 2] l. 

** N.B . Quem est i ver f a mi l i ar i z ad o  com esta l i n q uaqem o u  
c om o c a ]  r:u. l o  t:ensor i a l  SUClE?I .... e - s e  a p as s a q e m  a o  
p o n t o  2 J  q u e  descJ- e ve u m a  ap l i c ac a o  e m  q eomet r i a  
a f i m  d o s  c on c e i t o s  d e  con t i n u i d a d e  e d e  v a l or ** . 

1 )  A l q umas n o c oes g er a i s 

1 ,.�, ·, I n t r o d u c 3. D  .. 

* O r e c u r so a e st e  t i p o  de est rut ur as a l g e b r i c a s  e t o p o l o q i c a s  
_j us·t i f i c a-se p e l a c l arez a e p r e c i sao d a  s i m b o l o g i a  e m p r e g a d a  
p crt- .:L {.:L Sc h ou t en ( r ef . 6 )  ve j a-se a i n d a  : ( 5  e 8 ) 

Con t u d o  c on vem a p r esentar a r e f er i da s i mb o l og i a  p or esta 
n ao ser u n i v e r s a l m e n t e  a d o p t a d a  e a i n d a  p or qu e  em a l g u n s  
c: a sos nao ser a ' seq u i  da estr·i t a m e n t. e  

* O s  o b j ec t o s  g e ome t r i cos d a  geomet r i a af i m  sao d e  var i os 
t i p os � d es i g n a d os qener i c amen t e  por - af i n o r e s  -· " 

Reserva-se o vocab u l o  - t e n sor - p a r a  os af i n a r e s  s i m et r i c o s  

Quan d o  a d i an t e  se f az ref eren c i a a - mod u l o� - , n ot e-se que 
as dec l ar ac oe s  sao a p l i c avei s t a mbem � - esp a c o s  v e c t or i a i s  

* O s  c o n c e i t o s  f ot- m a i s ma. i ::; r e l evan t es n a  g eomet r i a a·t� i m  sao 

M u l t i l i n ear i d a d e  : 

que i n t e r e ss a  as a p l i c a c o e 5  d e  p r od ut os c a r t es i anos d e  
mod u l as , n u m  mod u l o .. 

Hornomor f i  smo : 
e s s en c i � l n a  p assagem d e  mod u l as e s qu � r d os p a r a  d i r e i t o s  e 
v i  c e-versa .. 

Duali d a d e  : 

b a s e  d a  d i st i n c ao e n t r e  co-var i an c i a  e c o n t r a-var i an c i a  
e m  a f i n ar es .. 

Pr o d u c t o  t e n s or i a l : T : I d e  d o i s mod u l os l  
u m a  c o n n ec t i va d e  naturez a mu l t i p l i c a t i v a  que v a i  p e r m i t i r  
c r i ar ob j e c t os geomet r i cos mai s c omp l ex os d o  que vec t o r e s  , 
os a f i n a r e s  .. 

G r u p o  d e  t r a n sf ormacoes mul t i p l i c at i vo : 
c u j os e l emen t os permi tem mod i f i c a r  a r e p r es e n t a c a o  d e  
ob j ec t os g eometr i c os e ou d e  bases , e a i n d a  t a r a c t e r i z ar 
os esp aces d e  representacao seg u n d o  a c l a s s e  d e  f un c oes 
que c on st i t u i  o . con j u n t o  u n i versal d o  g r u p o  .. 

T�nsor F11n damen t a l  

u s a d o  n a  d ef i n i cao d e  d i st a nc i a  , a n g u l o e m e tr i c a 
Op e r a d or es d i f er e n c i a i s  e i n t e g r a i s : 

n e c essar i os a '  d ef i n i cao d e  q r ad i an t e , r o t a c i on a l  e 

d i  ver g e n e  i a , d er i ·ia d as d e  Li e e d e  Le.çn- a n c_J e  e Et 
a p l i c ac a o  d o  teorema d e  S t o k es . 
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1 . 1 ) S i m b o l oq i a  .. 

* Cada 1 1 0 b j ec t o  q eometr� i c o 11 e ' s i m b o l i z ad o  p or um<=l l et r a  ou 
1 e t r a s  a que p o d e r  ao ser a c r e s c e n t a d o s  - i n d i  ces a ·  esqr..tef" d a. 
( super i or e s  ou i n f er i or e s  ) A este con j u n t o  d a-se o n o m e  

d e  1 1 S i mb o l o n u c l eat- 11 d o  ob j ec t o  e e i n vat- i a n t e  c om a b as E? 
d e  n?f ;;:.,·· e n c i a  , e . q .  �t ::C  �c , p  j i::O 
Por que o c o n h e c i mento da b a s e  ( ou r af e r en c i a l  u s a d ê•. e 
essen c i a l p a r a  a c l ar e z a  d a s  f orn,u! as � o s i m b o l o n u c l ear e 
c o m p l ementado c o m  - í n d i c e s  a '  d i r e i t a - � s en d o  os 
supet- i  ot- e s  
"i. n f �?.I'" i c:n·- �?s 

e X -l<· 

( h " i " j " k , l )  

,.'$' 
0 .i. -} o • \<" 

Cl. $ ' . f> 'l  • 

J�(_� 

d e s t i n a d os aos e s p a c o s  c o n t r a-var i an t e s  e os 
B.o s  P-spar.:os co- ,J ,::< i · i ,-:.� n t t?.S o: como em :: c;: _L · é­l ·  Q .  

um espaco e o seu dual � os e l ementos d e  X 
d e  

c o-var· i an t •:=o s • 

sí mb o l o d o  p r od u t o  c a r t esi a n o  . 
r e p r esen t a  1�m esp ac o-prod uto ( a ordem d o s  
espacos n o  p r od u t o  t e m  si q n i f i c a d o )  
u m  mul t 1 p l o  or- d en a d o  d e  i n d i c e s  c u j a  o r d e m  
e ' a 1nesmd d a  d o  espac o-p r o d u t o  . 

s i mb o l o n uc l e a r  de um o b j e c t o  g eomet r i c o . 

s i 1nbol o c o mp l e t a  d o  ob j ec t o  . 

s i mb o l c d o  o p e r ad o r  que transf orma as 
coordenadas d a  base d e  um e s p a c o  c ur v o  

operador l i n ear ( mat r i z  qua d r a d a  ) usado 

na transf ormacao d a s  bases dos espaces 
l i n ear·es .. 

l .  2 )  ·ri p a s d e Esp ac es . 

* E s p a c o s  c u r vos ( X n  ) 

* 

J'd Estao assoc i ad o s  a um g r u p o  m u l t i p l i c a t i vo A d e  n 
f un c oe s  a n a l í t i c a s  c on t i nuas c o m  der i vadas c o n t i n u�s 
a t e ' a ·  ordem que f or nec essar i a  ( em q e r a l " or d em 4 
As f un c o e s  t eem um domi n i o  d e  a p l i c a c a o  reg i o n a l  

E s p a c o s  1 i near· e s  n a  o centt- a d o s  E n  ) 

E s t a o  assoc i a d a s  a um subqr-upo d o  q r- u p o  ac i ma Jl� 
- o q r- u p o  l i n ear- c u j a s  f un c oes t e  em a f or- m a  : 

I<'' A�' ::X: K  ,. , d.�t (A"v_' ) =f:. 'X ..j.. 0. 1<;  ) o .  

* Esp a c as l i neares e c e n t r a d a s  ( R n  ) 

Estao assoc i a d a s  ao - sub g r up o  l i n ear -homo q e n e o  c u j as 
f un c oe s  t eem a f or-ma X "' '  -:::: A ::;,' '>C"" .. � Jaf( A';;.' )  1= O 
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l .  3 )  O b j ec t os e quan t i d ad e s  geomet r i cas e m  E n  • 

* Ob j ec t o  g eomet r i c o 

Se j am 

(K) J Ó<') duas bases p ar a  En � 

A"' ( 
�< '- o operador 1 i n e ;;.r- que t r a n s f o r m a  (K) e m  (><') 

2 con j un t os o r d en ados de r eai s ( c a r d i n a l  = N )  

e m  c or- r- e sp o n d f? n r: i a  corn ( L<� (t< ' )  � 

Se q u a l quer e l e m e n t o  
o s  e l e m en t os Â k  
a s  c oo r d en a d a s  d e  u m  

.f\_\{, f or· uma t un c ao $k1 d e  a p e n a s  
t J( '  . q,_, ;...___ 1\ A� e a..K' � en t �. o d i Z -sf.? ,_ ..L �  

ob j ec t o  qeomet r i c o em E n  -
s a o  

Da d ef i n i c a o  r e su l t a q u e  o r e c o n hec l n•ento d os o j e c t o s  s e  d e v e  
f a z er p e l o s o p E•r ad or·es cj>K' que t.r an s·f Dt- marn o s  s e u s  
r- omp(')f"i en ·J- es • 

* Quan t i d a d es-g eomet r i c a s  

S a o  u m a  sub-c l as s e  d o s  o b j e c tos.--uaeomet r i c o s  o n d e  a s  
f un c o e s  � KI sat i s f a z em � s  c o n d i coes supl emen t a r e s  seq u i n t e s  

s a o  l i n e.ares e 
sao a l g eb r i c a s  
n a o  s a o  f un c ao 

homogen e .=t s  dos 
e h o m o q e n e a s  d e  
d e  q_'�1 

1 . 4 1 O p e r acoes s o b r e  af i n or e s  
( usa-se a c on v e n c ao d e  E i n s t e i n  

* 

* 

* 

PI< . • • • • 
ü e f  i n i ·c a.c. , • e n e :i? -€, • "' 

O p e r ac oe s  b i n ar i as 
-r-. K " • /""'\ k � .  

Soma r. en + Y · 'l- n  
i"lul t i  p l  i c ac ao 1: 1(  . .  - �h lC o\"· - �  

T r an sve c c ao ? I< • • 

_ , Q n Q;J . • K 

E s t r a n g u l a m e n t o  -1:- p  ::E' �  � V\ 

O p e r- a c o e s  

l'li stLtr-a 

U n ar i as 

( ) : 

sao i so m e r o s  . 

S' "" - . . .  e n 
\( "(" . .. . �1 . . .e. ., ..., -

- T �  
1' K • 

• -n 

.3� ( ru p + 1:,_ ". +Prr..< " t.r� �.r.<l<t' +:Pr�. � 
[ ]  

( f 1<1-(• 
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[ 2 J '� 

Ob j et t o s  e suas f ormu l as d e  t r a n s f o r m a c a o  e m  E n  .. 

�lf i nor·es : 1 

'D ><: • •  K'p A\(: . . \l. p  "t. .
. �� J- ,  . . .  ;<.; , . Á� ;:: 1<., . .  ·kp ;_ ,  " 9 

Tensores i af i n ares s i met r i c o s  ) 
-c> ..l-( � /.. t' )  

l'lu1 t i  v e c t o r- e s  

<V �<-, . .  >< \> 

xl(.-< �< 
( p -v e c t or­(\9"' [1<1 . . _K\>) 

I<. , . K jO '  r �  . .
. 

" ·  

n -Vec t o r- E· s  
v �. • • I<_M 

( vol ume ori e n t a d o  em X n  ) 

Do;::orr ·= i rl 3rlt:=?s 

1-<> ' 

'T\ K,' . .  \<.� \ • .  � -u I H • .ÁI • • ''q 

�;> 
d en s i d a d e  af i m  d e  p e s o  -� ) 
A-? A"' I . .  KY, ,.. ' ' ' f.;t 1) 1<, . • . Kp • . • •  

L:> K, " kp ;(: , . ,  ,(� · • " • I, . .  Áq 

Not e-se que ex i stem d en s i d ad es d e  o u t r o s  t i p o s  2 saQ 
f r e q u e n t e s  as d e n s i d ad es escal ares .. 

T e n sor Fun d am e n t a l  

G! u a l  quer- E n  
e f e i t o  b a s t a m  

p o d e  ser mun i d o  d e  u m a  metr i c a e p a r a  o 

um a f i n o r s i  m e t r i  c o . �;( 'K '  11 t ensor f un d amen t a l 11 
d ua s  v e z e s  c ovar i an t e  d e  e l ementos r e a i s que p o d e  ser 
r e p r e s e n t a d o  p o r  uma matr i z  qua d r a d a  com um d e t er m i n an t e  
n ao n u l a ( p a r a  ser i n ver t í ve l  
e o o p erador t r a n svec c ao 

Os e l e m e n t os d o  t en sor sao f un coes reai s d o  p o n t o  e d o  t e m p o  
( p a�ame t r o )  , m a s  � p o d e m  ser c on s t a n t e s  

�� t em p o r  i n ver s o  o t e n sor ,. d ua s  v e z e s  c o n t ravar i an t e  

P o d em e n c on t r ar-se d i f i c u l d ad e s  a o  d o t a r  d e  metr i c a s  espaces 
c om u m a  d i mensao super i or a 3 • 

R e c o r- d am-se a i n d a  a s  d ef i n i coes d e  

M od u l o d e  um v e c t o r- : 



1 .  7 )  Oper adores d i f er e n c i a i s  em Xn : 

d e r i v a d a  espac i a l u s u a l  
1 vez c ovar i an t e  ) 

[ 2 ]  

af i n or 

Con f or- mE• 
o p e r a d o r­
o b j e c t o s  

a c o n n ec t i  v a empt· e q a d a  e a n a t u r- e z a. d o  a-f i n or a q u e  o 
Ó..<. e '  a.p l i c a d o  � ass i m sao o b t i d os o s  seg u i n t es 

-x- D i v e r g e n c i a  

mul t i. p l i c ac a o  

o..z p 
t r ansveccao e ô WÁ 1<2 • •  Kp 

/.. 

e af i n ar 
af i n ar 

vai-- � z er o  ) 
( 1 )  c ovar- i an t e  

í n d i c es c o n t r a-var . )  
af i nar ( p - 1 ) c o n t ra-var 

* F:otac i on a l  e i n d i ces ca-var . )  

(q--�--1) 'der f1JJ..-:�. .Jq.J 
af i nor ( q+ l ) c o-var i an t e  

N o t e - s e  que o o p e r ad or 

2 )  Teorema d e  S t o k e s  

0,.< p o d e  a p l i car-se s u c e s s i vamen t e  , 

af i nar ( p -2 ) c on t r a-var . 

Porque , nos mod e l os e c on om i c os s e  ver 1 t 1 cam f l u x os atraves d e  
f r o n t e i ras � con vem r e c o r d a r  o t eorema d e  S t o k e s  que , n a  
p r· esen t e  si mbol og i a  • toma uma f orma menos usual 

S e  _i afii 

um espaco a 1'1. d i men soes 

um sub-espaco de XM > 't+-:i d i mensoes .  

um d o m i n i o  d e  x �+ 1.  s i m p l esmen t e  . c o n n e c t ad o  

a h i p er -super f i c i e c o n n e c t a n t e  d �  

H a  var i as modos d e  e x p r essar a f or mu l a d e  S t o k e s  � os quai s 
d ep en d em d a  n at u r ez a d o s  ob j ec t os geomet r i cos r ep r e s e n t a d o s  � 

m a s  e p ar- a d i g mat i c a a f ormu l a  seg u i n �e : 

( )_ 'lY, 
) -L(l 

Cic;-+ -J. 

-
Uma f or m a  e qu i va l en t e  d e  a p l i c a r  . o  t eorema d e  S t o k e s  e e x p r essar 
a l e i da c on t i n u i d ad e  assen t a  na i n t roducao da g r a n d e z a  
d e n s i d ad e  esc a l ar . 
A s  f or m u l as vao ser a j u s t a d a s  a um espace X 3  . 
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S e j a m  

3 )  

J"-\f)k =-f él) K  

d tr 
J �  

vel o c i d ad e  d o  movi m e n t o  mass i c o  atr aves d a  
superf í c i e  connectante 

d e n s i dade esc a l ar . 

d e n s i dade d a  c or r en t e  mass i ca . 

e l emente d e  sup er f i c i e  

" d e  v o l ume ( esca l ar 

* A l e i d a  cont i nu i d a d e  

= CJ C forma d i ferenc i a l 

+ o 
f CJ r m a  i n t e g r a l  

* O teor ema d e  S t o k e s  

O p e ..- a d o..- d e  L i e 

A d e r i vad a d e  L i e em r e l acao ao c ampo e d a d a  p o ..-i >cJ. I' ,  .,�< p�<-< d ClJ'� nc- .C. '"' I< -v - (fi  a .<  • · ll  + . .  '! . - r .  · J}  "'� ro J_ • •  }J - I' .... <J - " 

r.:J' 

A d e r i v a d a  d e  L i e p er m i t e  i n t r o d u z i r  o c o n c e i t o  d e  um c a m p o  
a b s o l u t a m e n t e  i n var i an t e  e m  r e l a c a o  ao c am p o  � p a r a  o q u e  
b as t a  ver i f i car s e  a d e r i vada d e  Li e e '  i d ent i c am e n t e  n u l a n a  
r eg i ao c o n s i d e r a d a  • 

LJ. )  O p e ..- a d o..- d e  L ag ..- a n q e  ( s i mb o l o { } 

S e j a m  1\1 f un c oes d e  f K 
uma f un c ao d e  4 
r e p r esen t am r es p ec t i vame n t e  a s  
d e t "'i  v a d as 'o .. i} .o. 'd . .  _ _  i$ 

f . � - ..... 

A ex p ..-essao d o  ope..-ado..- de Laq ..- a n g e  e 

f L }  = ! � - "dr à L "' , à. S?l' 
'd l  

• • • 



5 )  A p l i c a c a o  d o  c on c e i to d e  * v a l or * . 
( Ve j a-se a d e sc r i cao d o  p r o b l ema em E2 ) 

5 � 1 ) S i mb o l og i a  
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O e s p a c e  f i si c o d e  part i d a e um X 3  � um v o l ume . 
e s e j am 

( ..., (Ges uma p ar t i cao d e  X 3  com 0+ 1 memb r o s  

e l:. 
en-�-'1 
1'2& 

cJ.. 6-

1 [;. 

� 

[ L D+ l J  

= RU 

em X 2  

[ L .  O J  

[ l . . U J 

i n d i c es dos c o n j un t o s  d a  p ar t i c a o .  
r e s t o  d o  un i verso � 

super f í c i es c on n ec t a n t e s  d e  � Q  
c Dm G b [ 1 . . D J  • 

t i pos d e  1 1 0 b j ect O S 11 

t i pos d e  g r an d e z a s  p or- h i p ot ese 
con f i g u r am f un c oes-med i d as e t omam 
E:W1 Yu • 

d en s i d a d e  d a  g r a n d e z a  f e ob j ec t o  
e m  X 3 ..  ( esçal ar- , af i n o r d e  o r d e m  

� e s t a s  
V.::-tl DI,.. E�S 

�\(l d e n s i d a d e  d e  f l u x o  ( ou d e  c o r r e n t e  ) d a  
q r a.n d e z a  � e o b j e c t o  o( a t r-a.ves d e  'R, 
( af i n or- 1 vez c on t r- a -var i an t e  ) 

fJ'L quant i d a d e  d a  g r a n d e z a  t e m  GQ d o  o b J e c t o  

o(, , ( e s c a l ar ) • 

A d e c l a r ac � o  d a  con t i n u i d a d e  e a p l i c ac a o  d o  t eorema d e  
S t o � e 5  . f or mul am-se como seque : � 

c �v( d t� � J,( 011" Jf = -5 1r[� .Jf = - rsvL 
1t� C::q G@ 

A s  e x p r- essoes sao v a l i d a s  p a r a  t od o s  os t r i p l os 

Par·a t o d a  a g r- a n d esa j" , ser-a a i n d a  : 

L. iJr; V(�.o�) s 
C on c e i t o  d e  va l or • 

Por- que n a o  sao comp a r- a ve i s as g r a n d e z a s  
o s e u  somat or i o  n a o  p o d e  s e r- ef e c t ua d o .  

Uma f un c a o  '' va l or '' 

a p l i c a a g r a n d e z a  

I , $;' 
J r 

af i n or 1 vez c o n t r avar i an t e  , 
num e s p a c o  Zu c o m  S. {: [ 1 . . U J  . 

Se f.or p a ss i v e !  d o t ar Z u  d e  um t e n sor f un d am e n t a l  
o que i mp l i c a ad i t i vi d a d e  p ara as f un c oe s  âY , 
s e r a ' :  J)Ó (sf'l) ,  

.
e ·  j � '  t e m  s e n t i d o o somat or i o  
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* Grafos de acr eacao * 

0) I n tr oducao . 
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A acr e a c a o  de va l or tem a l gumas d i f i c u l dades de i nter p r etacao e 
de c a l cu l o que i mp l i cam um tratamento ma i s  cui dado e a p o i ado 
n a  teor i a  dos q r afos ( r e f . 1 6  ) R  

Con vem r e d e f i n i r  a si mbo l oq i a  a f e i coando-a mai s a '  teor i a  usual 
e w em p c:u,.. ti c u l a!,.. .. o conce i t o  de " éstad i D 11 de um ob j ec t o  e '  
sub sti tu i do por um si mbol o d i sti nto todas as vez e s  que o 
" e�5tad i o "  d o  ob .iE·cto se a l te r ou 
n u ma s i m p l i f i c a c a o  f o� m a l  

a s  vantaqens c o l h i das r e s i dem 

Todos o s  11 C)b j ec:to s "  teerrr urn s i mb o l o  ( l etra mi n u s c u l a com ou sem 
.i. n d i c e s  t-? o con j un t o  un i vel,.... sal d o s  110b j ec t o s 1 1  , UHE:J � t e m  u m  
card i n al f i n i t o n 

O mode l o  ma i s  a d e quado e' o 
g r af o  ) e LIHG desemp enha 
h i p er - q: r a f o  � cJnde os 1 1nOs 11 

de um h i per -qraf o ( e n a o  de s i mp l es 
a f u n cao do con j un t o  u n i ve�sal do 

est ao em corresponden c i a  com o s  
1 1 ob j F.?ct.os 11 do UHG . 

F'rr�SSI. I !-:J CH;o-se port ;;;"� n t D  a I?X i st. e n r: i  a d e  um h i p e r -g �- a f o 
HG c UHG '"' UHG que descreve todos os v i  ncul o s  entre os 
1 1 ob j ectos "  � e l ementos de UHG 

Uma f a m i l i a  FH de p ar t e s  Ei de UHG compl eta a descr i cao do 
h i per--qr a,c o 
todos os E i  

e sao sati sfei tas a s  con d i coes usua i s s e o u i ntes 
sao nao . vaz i os e a sua r e un i ao r ecQnstr o i  UHG . 

HG = { UHG E i Em } onde m = car d ( FH ) 

O s  E i  s a o  des i g n ados por a r estl!: ... s 

Por que . a  p r ocesso de acreacao sera · a p r esentado a p a rt i r de 
g r a f os r ecorda-se a def i n i cao de ordem de um s u b -conjunto 
de UHG 

s 

ord l S = max l i l [  card l S n E i  l J  , p a r a  todo o i 
donde ord ( UHG l sera ' a ordem do h i p e r -g r a f o H G  

HG 
i f or card l E i  = ord l UHG 

di z -se un i f orme de ord ( UHGI 
e n t ao o 

e s e  f or 
SE· p a r a  t: odo o 
h i p e r - g r  a f  o 
o r d < UHG I = 2 · entao o h i p er -g r af o degenera n u m  g r a f o  s� m p l es 

* A mater i a  a p r e s en tada ad i ante r etoma o con c e i to. de 11 Va l or 11 
VLR e VMV j a  i n tr oduz i dos em D l  e f or ma l i z ad o s  em E2 

A s s i m . as f un coes VLR [ a . b J  e VMV E a � b J  • � p l i cam n o s · r e a i s 
os ar- cos [ a  .. b ]  do h i p e r q r a f o  HG � o s  qua i s  r e p r esentam o s  
va l or e s  acreados nas transf ormacoes r e l at i vas a [ a , b J  



[ 3 ]  2 

1 )  S i m b o l o g i a 

UHG 

U I  

i • j .. k 
z 

[ a , b J  

[ i  • j] 

[ i  • z ]  

[ z ' i  ] 

c o n j un t o  u n i ver s a l  
·
d o  h i p e r g r a f o  HG . 

s u b c on j un t o  d e  UHG em est u d o  , d e l i m i t a d o  p e l a 
f r o n t e

'
i r a FRT " 

1 1 11 0 '  ' '  '' ob ..i ec t o 11 .. e l emE• n t o  d e  U I  .. 

r- e p r esen t a  i n d i sc r i m i n ad am e n t e  q u a l quer e l emen t o  
p er t e n c e n t e  a {UHG - U I } .  

' ' arvc.o o r i entad o �� DLt s i mp l esmen t E  
o r i e n t a d o  d e  ( a )  p a r a  ( b )  e 
uma 11 t r ansf ormac a o 1 1  

u a r c o '' . p .::u­
c o r r e sp o n d e  a 

'' a r c o '' que l i g a  
d a  f r on t e i r a  FRT 

1 1 nos '' que e s t a o  n o  i n t er i or 

'' ar c o '' p ar t i n d o  d o  i n t er i or p a r a  o e x t e r i o r  d a  
f r o n t e i r a  FRT . 
'' ar co �  part i n d o  d o  ex t e r i o r  d e  FRT p a r a  o 
i n t e �- i or- . 

2 )  Con j un t os de at- c o s  t í p ic os u 

Desi g n e-se p or 
h i p er - g r ai: o  HG 

G U I  o g r afo c o n s t i t u d o  p o r  t o d o s  os a r c o s  d o  
o n d e  par t i c i p a m  os e l emetos d e  U I . 

Con st r u a-se a seg u i n t e  p a r t i c ao d e  G U I  

E ar r: o s  d e  E n t r a d a  ) i:i p o  [ z , i J .  
s ( a r c o s  d e  s a i  d a  ) t i p o  [ i  , z J .  
t-1 ( a r c o s  d o  i n t e r i or t i p o  [ i  ' ..i ] . 

Pr essup oem-se a i n d a  que l� n a o  e ·  vaz i o  , uma vez que o 
o b j ec t o  d o  estudo sao j us t amen t e  os e l emen t os d o  c on j un t o  U I  
e os a r c o s  i n t eri o r e s  l: i , j J  

S e  E e S f or em vaz i os e n t ao o g r af o G U I  d i z -se i so l a d o  . 

Em t od o s  os t i pos ver i ·f i cam-se os p r essupostos 
n o  f i n a l  do p o n t o  1 )  

:3. p r esen t a d o s  

2 .  1 )  T I F'O 1 

** Conf l u en c i a  s i mp l es e h o l on i c a  � 

sem c i r c u l ac oes n e m  r e st r i c o e s  ** . 

* O  c on j un t o  S t e m  1 un i c o e l emen t o  ( h o l on i c i d a d e  ) .  
* H a 1 s o ' g r af o i nt er i or G I  ( c on f l ue n c i a  s i mp l es ) 
* G I  n a o  t e m  c i r c u l a c o e s  . 
* Nao h a  r e st r i c oes sob r e  a s  quan t i d a d e s  p r o d u z i d a s  . 

( V e j a-se f i q  : 1 
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E =  { c , f , g }  

S = { a }  

N = { b � d , e } 

G = { [ z , c J � [ z , f J � [ z , g J 7 [ c � b J ,  
[ f . d J . E q , d J , E q . e J , E d , b J , 
[ b , a J , C e , a J , C a . z J )  

F i g 1 G I  = { [ c , b J , [ f , d J , [ q , d J , [ g , e J , 
[ [ d � b J , [ b � a J . [ e � a J }  

A p l i c ac:oes 

\ILF: C a J  

I VLRl 

- . L­.} 6 E  

Vi"IV E a J  = ?... M E  

e 

VLR [ :i J + 

Por d ef i n i c ao de VMV ser a a i n d a  

V�iV E j ]  < =  VLR [ .. i J p a t- a  

VI"'V [ i  � j J < =  VLF: E  i , _j J " 

t o d a  

" 

d o n d e  VI•IV C a J  < =  VLR [ a J  como d e se j a d o  

T I PO 2 • 

** Conf l uen c i a  mul t i p l a  e h o l on i c a 
sem c i r c u l acoes nem rest r i c oes ** . 

C l  , .i J é. G I . 

* O c on j u n t o  S tem 
* Ha r > 1 g r a f o s  

1 un i c o e l emen t o  ( h o l on i c i d a d e  ) .  
G I  ( conf l uen c i a  m u l t i p l a  ) 

* G I  n ao t em c i r c u l acoes . 

* Nao h a  r es t r i coes sobre as quan t i d a d e s  p r o d u z i d a s  

P ar t i n d o  d o  exemp l o  anter i or f i g :  1 , p o d e  suceder que 
sobre l a )  c on f l uam mai s de 1 g t- a f o  ( d o  t i p o 1 ) 
eventua l m e n t e  v i n d o s  d e  pontos f or a  d a  f r o n t e i r a  FRT • 

E n t a o  � aument a n d o  o d o m i n i o  d a  f r ont e i r a  se n e c e s s ar i o ,  
i n c l uam-se todos os g r a f o s  G ! l p l  , c o m  p [ l , r J  que 

c o n f l u i em em ( a )  e que sao do t i o o 1 oor h i p otese 

Para c a d a  GI ( p )  e para todo p em [ i , r J  sao 
c a l c u l a d a s  as ap l i c ac oes : 

V L R ( p ) ( a J  e VMV ( p ) [ a J  d o n d e  r e su l t a  
1)1"1\..' [ a J  = m i  n ( p )  { VI"1V ( p )  [ a ]  } 
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Este ser a ' o metodo a u t i l i sar n o  caso d e  c on f l uen c i as 
m u l t i p l as a s  quai s cor r espondem a var i es m o d o s  e 
p r oc essos d e  obt er� o 1 1 0b j ec t o 11 ( a )  n u m  c e r t o  l oc a l  
e ::Jc a s i  a o  

IJs ( m i n i  m o )  
sao 

G I C p l  p a r a  os qua i s f or 
i q u a l m e n t e  " b o n s "  p 2 1'"" a 

VMV C p l [ a J  = VMV [ a J  
p r o d uz i r  ( a )  

TI F'IJ 3 
** Con f l ue n c i a  s i m p l es a h o l on i c a � 

c om c i r c u l acoes mas sem rest r i c oes * *  

* O c o n j un t o  S t e m  
* Ha 1 so ' g r a f o  G I  
* G I  t e m  c i r c u l acoes . 

1 un i c o el emento 
( c on f l uen c i a  si mp l es ) 

* !�ao h a  r e st r i c oes sob r e  as quant i d ades p r od u z i d a s  

O g r- a f o  e '  do t i p o  1 ( como o da f i g :  1 mas a q u e  sE:· 
a c r e s c e n t aram arcos d e  que r e s u l tou a p o s s i b i l i d a d e  

d e  r ea l i sar c i r c u l acoes i n t er n a s  . 

FRT 

F i g :  2 

Arcos a c r esc e n t a d o s  
[ a , d J  [ e , e J  e [ b . c J  

VLRc ( k l  

1\l í k )  

C I R  

val DI'� a c 1..- e a d o  n a  
c i r c u l a c a o  ( k )  

num�ro d e  c i r c ul acoes 
efectuadas em C k )  

n umero d e  c i r c u i t o s .  

O v a l or a c r eado r e su l t a n t e  d a s  N ( k )  c i r c u l a c oe s  
ef e c t u a d a s  n o  c i r c u i t o  < k l  e 

VLRc < k l  = z * VLRc l k l  

o n d e  
p 6.  

Q ( k , p l  r e p r e s e n t a  a p e r c en t a9 e m  ( em quan t i d a d e )  
r ec i r c u l ada n o  c i r cu i t o \ k )  e n a  
c i r c u l a c ao ( p l  , com p €. [ 1  , N < k l  J 

d on d e  r e su l t a  VLRc [ a J  = VLR [ a J  + 2:._ VLRc [ k J  
K. é. ) -i_, CI"R] 

F i n a l m e n t e  r ecord a-se que os c i r c u i tos i n t r o d uz i d o s  n a o  
af e c t am o val or quer d e  VLR [ a J  quer d e  VMV [ a J  
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2 . 4 )  T I PO 4 • 

c ::n  

** Con f l uen c i a  s i m p l es " nao hol on i c a 
sem c i r c u l acoes n e m  restr i c oes ** . 

* O  �on 1 un�o S tem q � 1 e l emen t o s  ( n a o  h o l on i c o ) �  
* Ha 1 so · g r af o G I  ( con f l uen c i a  si m p l es ) 
* G l  n a o  t e m  c i r c u l acoes . 
* Nao h a  r e s t r i coes sob r e  as quan t i d a d e s  p r o d u z i d as 

( V e j a-se f i g :  3 ) 

F i q :  7 
·-· 

Esta s i tuacao e '  sucep t i ve l  
d e  ser resol v i d a  p r o c e d e n d o  
por etapas . 
Para o ef e i t o  f or me-se 

U I J. = { IJ , d , f , g )  
G i l  = ( [ c , b J , [ f , d J , C g , d J . 

[ d , b J }  

os val ores em c �  g �  f s a o  
c o n h e c i dos 

E '  possi vel c a l c u l ar o s  val ores em ( b )  

F o r n.e-se U I 2  = { a 1 b . e , g } 
e p or que o val or em { b }  e '  
c a l c u l ar-se os val ores em 

e G I2 = { [ b � a J , [ g , e J � E e , a J }  
c o n h ec i d o p od e r a o  
( a )  

2 .  ::; T I PO 5 

** Con f l ue n c i a  s i mp l es • nao h o l on i c a 
se� c i r c ul acoes mas c om rest r i c oes 

* O con j un t o  S 
* Ha 1 so ' g r a f o  

t e m  :l 
G I  

e l emen t o  ( h o l on i c o ) .  
( conf l uenc i a  s i mp l es ) 

* G I  nao t e m  c i r c u l acoes . 
* Ha ' �est�i coes sobre as quant i d ades p r od uz i d a s  

E s t a  s i t u a c a o  ver i f i c a-se quando o p r o c e s s o  i mp l i c a a 
p r- odu.cao s i mu l tan_ea d e  var i as 11 o b j ec t o s 11 m a s  as 
r e s p e c t i vas quan t i dades obt i d as estao e n t r e  si 
v i n c u l �.das 

A l q un s· e:·: e mp l os 
f ab r i c ac ao d e  o l eos veg et a i s e f ar i n h a s  
r ef i n ar i as d e  p et r ol eo e petro-qu i m i c a s  
e x p l oracao d e  m i n er i os c om p l e x os . 

E m  t od os o s  e>�em p l os ap resentados " uma o pe r- a c ao 
tecnol og i c a produz s i mu l t aneamen t e · os var i as 
s u b - p r o d u t o s  e estao f or t emen t e  r e l a c i o n a d a s  
e n t r e  si as quan t i d ad e s  o b t i d as 
( A f i g :  4 ''ai ser v i r d e  ap oi o g r af i c o ) 
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Os arcos [ ÇJ , h 1 J  [ q , h 2 J  [ q , h 3 J  
correspondem a uma mesma o p e r a c a o  
t e c n o l oq i c a 

So ' e '  p ossí v e l  
acreado g l obal 
n o r> a r t i --J. o por 

c o n l1 ecer o v a l or 
mas nao s e  sabe 

h l , h 2 ,  h 3 . 

S i mb o l og i a  

gi�! [ h J  r e p r es e n t a  a quan t i d a d e  d e  
11 f.Jb .i e c 1: o 11 ( h )  p r- o d t.rz i d o n a  
t r an sf or macao E g � h J  

s E l . S J } J  r ep r e s e n t a  o 
c o n j un t o  d o s  a r c o s  
v i n c u l a d o s  , part i n d o  d e  
( g )  e t e r m i n a n d o  em h ( s ) w 

A ap l i c: a c a. o  ( VLR ) d 8s c r eve-se p e l a  ex p r essao : 

VI._R [ q  .. { h  ( s ) : s k. [ i � E J } J  ;::; L vL F\ [ q � h ( s ) J  � c o m  S > 1 
s « C  :i. , S J  

V ar i a s metodos p odem ser· avocados p a r a  r es o l ver e s t a  
d i f i c u l d a d e  i n t r i nseca 

* 11et o d o  dos p r ecos � 

0 5  p r e c o s  n u m  me� c a d o  parad i omat i c o  servem d e  
c o ef i c i en t e s  d e  r e p art i c 2o d o s  VLR C h ( s ) J 
O metodo e '  essen c i a l mente sub j ec t i vo 

* M e t o d o  d o  Ex t r en,o· c on d i c i onado . 
Uma f un c ao dos C VMV ) ser a ' a f un c i o n a l  e x t r em a n d a  
( a m i n i mi sar ) 

O e'sPa c o  d e
. 

ap l i c a.c ao ser a ' o c on j un t o  un i ·v·e r s a l  
A s  r e st r i c oes r esul t an t e s  d o s  processos t e c n o l og i c o s  
e o u t r a s  v a o  c o n d i c i on ar a b usca d o  c o n j un t o  e x t r emo . 

Porem 

A f unc i onal poder a ' nao ser l i near , 
As r e st r i c oes serao tambem , em g e r a l  
n a o  l i n ear-es . 
O e s p a c e  p o d er a ' n a o  ser um c on vex o e a t e ' 
ser m u l t i p l amen t e  �.on6ec t a d o  • 

Esta s o l ucao , embora e l egante f or m a l ment e  t er a · uma 
d i m e n s ao que u l t r ap assar a ' as p ossi b i l i d a d e s  a c t ua i s 
d e  c a l c u l o . 
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