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possivel construir

um espaco-—-imagem baseado em medidas de natureza
economica .

hiper-superficies referenciais destinadas a
processos economicos

uma figura de merito para medir a eficiencia dos
processos economicos .

Finalmente , a qgeometria afim parece
particnlarmente adequada para representar obiectos
e quantidades de natureza economica ., e a sua
evalucao no tempo .

is possible to constiruct :

an image—-space based on measures of economic
nature . _

referencial hyper-surfaces for economic
processes .

a figqure of merit to evaluate the et+ficiency of
economic piocesses .

Finaly , afin geometry is deemed well suited to
represent obijects and quantities of economical
nature and their evelution in time .

peut construir :

un espace—-image base’ sur des mesures de nature
economiques .

des hyper-surfaces referancielles pour les
processus economiques .

une tigure de merit pour evaluer 1'’'efficience

dJes processus economiqgues . :

Finalment , la geometrie atin est adequate a’ la
representation des objects et quantities de
natuwe economique et Jeurs evolutions temporell=s.
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A) FROLOGO .

Com o advento da facil e instantanea tranferencia de informacao
e do transporte de pessoas e bens a velocidades proagressivamente
mais elevadas , resultou que os povos sabem cada vez melhor como
0os outros vivem em sociedade , que meios economicos deteem -,
que regimens politicos adoptam , gQue credos e conviccoes seguem.

A poderosa +forca do mimetismo , a "moda'" , leva-os ,

por um lado , a copearem—se mutuamente , assimilando culturas ,
comportamentos e procedimentos , mas por outro , ~ a acumular
frustracoes . reservas e odios que podem eclodir em conflitos .

Mesmo os povos grandes e ricos Jja nao podem decidir sem terem

em atencao os projectos , aspiracoes , vontades e comportamentos
dos outros povos , porque o planeamento, em isolamento nacional ,
nao seria eficaz .

A' escala planetaria . o numero . a dimensao e a influencia das
sociedades "isoladas" sao diminutos .

A exaustao de um recurso mineral , a desertificacao auma rzgliao ,
um mau ano agricola , a poluicao industrial , catastrofes , etc.
ja’ nao sao processos intra-muros « fOorgue os seus efeitos
repercutem-se rapidamente e em paizes mesmo muito distantes .

A ciencia economica . como uma +orma de observar 0S processos
societais humanos , nao pode deidar de estudar a evolucao dos
povos a nac ser <omo unm todo e &’ escala terrestre.

Farece oportuno dar os primeiros passos na senda da criacao duma
"base geogratica econcmica" ., emulando- as bases geoaraticas
fisicas .

0 suporte espacial subjacente a“” "base geogratica fisica" serwve
igualmente a’ imagem economics a qual sera’ uma aplicacao num
espaco de grandesas economlicas

0s obliectivos desta comunicacad sao

. apresentar um suporte formal , a geometria atfim que se
afigura a linguagem adequada a este desiderato .

. mostrar a relevancia de certos conceitos semanticos na
model acao do "real economico" procurando inspiracao na fisica.

. Introduzir um conceito de valor . Que configure uma funcao
medida e aque permita construir um instrumente formal de
apreciacao @ medida da aficiencia economnics .

Fara estz efeito .

# Mo ©Cap B faz-se uma rapida & sumaria apresentacao das
conceitos semanticos de maior interesse .

# No Cap C Ffaz—-se uma aplicacso . alinhando—-se algumas
suiestoes de espacos—imagens que se atfiguram adequados a’
representacao do "real &conomico" .
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¥ No Cap D sao introduzidos conceitos complementares ,
tais como : valor , reversibilidade , resto do universo e
e’ sugerido um criterio de eficiencia economica .

¥ No Cap E sao efectuadas formalisacoes dos principais
conceitos , porem numa linguagem mais discursiva do que
sintatica .

¥ Mo Cap F apresenta—-se o resumo e a conclusao .

Com o objecto de nao tornar pesada a leitura do teitto principal ,
essencialmente semantico e descritivo . remetem—se tres temas
para anexos :

¥ Anexo 1 : As transformadas de contacto .
Sao essenciais na passagem de grandezas extensivas (medidas)
para intensivas (relacoes entre extensivas) .
Fermitem . em certas circunstancias , reduzir a dimensao do
esnaro imageml.

# Anexo 2 = A geometria afim -
Forgue a — geometria afim — e’ um instrumento formal poderoso
mas nao muito divulgado na linquagem e simbologia de Schouten
recordam—se alguns conceitos e formulas antes de efectuar uma
aplicacao a’ modelacao da imagem economica da realidade .

g

¥ Anexo 3 = s hiper—grafos .
Varias aplicacoes da teoria dos grafos sao expostas , porgue
conceilto de valor dum "objecto" impiica a construcao de

o
grafos. Sao examinados algquns tipos mais caracteristicos .

* No final sncontram—~se algumas referencias biblioaraficas
e o indice .

Comentarios :

. E’ conspicuo a ausencia de referencias a temas economicos .
mas na verdade , o obJjectivo e’ essencialmente mostrar como se
procediria em disciplinas como a fisica, teoria da informacao
ov do conhecimento, por exemplo, mas nao e’ certamente provar
semanticamente gque um gualguer "modelo" descreve
aceitavelments o real economico .

. A esperanca gue esta exposicao possa Vvir a interassar um
economista ou especialista em ciencias societais que , com
m=2]hor formacao e informacac . possa modelar , em geometria

afim , a iimagem economica do real , e’ toda a motivacao do
autor .

- Sequindo a nova tendencia dos cultores das linquagens formais .,
5 semantica . a interpretacac do "real" ., faz parte da
apresentacao dz linauagem sintatica ., estabelecendc una ponte
entre a realidade e as formas puras que a emulam .




. Finalmente cabe aqui agradecer ao Frof.Dr.Antonio A. Costa a
paciencia de ter dado uma leitura ao texto e feito sujestoes
da maior valia , mas os erros e incorreccoes que sobejaram
sao da exclusiva responsabilidade do autor .

EY Alauns conceiftns hasicos .

El1) Real e Imagens .

Todo e qualquer " objecto de estudo " vai passar a designar—se
por “objecto_real” ou simplesmente por "“obijecto"., e sera’
entendido como um "conjunto universal" , com o significado que

esta expressao tem em algebra e topologia .

0 "objecto" &’ o dominio do estudo semantico e dele sao
evtraidas “imanens'" . sempre parciais ; mas que em caniuntn
produzem uma representacao , inteleaivel para os humanos , desse
"obiecto" .

L} "obiecto-real" pode ser :
um objlecto ou coleccao de objectos fisicos .
uma - imagem de um objecto fisico .
um biota ou uma scciedade de biotas (e.q. humarosi .
uma sersacao . um conceito . uwwn credo , etc. .
em resumo , tudo guanto for — objecto - de estudo .

Forague o Yobjecto-real' configuwra um "coniunto universal'" . os
coniuntos nele contidos serao especificados da forma mais
adequada ., usando caracterizantes <se requerido .

tlual quer imadem dum "aobjecto" forma-se num "espaco_imagesm" . ou
simplesmente "lmagem!" e este espaco 4, em qgeral , sera’ munido
de estructuras algebrica e topoloqgica . _

Ha a preocupacao de escolher para o espaco_imagem & estrutura
mais simples que a modelacao do real consentir .

0 "obiecto-real"” e’ descrito numa linguagem semantica , e.g.:
linguagem natural e ou seus dialectos cientificos ou ate’ outra
lJinguagem objecztiva usada como semantica .

Uma — funcao — , definida sobre o "objecto" { este
desemnpenhanrdo o papel de dominio da funcao ) e tomando
valores no "espaco_imagem" . ( contra—-dominio da funcao } ,
configura o "processo intrumental" de produzir imagens .

Em toda os dominios da ciencia admite-se o pressuposto entimemico
segulnte: A estrutura do espaco imagem adoptada e’ homoloaa da

estrutura do "objecto-real” a emular e a funcao gus
aplica o "objrzto-real" no espaco_imagem nzo
deturpa essa homoloagia .

Mote—se gue se For um instrumento fisico a realirar a reterida

aplicacao, entao havera que, experimentalmente., assegurar a
satisfaczo deste pressuposto .
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0O convencimente da '"verdade" desta homologia pode tornar-se
muito +torte e obsessiva, transformando—se num verdadeiro "credo"
defendido denodamente pela congreqacao cientifica que o adoptou e
so’ o carreamente de nova informacao vai permitir provar ou nao a
verosemelhanca da referida homologia .

Ver refer. 2 e = ( semantica ) e 1l.a ( sintatica 7 .

B?) Espacos_imagens e suas estruturas .

For principio. o espaco_imagem deve ter a estrutura formal
adequada e nao devem ser impostas restricoes quer a’ dimensao do
espaco guer a’' complexidade da estrutura .

Tambem nao devem ser conferidas a’ estrutura do espaco_imagem
propriedades que o real nao possui.

A dimensao dos espacos imagens e’ . em geral finita ou numeravel
porem ha situacoes onde sera’ necessario recoryrer a espacos
fractais.

RZ) Especificacao .

& especificacao dum conjunto consiste em verificar guais o=
elementos do "conjunto_universal" gque satistazem a uma lista de
atripbuktos semanticos - o meta—-teorema da especificacao — .

Todo o elemento que satisfaca aos refericos atributos declara-se
— inembro — do conjunto especificando . )

Este tema e’ importante guandec se trata de reconhecer e

interpretar .a lista de atributos semanticos dos elementos do
"obi-real” e nao apenas de especificar conjuntos em espRcos
formais, muito mais simples e regulares do que a rrealidade .

Fara definir um coniunto contido no "conjunto uwniversal"” ha que
adoptar um metodo , essencialmente interpretativo ., a executar
por observadores humanos , auxiliados ou nao por imstrumentos de
observacao e medida.

a " intervencao " de humanos nos processzos de obszrvacao e
medida vai " deformar " a imagem resultante . por forca e
causa dos concomitantes credos. conviccoes e estados de alma dos
humanos intervenientes .

For +im , e’ r-ecomendavel que as "imagens" sejam escolhidas de
modo a tornar facil a compreensao . e.g. & & totografia dum
obiecto e’ de mais tacil recenhecimento do que & respectivea
transtormada de Fourier . Ver ret. l.a 2 e I .

7

BE3.1 Fronteiras

IUma <)l asse de especificadores mulito corrente em semantica . e’
bazeada na utilizacao de um cutro conijunto ja especiticado .
E=ste coniunto de apoio e’ ., em muitas casos ., win dominio espacial
delimitado por uma frontzira .
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Os fluxos atraves desta fronteira e as restricoes selectivas
resul tantes representam um problema basico nao so’ na fisica e
outras ciencias afins . mas tambem . no outro extremo, nas
.Ciencias que se interessam pelos biotas (humanos ou nao) e
respectiva vida societal  com os seus territorios e dominios
de actuacao.

A termodinamica usa essencialmente este modo de especitficar
coniuntos , ver ref.: e 14 .

oA ]

Z.2 Indicatriz e Caracterizante .

Os especitficadores usuais declaram que um dado elemento do
"conjunto universal" pertence ou nao ao conjunto a especiticar .,
ou seja , aplicam o "conjunto universal' no reticulado de Boole
(diadico) e esta aplicacao designa-se por indicatriz do
conjunto especificando .

A realidade . sobretudo guandoc os biotas interveem no processo
e’ porem muito mais complexa e e’ dificil declarar
perentoriamente se sim ou nao um elemento dado pertence ao

conjunto especificando .

L

Zadeh estendeu os especiticadores a aplicacoes gue tomam valores
em reticulados em geral e estas aplicacoes designam—se por
caracterizantes . B

As=sim a indicatrix e’ um caso particular dum caracterizante que
usa ¢ reticulado de Boole (diadico) . Ver ret. =+ 11 e 13 .

84) Funcoes de coniunto e medidas .

Aqui interessa referir aguele tipo de funcoes de conjunto gue
estabelecem uma corresporndencia univoca do conjunto com um
elemento do espaco_imagem , estando este dotado de uma
estrutura algebriza munida de., peio menos , uma connectiva de
natureza aditiva . 7

Yssim , sendo dados dois conjuntos & & B, a funcao vai invocar
respectivamente os elementos : a . b do espaco—-imagem e tem
sentido escrever a + b 4, onde ( + ) simboliza a connectiva
aditiva da estrutura de gue foi munido o espaco-imagem.

Entre estas funcoes de coniunto do tipo acima existe um sub-tipo.
as medidas , gue gozam da propriedade da aditividade , isto e’ .
se & e B forem disjuntos e c +or a medida do coniunto reuniao
{(A,B) entao c = a + b .

A busca desta funcoes_medidas tem sido uma preocupacao
constante do Homem , e.g. :

-~ 0 cardinal do reuniao de doiz rebanhos A e B , disjunteos,
e’ a soma dos cardinais de A e B. ( conhecido desde os
teinpos do homem — pastor) .

— A aditividade dos volumes dos cereais deu origem ao
conceito de silos comunitarios. evitando a construccao de
grandes edificacoes para conter , em vasos separados , 0S
cereais dos diversos agricultorez e comerciantes .
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— 0 reconhecimento da aditividade das areas de terrenos
‘agricolas, constituiuw descoberta essencial para o
loteamento aqgricola no Egipto classico e foi promotora
do desenvolvimento da geometria entre os gregos .

- A balanca intrumento concebido na alta antiqguidade .
conta com a aditividade da massa dos corpos disjuntos.

— A aditividade da energia e’ fundamento da termodinamica e
e basica no calculo das maquinas motrises .

— A entropia pode ser construida como uma medida nos
processos treversiveis dos sistemas reais .

- A ftegria daes probahilidades assenta nmn conceito de medida
positiva finita e normada . ' ’

. — Um funcionario—-caixa dum banco acredita na aditividade
- dos escudos que recebe ou entrega .

A descoberta de uma nova medida no Universo e’ motivo para
vastos desenvolvimentos e inovacoes .
fs ciencias "duras" ( ou inanimadas ) constroem os seus modelos
usando referenciais que sao +uncoes_medidas do 'real" .

Ver ref. = 1.§ ., 10 e 14 .

BES) Funcoes Homogeneas e HMocao de qgrau . (e.qgq. = e 1l ).
Seja dado um espaco imagem devidamente estruturado de N

di mensoes onde se projectam M medidas ®Mij dum conjunto Cj
contido num "conjunto universal" { obj.reai ) .

Se , para todo C3 contido num certo dominio do (obiji.real) e para
duas medidas k & 1 , for TPlki / Mlj constante entao diz-se que
esse dominio do ‘'cbj.real” e’ homogenio em Kk e 1 .

Mt i pode ser descrito em funcao de Mlj por meio de uma funcao
homog=2nea de granw 1 , se o "obi.real" for homogeneo em k = 1 -

Se esta propriedade se veriticar para todo e qualquer par de
medidas das N do espaco_imagem + enltao diz-se que © dominio e’
completamente homogeneo e qgualquer nova medida pods ser
descrita por uma ‘+uncap homogeneo de graux 1 em funcao das
restantes medidas -

A relacao de duas funcoes homogeneas de grau 1 produz uma funcao
homogenia de grau zero e a homogeneidade do dominio pode
- verificar—-se pela constancia das funcoes homogeneas de grail =ero.

Us povos da antiquidade devem ter verificado a existencia duma
relacao homogenea de grau 1 entre o volume aparente dum cereal e
a massa desse volume e porque uma medida volumetrica e’ mais
farzi]l de construir e mals simples de manusear do Qque efectuar
uma pesaqgem com wna balanca . dai talwvez resultasse uma laraga
divulgacao das medidas volumelricas .

A funcao homoogenea de grau zero associaida ao par {(massa, velums)
designa—-sz por massa espscifica aparente a gual devera’™ ser
constarnte no dominio se este +or homogenio .

Ver vef. i lod » 4 o & .2 4, 10 , 12 e 14 .
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R6) Funcoes quasi_medidas , medidas paradigmas e funcoes de
correccao

Fartindo dum silo vazio . efectuado o seu enchimento no tempo das

colheitas e retirado o cereal , a’° medida das necessidades ate’
ao seu completo esvaziamento e tendo tomado nota das pesagens das
entradas e saidas, se a — massa — for uma funcao_medida e’ de

esperar que a soma das massas entradas seja iqual a’ das saidas .
Forem tal n2o se veritica na pratica e apura—-se um erro ou
diferenca nao desprezavel .

Dois caminhos podem ser tomados @
ou a — massa — e’ retirada da lista das funcoes_medidas .
ou se acrescenta ou retira uma porcao ficticia de cereal

que sera’ responsabilisada pelas diferencas .

Desde tempos muito recuados a solucao escolhida foi a segunda ,
tan importante se ronsiderava . ia’ nessa altilra. conservar a
aditividade a certas grandezas .

Assim as ' gquesi medidas" do mundo real sao substituidas por
"medidas paradiamaticas" e formalmente perfeitas e acrescenta-se
uma funcao correctiva e associada a’ medida_paradigma , atim de
compensar as diferencas encontradas .

™ circunstancia de nao ser conhecida a esxtplicacao das difersncas
verificadas nao impediu esta pratica , talvez na esperanca de um
dia vir a ser descoberta a sua causa . "

As leis da conservacao da massa , da energia ou duma simples
contabilidade de partidas dobreados . atestam a importancia da
construcao de funcoes_medidas a partir das quasi-—-medidas do
mundo "real" . Yer ref. : 12 e 14 .

B7) Espacos mensuraveis e metricas .

0 espaco onde uma — medida — toma valores e’ mensuravel , em
geral , e varias metricas podem ser adopteadas .

Mas as imagens do "obji-real" implicam varias medidas e e’ usual
formar o producto cartesiano respectivo .

Un multiplo ( elemento do producto cartesiano ) sera’ a imaogem
global de um dado sub—conjunto do "obij-reai''.

0 problema esta’® em saber se se pode dotar de uma metrica o
espaco_prnducto , isto e’ , se e’ possivel provar semanticamente
que o "obi.~-real" e’ um espaco mensuravel e qual a metrica
adeqguada .

0O presuposto da homologia entre a realidade e o espaco imagem
impoe esta precaucao . porque embora formalmente possa ser
possivel e ate +acil dotar o espaco imagem de uma metrica .,
contudo tal pode nao ter sentido nem intrepretacao coerente com
os tactos e exporienicias etectuadas na realidade em estudo .
2.0.:! O espaco—imagem da classica termoestatica nao tem metrica .
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Muitos exemplos existem no dominio da economia que deixo ao
leitor atento o prazer da descoberta .

Em sintese « a metrica escolhida para o espaco imagem tem de
corresponder a uma propriedade veritficavel na natureza .
Ver ref. = l.e . L.t e 14 .,

E8) Medidas de probabilidade e conjuntos vagos ( fuzzy sets ) .

Nas operacoes de observacao e medida , a correspéndencia
(relacao) , gque descreve a formacao da imagem do real , nao e’
em geral , univoca e varias imagens correspondem a um mesmo
objecto real .

b ]

Assim , NO caso simples da imagem ser um ponto na recta real , a
plurivocidade da relacao tomara’ a forma de variaos pontos
irepresentarem o mesmo obiecto .

Em certos casos ., tem sentido definir uma medida finita e normada
sobre o espaco-imagem < a "imagem do objecto" nao sera’ dada por
um ponto- mas pela distribuicao que descreve a medida referida.

0 sentido semantico dado a estas medidas e’ o de probabilidade

i a priori on 2 posteriori ) drne acontecimentos . istno e’ . das
imagens dum dado objecto .

Entretanto Zadeh estende o conceito de especificacao d= zZonjuntos
substituindo o reticulado de Eoole por reticulados sem restricoes
e interessou—se muito especialmente pelo intervalo fechado

£ED , 1] da recta real.

haqui resultou que os caracterizentes dos sub—-coniuntos do
conjunto universal tomam a forma de aplicecoes do coniunto
universal no intervalo L0 ., 1] e desta feita . os
caracterizantes , como as medidas de probabilidade sao funcoes
dum conjiunto universal e tomam valores no intervalo L[O , 131 .
so’ que as probabilidades sao funcoes aditivas e os
caracterizantes nao sao .

A estas aplicacoes nao aditivas deu—-se o sentido semantico de
" possibilidade " . e tem sido preocupacao dos cultores da
"fuzzy mathematics'" encontrar exemplos e situacoes que permitam
ilustrar o que se entende por — possibilidade — e o que &
distingue do conceito de -~ probabilidade - . sem recorrer ao

teste formal da aditividade .

Jada a facilidade de compor funcoes {(distribuicoes) cuios
dominios e contradominios sao os m=Esmos . teem sido f=cundos
0Us exercicios formais combinados sobre -~ possibilidades -
{com o reticulado L[Q , 131 ) e as — probabilidades - .

Yaer reaf. 2 15 ( Fossibilidade versus Frobabilidade) e
a bibliografia nela referida .
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fplicacao .
Introducao .
0O objecto-real . como - conjunto universal - , e’ o planeta

Terra com a sua envoltura gasosa e os biotas gue nela vivem
os artefactos e o excreta da sua actividade .

C=rmbitAd= - i mmemd= At e =med = e e et b e—mdme AL S M-
Contuds nodas impeodo gue so ostonda o concoito szima dofinido
a outros dominios do Universo .

0 espaco formal sera’” um X4 = X3 % R , onde =

X2 representara’ o espaco fisico Z-dimencional e
R o tempo .

. 0O espaco ftisico XZ sera’ dotado de uma metrica como e’
usual , para permitir definir distancias angulos etc. ,
a base para X3 sera’ centrada no centro da Terra . mas
outras bases auxiliares serao escolhidas quando tal se
mostrar conveniente .
sxemplos de repiresentacac @1 cooirdenad:
cilindricasz ou cartesianas .

. 0O espaco R . o tempo . sera’ dotado da metrica usual .
o centro sera’ uma data escolhida arbitrariamente e
o simhbolo t sera’ resserwvadn para descrever o tempo.

. U espaco X4 npao tem metrica . uma vez gue nao se
preveem fenomenos necessitamndo de correccao relativista .

)

S E3TVEN1IC&S

0 espaco—-imagem Yu sera’ formado pelo producto cartesiano
de uw funcoes reais Fkk de XZ , ( k em ([1..ul) .

. Yu sera’ uma imagem geometrica do objscto-real mas adequad
a ulterior tratamente com wista a2 criar imagens de '
natureza economica .

. £t , o tempo . €ontinua a funcionar como parametro .

. por razoes do foro da interpiretacao , Yu nao podera’ ser
dotado de uma metrica .

. & apresentacao das funcoes Fk acima reveridas . far—-se-h

r

a' medida das necessidadezs da exposicas do modelo .

Aptr-esentacao de algumas funcoes tipicas .

A caracteristica essencial do espac u e’ de ser formado
por funcoes reais que representem :

ou agrandezas "extensivas'" as ouais gosam da propriedade da

aditividade e descritiveis por funcoes _medidas (Fk),
ou grandezas "intensiwvas" . que sac relacoes (Gk) de
fuuncoes _medidas .

Recorda—-se que a partir das funcoes (5k) e de uma medida
de -referencia-— (Fz) . podem ser reconstruidas as
medidas (Fk! associadas a (k) .

As grandezas serao na rrealidade psevwdo—-medidas . mas podem
ser convertidas em medidas pela introducao das funcoes de
ccrreccao auxiliares { ver: k&6 1 .

k]

a

a
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0 gue interessa portanto e’ reconhecer e identificar no
objecto—real , as propriedades (atributos) que se assemelham
ou a grande=zas extensivas ou a intensivas .

0O preco , relacao entre uma quantidade de moeda e quantidade

correspondente de mercadoria e’ uma grandeza intensiva .

Na verdade verifica—-se uma razoavel aditividade nas grandezas
moeda e mercadoria para as assimilar a grandezas extensivas .

21.1) Densidades VYolumicas .

A relacao de uma gualquer grandeza extensiva e o volume
(espacial) ocupado , e’ uma propriedade intensiva muito
empregada para descrever : jazigos minerais . oceanos .
lagos , a crosta terrestre e a envoltura gasosa , etc. .

A- densidade (volumica) e usualmente representada por um
vector definido em cada "ponto" do dominio a descrever .

# 0 conceitn de "ponto" tera’, em geral , o sentido semantico
de ‘'"reticulo". isto e’, dum paralelotropo de dimensoes
epuficientemente peguenas para poder ser assimilado a um ponto
no contexto da observacao ou mensuracao .

Em cada caso concreto deverao ser indicadas as dimensoes do
paralelotropo , e.g.: Jjazigos ¢ 1 m& ), lagos ( i Dec3 ) ,
oceanocs (1 kEm3 ) , etc. .

Repare—-se gue sendr a massa da terra finita . sera’ finita a
massa dum '"reticule" e as funcoes quer representem grandezas
wtensivas (Flk? guer intensivas (Bk) serao tambem finitas .

Mesmo na hipotese de que fossem infinitas num numero
numeravel de pontos . o recurso a uma representacao por meio

de diskribuicnes regnlarisaveis 2’ Schwartz seria ume
solucan para o problema .

Z1.2) Densidades superficiais .

Grandezas tais como : recobrimentos florestais , culturas .
axt=nsoes lacustres , barragens , desenvolvimentos urbanos ,
regioces administrativas , populacoes de biotas etc. sao
descritiveis facilmente por meio de densidades superfticiais.
Tratam—se de dominios em X2 simplesmente connectados por
linhas connectantes em X1 , ( as fronteiras do dominio ) .
Us fluxos, atraves dessas fronteiras. de grandezas gozando de
aditividade pode ser tratado como referido anteriormente

para as dernsidades volumicas .

C1.3} Densidades em linhas -

fis redes de comunicacaoc ( ferro e rodo—viarias . olec e
aasoductos, redes de agua z saneamento . etc.)., contornocs
ouw fronteiras reqionais ou nacionais constituiem exemplos
de obiectos susceptiveis de se descreverem 2m Xl 4 &as
fonteiras sao pontos e os Fluxo=s sao apurados nos dois
puntos connectantes .

0O formulario a usar e’ ildentico ao aplicavel a Cl.Ll e Ci1.2 .
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Cl.4) Objectos pontuais .

——
IS

.

Muitos objectos sao essencialmente isolados , e.g.: viaturas
navios , imoveis . fabricas . biotas etec. .

A sua localisacao sera’ mais facilmente representada por um
vector centrado e cujo extremo esta’ situado num ponto do

ob iecto escolhido para referencia . : _

Um espaco EZ ou E6 , centrado no extremo do vector ac

B WGP N P [N
i = i i me e wrR b e R Eadiaiit] et T med A s b L] f-_.l-'.‘.._}_. [ Y L=y I WL R

DR R 1
objecto . Em geral , aproveitam—se as simetrias que
eventualmente possui .

= obigedbk o el s o =

Forque os reticulos da malha resultante da discretizacao do
continuo , teem uma dimensao finita e nao infinitesimal ,
sucede que num reticulo podem existir mais do que um objiecto
ou inversamente sejam necessarios mais de um reticulo para o
descrever . '

Esta dificuldade resolve~se . escolhendo convenientemente a
dimensao do reticulo e o pormenor da descricao do objecto
sera’ relegado var v ES local .« :

Us biotas sao de longe os mais diticeis de descrever e o
metodo a seguir sera’ criar uma taxonomia (uma arborescencia)
e estudar apenas as classes resultantes , o que reduz o
cardinal do conjunto universal a valores que ja possibilitam
o registo e a manipulacso intormaticos .

Em geral serao necessarias varias taxonomias cada uma
desenhada tendo em vista o problsma a resolver,

e.a.: um probiema de transportes exige uma tasxonomia
diferente da dum problema ecoloqgico.

Funcoes—medidas paradigmaticas .

Foram apresentadas mm C£1) alguns tipos de funcoes culjo
producto cartesiano forma o espaco-imagem Yu .

Todas elas descrevem arandezas extensivas , quer directams=nts
quer na forma de densirdades espaciais . e.49.:@: volume . massa
energia, numero de elementos ., horas, numerario etc. .

Nao sera’ dificil justificar . quer por via experimental guer
por censtrucao . a natureza extensiva destas grandezas . a2
respectiva mensurabilidade e propor quasi-medidas adequadas .
A partir das guasi-medidas gue descrevem propriedades e
atributos cbservaveis no "aobjecto" , serao construidos os
correspondentes pares de :

tfuncoes—medidas (paradigmaticas; e
funcoes—-correctivas (assoiziadas) .

Recorda—se dQue embora o espaco Yu seja formado por funcoes
mensuraveis e dotadas de metricas . nao e’ ., possivel
se@manticamente , dotar Yu de uma metrica .

n
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CZ) -Construcao de um espaco metrisavel { Zu ) .

Os objectos . nao sendo =iguais— nem da mesma natureza .
podem , para certas formas da actividade do homem em
sociedade . serem considerados —equivalentes— .

Fara mensurar essa equivalencia , introduz-se um conceito
"sincretico e subjectivo" gque sera’ designado por '"valor".

0 "valor" tem estado subijacente na apreciacao do
"real-economico'" dos objectos desde a mais remota antiguidade .

Varias interpretacoes do conceito "valor" teem sido
propostas , acompanhadas dos metodos para o determinar e
cunhadas "palavras reservadas" para melhor as distinguir
{ preco , utilidade etc ) .

Forem , em gerai ., nao lLem havido & preocupacao de construir
essas interpretacoes subordinadas a’ condicao de serem
repesentaveis por funcoes-madidas , fuito embora muitas
dessas interpretacoes configurem funcoes quasi—medidas e
dai’ com condicoes semanticas para suportar a construcao de
medidas—paradigmas .

% Espaco Zu .

Sao pressupostos na construcao do espaco Zu

. a existencia de uma grandeza (propriedade ou atributo)

designadza por "wvalor”
. & possibilidade de encontrar uw furcoes H que apliguem
as "imagens'" do real-economico . em Yu , no espaco dos

valores ., em Zu .
. As funcoes H sao homooeneas d& grauw 1 .

0 problema foi assim resoclvido pela forma usual :

. construcao de um omerador {H} gue aplique o espaco Yu
um outro Zu . com a mesma dimensao e permitindo uma
correspondencia bi-univoca entre os respectivos sub—espacos.
monferindo homooeneidade linear aon operador {HM.

. porgue todos o= espacos ( de dimensao 1 } que formam o
espaco—-producto Zu . representam a mesma grandeza
o "valor" , dja nao existem obiecooes semanticas em declarar
in mensuravel e dota—-loc de uma metrica .

Adiantz , em D1) . O conceito de “valor" sera’ retomado
com mais pormernor .
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Conceitos Complementares .

Conceito de "valor" .

D1.3) Introducao .

A necessidade de conferir uma metrica a Zu . vai implicar
rever e precisar o conceito de '"valor" ,.tomando precaucoes
em relacan = deizs ponhos o '

. subjectividade inerente a’ sua mensuracao ,

. construcao de uma definicao gue preserve a sua

aditividade ., objectivo essencial a atingir .

D1.1) Subjectividade .

0 resultado da observacao e mensuracao do atributo "valor"
dum objecto e’ uma funcao do :
. metodo de mensuracao empregue ,
. rreferencial do "biota'" dgue procede a’ operacao ,
. gquadro contextual gus inclui informacas e expeiriesncia
memorisadas .

Esta circurmstancia implica complementar os resultados
obtidos com uma reterencia explicita ao metodo .,
ao referencial e ao contexto .

Repare-se ainda que no texto se faz referencia a “biotas”

e nao apenas a "humanos" , porgue uma visao excessivamente
antropocentrica esquece a impoartancia das "respostas" dos

biotas nao humanos .

Alteracoes climaticas , desertificacces , decrementos

2

populacionais de especies (ate’ a’ sua extincao ) .
epidemias etc., sao uma resposta deos biotas (nao humanos ?
ao comportamento dos homens .

Se o processo eiconomico fosse estacionario ,talvez fosse
jJustificavel esperar gue as “"valores" dos obiectos
viessem a converigir , MaAsS O processo economico nao e’
estacionario . :

Fode conceber—se um metodo gue assentaria nas seguintes
vaayras e

. escolha de um referenrcial (base:? previlegiado .

. construcao dos operadores formais destinados a’
transformacao das baszs pertsncentes a um dado
grupio de bases .

. Com os operadores acima . converter ao retfterencial
previlegiado os "valores" dos "objectos'" descritos
=m outros referenciais .

Mercadoz e bhnlisas procuran smular refersnciais previ legiados
e o progresso nos sistemas de comunicacac tem vindo a
permitir a construcao dos operadores referidos acima .
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D1.2) Aditividade do Valor ( VLR ) .
0O Y"objecto" , ao longo do seu processo de formacao ,

transporte e comercialisacao , vai acreando "valor" e
o metodo consiste em ir acumul ando esses valores acreados .

Este metodo que se assemelha ao do "valor acrescentado" na
sua execucao . tem porem um defeito que se manifesta sob a
soguinte forma @ :

dois objiectos "iquais" colocados num mesmo local
e ocasiao vao ter ., em geral , "valores! diferentes .
ora objectos "iguais" deveriam ter iguais "“valores" .

A expressao "igual" tem o sentido de os objectos nao so’
serem mortologicamente muito proximos como equivalentes
sob o ponto de vista economico e social .

0 simbolo VLR sera’ reservado para representar o "valor"

calculado por este metodo .

0l.73) Valor minimo vwirtual ( YMV 3 .

A& forma de evitar o principal defeito de construcao
de VLR . consite &m introduzido o conceito de
"valor minimo virtual” , VMY , com a seguinte definicao :

Sendo dado um iocal e um tempo . encontrar a
sucessao de estadios ( caminho processual ) que
cermita colocar , nesse local e ktempo , um “"objecte”
duma dada classe de objectos equivalentes . com o
minimo de wvalor acreado .

VMV diz-se virtual porque o resultado pode nao ter sido
obtido por meio de experimentacao ou exercicio factual
mas apenas estimado usando valores de tramsformacao
parciais considetados minimos .

Estes VMV sao unicos em cada local e num dado tempo .,
+oram formados aditivamente e podem ser estimados para
todo e qualguer imagem extensiva dum "ebiecto" do
conjunto universal .

D) Conceito de revsrsibilidade .
D2.0: Introducac

A ditYerenca entre VMY dum "objecto" e o seu "valor" VLR .
xperimental (factuzl! representa um desvio gue pode ser
xplicado por duas ordens de motivos : transferencia de VLR

’

pmara outro opniecto e a irreversibilidade . ¢ D2.1 e D2,.2).




D2.1

DZ2.2

D3

ity

) Tranterencias Reversiveis .

Algum VLR foi tranferido de ou para Zutro objecto . mas
esta transterencia foi feita sem perdas . isto e’ ,
reversivelmente . e.g.: subsidios. tributacao enviesada .
transferencia de valor entre objectos , uso de valores
medios , etc. .

Mostzs masms |, verifiscso-=o ums transforoncia do ovaloss VLR
havendo objectos beneficiados por contrapartida de outros
gue sao prejudicados mas a aditividade de global de VLR

e’ conservada .
) Transterencias Irreversiveis .

Correspondem a VLR perdido e irrecuperavel , e.qg. :
ineficiencia , processos tecnologicos obsoletos .
circuitos de transporte , comercialisacao inapropriados ,
acidentes . fDGDS . fugas , etc. .

0 ViRt global ja’ nao e’ aditivo + as peidas de Wiis ja nao
sao compensadas pelos ganhos de outros e cabe entawo
recorrer ao conceito de funcao correctiva associada .

Dado o modo como VMV +o0i1 definido , e descontadas as
transferencias reversivels , as funcoes correctivas
associadas sao sempre positivas . e estao em
correspondencia com o conceito de "entropia produzida"
Nos procassos irreversiveis (naturais . da fisica) . onde
igualmente a entropia produzida e’ positiva , e.qg.:
perdas por atrito, viscosidade, producao de calor , etc.

Conceito de Resto do Universo .

fTodo o modelo formal tem um - dominio de aplicacao — e assim
e’ obrigatorio introduzi+r o conceito de "Restc do ilnivercso"
RU . que representa tudo gquanto nao esta’ incluide no
dominio do modelo .

Entre RU e o modelo verificam—se permutas das agrandezas
retferenciais do modelo mesmo que o processo de tran5+ormacan

o~ -
1

— L -
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Fara conferir aditividade & VWMV ha que explicar donde vem e
para onde vai o valor VLR ligado aos processos irreversiveis.

fissim , sera’ conferido a&ac "resto do universo" RU as duas
funcoes sequintes :

. "fonlte de inovacso" . Donde provem todo o VMY negativo
( a nega—entropia ou informacao ) injiectado no modelo e
aue esta’ associado a rnovas descobertas e inovacoes .

. "esgoto de perdas" . Fara onde sao regeitadas todas as
perdas . quebras e ineficiencias que se verificam nos
processos reais e irreversivels ( entropia produzioga / .
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Criterio de eficiencia economica .

As superficies que descrevem o VMV de um dado "objecto” ,
num dado 1local e momento temporal , representam "minimos"
de valor acreado os quais podem desempenhar a funcao de
referenciais de "maxxima eficiencia economica" .

0 VLR , factual ou real . do mesmo "obiecto'" representa
Wwin vaio  atingivel ne piratica . NiESSE mEsMo MOHSNCO
temporal e local . ‘

Descontando as transterencias artifticiais de valores entre
"objectos" , sera’ VLR = VMV e VLR — VMV representa
uma distancia ( distancia usual nos reais } onde o valor zero
significara’ que foi atingida a maxima eficiencia economica .

Farece razoavel definir uma '"figura de merito" adimensional
que descreva a "ineficiencia economica" (NEFJ do processo
real :

NEF = (VILR — ViFMV) /7 ViV .

0 inverso de MEF representara’ a "eficiencia' do processo .

NEF corresponde , nos processos "fisicos" . ao conceito
de '"entropia produzida” a gual €’ nula se o processo for
"reversivel" e e’ tanto maior guanto maior for a
ineficimsncia termodinamica do processo real -
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ao dos Conceitos

usoc de linguagens formais mais especialisadas
s procura-se contuwdo apresentar
Ja exposta numa forma mais precisa

Sau W UOls Lemas i

Em E1 ., 05 espacos X3Z 4 Yu . respectivos operadores de

transformacao, verificacao da lei da continuidade e

aplicacao do teorema de Stokes .

Em EZ2 , os espacos Yu , Zu , avaliacao do '"valor" em

varias situacoes tipicas ., tanto VLR como VMV .

Espacos X2 e Yu .
1) Simbologia .

XE o "objecto—-real"” como "cenjunto universal' gue se
observa, mede e se pretende modelar.

YU uma "imagem do obiecto-real” a dimensao de Yu
esta’ em correspondencia com o numero de atributos,
propriedades ou grandezas a descrever .

Sao atributo tipicos : volume , superticie ,
mass=a . numero de unidades do “objecto"®

U espaco producto Yu nac tem metrica , embora os
gspacos compeonentes possuam metricas  proprias .

Zu espaco producto de igual dimensao da de Yu , onde
a ord=m dos espacos em Yu e’ conservada em Zu .

YLR. VMV funcoes de Yu sobre Zu . Estas funcoes permitem
dotar Zu de metrica . -

Vi dominio espacial (i) em X35, simplesmente
connecltado . Se (i) for diferente de (i) entao
Vi e V1 sao"disjuntos . _

Si fronteiras connectante de Vi , pertence a um X& .

RU "resto" do conjunto universal . Dado (Va) e (¥b:
disjuntos entao a uniao de (Va: , (Vb)) e RU
reconstroi o coniunto universal .

<k tipo de "obiecto"

G uma grandeza ( volume . massa etc 1 .

Fi um ponto generico de Vi .

davi elementos de volume centrados em Fi .

b = R vectores densidade duma grandeza G em Vi e Si .

WEL13i1 vector densidade da grandeza G do "objecto" itipo
{1% no elemento de volume dVi .

doi elemento da +ronteira connectante de dVi

FGI13d vectore densidade de fluxo da grarndeza G de {1
em dsi .

IMIER B ] total de 641+ ( enltrada ou saida ) em Vi .,

diwv divergencia usual dum vector
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o
P

processo tecnologico que transtorma uma unidade de
Gl em unidades de G
quantidade de G{l1} consumida por unidade de tempo

na transformacao

e,

= Kt

S -

13

”

Yu

plicacao do teorema de Stokes

"

sao mensuraveis e

ivel aplicar o teocrema de Stokes gue ftormalisa a lei da
inuidade ou a lei da conservacao das grandezas extensivas
idas) .
1.
ara <1 e dominio Va . a declaracao da conservacao de G
xprimem—se pelas ftormulas :
divilkGilra).dva -~ RG{1*a . dSa = < .
div(kgiiralr.dVa + dsdt (ME{1Zal.dVa = O
centicamente para {23 e ou Vb .
=
0 caso de existir , em Va . um processo tecnologico
ue trarmsforme {13 em {23 com um rendimento = « as
pressoes da continuidade sao :
div(WG<{lXa).dVa - RGL{l>a . d&sa - TMG{13 =0,
div(WGi{Zia).dVa -~ RG{Z3a . dSa& — TrGd{1: ¥ = = 0 ,
div{WG{l1l>a).dVa + d/dt (FiG€13) .dVa - ThHGL{13 = 0 ,
div(WG{Z a).dVa + d/dt (M5{Z3).dVa + THMGILl} * = = O .

orque se deseja conservair o caracter de funcao—medida
grandeza W entao ha que justificar a diterenca
MG{1> ® (1 - =) , na passagem de <13 para {2} .
""esto do universo" . RU , vai desempenhar essa funcao
seEra’ @ :

MGL{1*RU + MGLZIRU = TMGL{1* * (=-—1: -
modelo envolve , alem de RU , dois dominios Va e Vb.
processo tecnologico que converte {13 em <{Z3 , esta’

ituado em Va . .
otar que o exercicio esta’ centrado em Va , por isso
ao interessa.referir os fluxos entre Vb e RU, .

espaco Yu sera’ a producto de Z espacos tridimensionais

e deecrevem em Ya . Vh e BRIl . a arandesa G dos

bjectos dos tipos 1> e {23 .

Em Va . ha uma transformacao {17 {23 e aplicam—-se
as expressoes do caso Z .

Em Vb , nao ha transformacao e aplicam—se as expressoes

(b3

(a)

do caso 1, depois de substituir por
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# Resumindo . esta’ garantida a aditividade para a grandesa
G ( massa ou qualquer outira grandeza extensiva ) . tanto
L0

para {13 como para {23 e podem atribuir-se duas
metricas para os dois sub—espacos (¥3) .

EZ) Formalisacao do conceito do VALOR ( VLR e VMV ) .
EZ.0) Introducao .
arandezas usadas paira U1y & 11 nao =zao necessariamente

as MEsmsas { por exemplo : peso e quantidade ) e , embora
cada wna dotada de metrica nos respectivos espacos Y{iJ e

I:
\}

= Y4+i* ., o espaco producto Yiit::¥{i> nao tera’ metrica .
- fio aplicar Yu em Zu por meio de YLR ou VMV
nrocuras-se e 7o nmeea vir & sz dotade de metrica .

EZ.1) Simbologia :

I R substitui G{I>a , e significa grandesa G do
"ohjecto" tipo I em a " Ou estadio de
transformacao . transporte , comercialisacao .
etc. .

VLR (OCLJ 1) Yalorr (VLR) acumul ado no "objecto" 0OCLJ1 ,

ou guande 0 atingiu o estadio. Jd .
dVLR{QLI.Jgd) Valor ( VLR ), positivo ou negativo ,
transferido entre OL[IJ e O0OLJ] na
transformacao GLI,J] J
zYLR{OLI,Jd1y Valor ( VLR *» © ) perdido na transformacao
0OLI,J] por irreversibilidade . '

A funcao VLR que realisa a aplicacao de Yu em Zu pode ser

outra . nomeadamente VMV “Yalor Minimo Virtual"
EZ.2) Transformacao .
Na transformacao do "ebjecto" OLCIJ em OCLJ] . descreve—se

a aplicacao VLR como sedue :

VLR(OLJI) VLR(OCIJ) + dVLR(OCI.J1) + =VLR(OCI.JJ)
VMY (OLJ]) = VMV(OCII) = dVMY(OLI,JI1) ‘

. Representando :

DCI,J]1 = VLR(OCLIJ) - VMV(OLII)
- ‘ a difterenca entre VLR e VMV acumulados em OCI] .

df1,Jd] = d¥YLR(OLI,J]1) — dVUMVI(OLI.J1])
a diferenca entre os valores acreados por VLR
2 UMV na transtormacan [1.Jd7 .
Note-se que se D = 0 entao d e’ positivo .
EZ2.3) Exemplos tipicos .

Apresentam—se alcuns exemplos tipicos para ilustrar os
conceitos de VLR e VMV .
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¥ (Circulacao .
0 "obiecto" 0O e’ transferido do lmcal Al para AJd

VLR (OLJ 1)
VIV (QCJ1)

VLR(OCI1) + dVLR(OCLI,Jd1) + =zVLR(OLI,J1),
VM (OLETYy + dvi-v(OCI.J1) .

m

Depois o "ob.iecto" O retransferido de AJd para AIl.
VIR (OCOI"]: = YLR(OLII: + dVLR{OLJ,I1) + =zVLR(OCJ,I1)
= VLR(OCI1) + d¥YLR(OCI,J33) + dYLRI(OLS,I1) +
+ zVLR{OCT,.J1) + =Vi_R(GLJI,I1)
VMV (OLI"]1Y) = UWIV(OLID) {por definicao de minimo) .

A canclusao a tirar . VMV e um invariante e nao depende das
circulacoes ocu caminhocs 2

neados enquanto que VLR wval depender
da historia do processo de transformacao .

¥ Limitacao de capacidade .

Un novo processo tecroloaico permite um VMV (OLII) % inferior
ao VMV(OL11) precedente .

Forem a capacidade fabril dispondo do novo processo e’
insuficiente para abastecer a totalidade do mercado de 0QfI1],
que valor minimo adoptar 7 ¢ VMV(0OLIJ) ou VMVIOLI1)® .
Apessr da f23lta de carnzcidade fzhril |
VMV (OLI1)* para o novo minimo .

NMa verdade e’ deseljavel que os ViV  representem optimos
paradigmaticos em relacao aos gquais os valores VLR

devera’ escolher—cse

.conseguidos nos processos reals possam ser confrontados .

EZ. 4} Comentarios .

Em termodinamica , os rendimentos dos ciclos teoricos
desemperham funcoes identicas as de VMV .

A introducao dum novo ciclo ou processo mais eficiente vai
provocar um — transiente - gque se decipara’ com o decorrer
do tempo e na medida em que as velhas unidades forem

substituidas por novas usando o novo processo tecnologico .

VMV  foi construido em termos de conservar a aditividade das
grandezas que aplicam e e’ leqgitimo dotar Zu de uma metrica .

A distancia de Hamming sera’ a indicada para tratar
grandezas - campostos , porque a distancia entre dois pontos

e’ dada pela soma das diferencas das coordenadas desses
nontne e assim e mantidz 3 aditividade
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RESUMO e COMNCLUSAO .

Esta exposicao teve por objecto @

al

el

Mostrar a possibilidade da criacao de um espaco
producto de funcoces—-medidas onde proiectar as imagens
dos processos economicos .

Zriar superficies paradigmaticas de valores que
sirvam de referencia nos pProCessos economicos reais .

Construlir uma figira de merito da -~ eficiencia -
dos processos economlicos .

“Apresentar a -~ aeometria arvrim ~ como linguagem
sintzslkica de bhase adeqguada a’ construcac e manipulacao
dos obieztos & guantidades ngeomestricas (ecConomicas?
descritoras do seu estados e da sua evalucao no tempo

e espaco .

Esta apresentacaoc encontra-se concentrada no anexo 2 .
Chamar a atencao para a possibilidade de aplicar uma
base gecaraftica ( fisica ) num espaco producto de
funcoes economicas e com metrica .
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ANEXO !
¥ Transformadas de contacto %

Forgue este tipo de transformadas e’ utilisado em coniugacao
com grandezas extensivas e intensivas . recorda—-se a sua
definicao e uma proprisdade resultante da homogern=zidade
parcial ou total dos "objectos" em estudo .

Seja =

{x,l‘ E P E /{..Y\} dois conjuntos de variaveis reais .
Y - A .n}

{/<,<. I 4 £ ' duas tuncoes reals . continuas e

T L com derivadas continuas ate’ a“
}‘3—{3‘4% . T 2K

ordem gue for necessaria .

2 -~ 2Z . . L
) P - g V= (o as derivadas parciais de primeira
° i ? X J DX ordem .

Se existir uma funcao S‘ ( %") 3‘-«’,)&> tal gue :

AZ-E_E;JX;& = g(ﬁé/ﬂZFieiI,L

LE A, n AE4..M

entao S transformou por contacto a&as coordenadas E '-‘;f) ;(L-]
em Oz, XL 1 - |
% Exemplo 4 .

Seja dada a funcao Z = 3—- - h :C,i . sera’ :

Az = 0‘5’"}% dn, - X, dp = 7 hiax, - Xy APy

L’é2lln

mes se dﬁ‘ =C .« isto e’, Fﬁ e’ constante , entao :

A2 = Z P’Zd{z{_

1€ 2..n

A dimensao do espaco foi reduzida de uma unidade .

* Ememplo 2 .

. - X
. Se Z for definido como seque : Z = g‘ - Z, ”"xfc
gt
L -
entao sera’ c:\-z. = bedb: .« & grande cononica .
l;éal..vl C

.

Se o "ebjecto" e’ homogeneo em todas as variaveis <C{ entao
todos os dF«k serao nulos e a dimensao e’ zero .
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1.

N.E. Guem estiver familiarizado com esta lingquagem ou
com 0O calrulo ftenmsorial suaere—se & passagem ao
ponto &) ., gue descreve uma aplicacao em geometria
afim dos conceitce de continuidade e de valor %% .

flogumas nocoes gerais .

) Introduczo .

¥ 0O recuirso a este tipo de estruturas algebricas e topologicas

justifica—-se pela clareza e precisao da simboloqgia ampredcadsa
port J.s.Schowten (ref. &) . veja—se ainda ¢ (5 e 8 ) .

Contudo wonvem apresentar a referida simbologia por esta
nac ser universalmente adoptada e ainda porque , em alqguns
casos ., nao sera’ seguida estritamente .

U=z abiectos geometricos da geometria afim sao de varios
tipos ., designados genericamente por - afinores - .
Rzserva—-se o vocabulo — tensor — para os afinores simetricos .

tluando adiante se taz referencia a — modulos - , note—se que
as declaracoes sac aplicaveis tambem a — espacos vectoriais - .

# 0Us conceitos formais mais relevantes na geometria afim sao :

"

“

Multilinearidade :
Le interessa as aplicacoes de produtos cartesianos de
modulos , num module .
Honiomorfismo : ’

essencial na passagem de modulos esquerdos para direitos e
vice-versa.

Dualicdade : .
base da distincao entre co-variancia e contra-variancia
em atinores .

Froducto tensorial ( =T: 3} (de dois modulos) :
uma connectiva de natureza multiplicativa que vai permitir
criar objectos geometricos mais complexos do que vectores ,
os afinores .

Grupo de transformacoes multiplicativo :
cujos elementos permitem modificair a representacao de
ob jectos geometricos e ou de bases, e ainda caracterizar
0os espacos de representacao segundo a classe de funcoes
que constitui o.conjunto universal do qgrupo .

Tensor Fundamental :
usado na definicao de distancia ., angulo e metrica

Operadores diferenciais e integrais :
necessarios a’' definicao de gradiante, rotacional e
di vergericia , derivadas de Lie e de Legrange e &'
aplicacao do teocrema de 3tokes .
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1.1% Simbologia .
# Zada "objecto geometrico" e’ simbolizado por uma letra ou
letras a que poderao ser acrescentados - indices a’ 'esquerda -
{ superiores ou inferiores ) . A este conjiunto da-se o nome
de "simbolo nuclear" do obiecto e €' invariante com a base
de referencia , e.g. : X ‘C <P ? s

Forque o conhecimento da base {(ou raferencial !} usada e’
essencial para a clareza das formulas , o simbolo nuclear e’

complementado com - indices a ' direita — .« sendo os
superiores destinados aos sspacos contra-variantes g os
- in%eripves ape ReERacos So-—-vaitiantes , como 2am I ‘&* .
Q.
. X e Xx um espaco e o seu dual , os elementos de& X
- - dizem—se contra—varliantcs @ oo dz X% de
co-variantzs.
° 1 (=IN| M simbolo do produtc cartesiano .
Kesx#xouX#1¥Xe:¥ representa um espaco—-produto ( a ordem dos
gspacos no produto tem sianificado) .
(Fa.dlcdekyl? um multiplo oirdenado de indices culia ordem
e’ a mesma da do espaco—produto .
u(\ simbolo nuclear de um obliecto geometrico .
P Aderw , _
aS . bq « simbolo completw do obijecto .
"S simbolc do cpsrador gus transforma as
-J CA coordenadas da base de um espaco curvo .

operador linear ( matriz qguadrada ! usado
na transtormacao das bases dos espacos
lineares . -

®!
VK

1.2) Tipos de Espacaos .
# Espacos curvos ( Xn ! .

<
Ju
Estao associados a um grupo multiplicativo CA de n
funcoes analiticas continuas com derivadas continuas

ate’ a’ ordem que for necessaria ( em geral. ordem 4 ) .
As funcoes teem um dominio de aplicacao regional .

# Espacos lineares nao centrados ¢ En ) .

t
° Estao associadas a um subagrupo do grupo acima -IIK .
— O grupo linear = culias %uncoea teem a forma @
\ Wt ® ® w'
xK - A 2C 4+ Qg O\QI(AK) + O.
W J
* Espacos lineares e centradas ( Rn ) .
Estac associadas ac — subgrupo lineaﬁ—homogeneo - Fujas
X - w r .
funcoes teem a forma =@ ¥ — AK 2 , aa’ﬁ/".ﬁ)j:O
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l.Z) Objectos e quantidades geometricas em En .
# Objecto geometrico

Sejam :

() , O<}) duas bases para En .

Aﬁ:( §+ Ozt 0 operador linear qgue transforma Oq em 0‘0
K% 3 {f&nﬂ 2 conjuntos ordenados de reais (cardinal = M),
' em correspondenrtia com (K\ . Q(W “
) Se gualguer elemento 1&w{o| umaiwmrao.ix . de apenas :

os elementos A\ k . AL e ar . entao dir-se gus J\ sao
as coordenadas de um obiecto geometrice em En .

Pa detinicao resulta gue p reconhecimento dos oliectos se deve
fazer pelos opsradores «! que transformean 0S seus
comnonentes .

¥ (Guantidades—geometricas .

Sao uma sub—classe dos obliectog.--azometricos . onde as

fTuncoes gt satistarem as condicoes suplementares seguintes
. sao lineares e homogeneas dos N .
L}
sao algebricas e homoueneas de ;\i
- . Nnao sao funcao de CLK .

1.4) Operacoes sobre afinores .
( usa—se a convencaco de Einstein ?

. k|. P'Kl
# Detfinicac ‘E e £ M  sao isomeros

# Dperacoes binarias

A~ .. AR Y
. Soma s L.en b,) en = -en
. Multiplicacao : :{?th x Qr,s = M3 ¥ éﬁd
‘ . Transveccao H EV:‘Q-‘Y\ . Q‘p‘\ [ T:’\
.
i . Estrangulam'énto : %P ,’E?‘fh = fn

¥ Operacoes Unarias

« Mistura () :

Exap = 54!—(3“9 « P # Loy« Tkpe «Tap #Lpas

- FAlternacao L3 2

L -5
?.[mq-l] ‘-'g— (?Kﬂp -"E(ru( *"P[‘KA" Kl‘*‘ﬁ“r” -(*‘“‘

o
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1.5) Objectos e suas formulas de transformacao , em En .

u f—’i'l'lnCll‘ES s K‘.-Kp Al.t' /\C\ L

K(‘¢K ‘.ﬁ
P' p’<" ’(q = Ki s «Rp An--'(c[ f*"' Ay e

. Tensores : v atinores simetricos )
D
Ttear) = Lep
« Multivectores ( p—-vector 1 :
, K, +o K
Oy i Kp o= (orEK e el
} . n—Vectores : ( volume orientado em Xn )
”-‘ VKunKm
{: . D@h:*”%ﬁes : ¢ deig dade ?ﬁjm deAmESD 1
K:..Kb'\" ; — u l" Ave K"'Kb““
° .D...-.\'\f\o"‘—" K"‘kPA{" ’ l:-Aq

Note—-sa qQue sxistem densidades de outrosz tipos = sao
rrequentes as densidades escalares .

i.d) Tensoir Fundamental Ek&m_:

Clualquer En pode ser munido de uma metrica e para o
eteito bastam :
. um afinor simetrico . gzkd"tensor fundamental "
duas vezes covariante de elementos reais que pode ser
representado por uma matriz quadrada com um determinante
nao nula ( para ser invertivel 3 .
- e o operador transveccao

Os elementos do tensor sao funcoes reais do ponto e do tempo
(pairametro) , mas ., podem ser constantes .

Ak

~
BZutem por inverso o tensor %’ . duas vezes contravariante .

Fodem encontrar—se diticuldades ao dotar de metricas espacos

-

com uma dimensao superior a = .

Recordam—se ainda as definicoes de :

i A
- . Modulo de um vector = + l\!%Av (th (\9'K l

—
- Armnla Ads Amnie vartrac = T :

A s e J S NERECESY




1.7) Operadores diferenciais em S Xn oz

* Operador s ?k " { derivada espacial usual . afinor
1 vez covariante ) .

Conforme a connectiva empregada e a natureza do afinor a que o
operador 94 ' aplicado , assim sao obtidos os seguintes
objectos :

# Gradiante { multiplicacao e atfinor varr. zero ) :
D P afinor (1) covariante .
A R
i * Divergencia ( transveccao e indices contra-wvar.) =
- D (A)A Ky .. Kp afinor {(p-1) contra-var .

N A.

.. #* Rotacional ( &lternacac e indices co-var.) 4

ar, atinor {(g+l1! co-variante .

. (3+12) Spp Vi -4q7

note-~=e que o operador ak pode aplicar—-se sucessivamente ,
como por sxeqolo g

D= WATRE K

atinor (p—=%) contra-var.

2) Teorema de Ztokes .

Forque , nos modelcos economicos se verificam Fluxxos atraves de
fronteiras . convem recordar o teorema de Stekes que , na
prresente simbologia . toma uma forma menos usual .

Seiant :
><M um espaco a M dimensoes
XO(-i-d. um sub—espaco de Xm 3 Qr+i dimensoes.
T_)c}”,’_,_‘_ um dominio de X‘:g,+ﬁ_ simplesmente .connectado .

a hiper-superficie connectante de .

. 0‘% uwm slemento de Zcmi. ol ZC}‘ -

Ha varios modos de expressar a formula de Stokes , os guais
- dependem da natureza dos objectos geometricos representados
mas e’ paradigmatica a formula sequinte :

AR
G WU ,JP‘““”"? — (n&,. y Aif 4

‘) “'Lr( AL .. i\\.r-_' e i e

CG+1 ?3%
Uma forma equivalente de aplicar .o teorema de Stokes e expressar
a lei da continuidade . assenta na introducao da grandeza .

densidade escalar .
As formulas vao ser ajustadas a um espaco X% .




* &

LZ] &
Seiam :
njk velocidade do movimento massico atraves da
superficie connectante
;P& densidade escalar .

P elemente de superficie .

%4 K
u) = Q) densidade da corrente massica .
d

g " de volume ( escalar 1 .

- - A
(),1(\'() + -é‘—-{i = O ( forma diferencial ) .
A
- aAMA¥+gﬂal§=o
,% £ i { forma integral ) .
3 T3
# 0 teorema de S5tokes :

% E %) Operador de Lie { & }os
: o

W
A derivada de Lie em relacao ao campo o e’ dada por
G‘&-\

ipKA —-{Bra ?k‘b +PK¢( BQ}? _‘P ,ns

& derivada de Lie permite introduzir o conceito de um campo
absolutamente invariante em relacao ao campo « para o que
basta verificar se a derivada de lie e’ identicamente nula na
regiao considerada . -

1) Operador de Lagrange (simbolo : < 3 ) .
S5ejam & @ N funcoes de ?‘K
. : L uma funcao de <§
é} ) %ﬁwv representam_respectivamente as

derivadas B @‘ 2 g,‘éﬁ

A expressao do operador de Laqrange e’ :

SL St 3 =
fLy = "f>§= - 3%, Y °r ?a;ur




o) Aplicacao do conceito de * valor * .
{ Veia—-se a descricao do problema em EZ ) .

5.1) Simbologia

0 espaco ftisico de partida e’ um XZ . um volume .
e sejam :

13:0( uma particao de XZF com D+1 membros .
Z EC1.D+1] indices dos conjuntos da particao.
@« = RU resto do universo .
786 em XZ superticies connectantes de Z;Q x
com G £ Ci..D1 .
od &r1..01 tipos de "chjectos"
? £ r1..U1 tipos de aqgrandezas , por hipotese . estas

configuram funcoes—medidas e tomam valores
em Yu .

« . :

f* densidade da grandeza ? e objecto &t

? em XZ. ( escalar . afinor de ordem G } .

« .

ixp densidade de fluxo ( ou de corrente )_da
arandeza 2 e objecto < atraves de & .

t v

(afinor 1 vez contra-variante 3 .

v
?J guantidade da grandeza i. em ?3@ do objecto
ol, , ¢ escalar ). ‘

-

S9.2)Y 6H declaracao da continuidade e aplicacao do teorema de
Stokes . formulam-se como segue :

R L

iLa
fAs expressoes sao valldas para todos os trlplos (d, 6 ?).

Far-a toda a grandesa . sera’ ainda :
gﬁ, = > ‘J‘C
v 3
5.3 Conceito de valor .
Forque nao sao comparaveis as grandezas ? n
0 seu somatorio nao pode ser efectuado.
) IIS
Uma funcao "valor" . « afinor 1 vez contravariante .

aplica a agrandeza 5 num espaco Zu , com S &C1..U1 .

Se +for possivel dotar Zu de um tensor fundamental 6&5
o que 1mp11ca adltlvldade para as funcoes Sjr wntaUg
sera’ p (W) e ia’ tem sentido o somatorio Zj) .

« ’
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ANEXO =
¥ Gratos de acreacaoc *
Q7 Introducaoc .
A acreacao de valor tem algumas dificuldades de interpretacao e
de calculo gque implicam um tratamento mais cuidado e apoiado
na teoria dos arafos { ref. 1& 7.
Convem redeftinir & simbologia afzicoande—a mais a’ teoria usual
e . em particular . o conceito de "estadin" de um obliecto e’
substituido por um simbolo distinto todas as vezes gue O

"wetadion” do obiscto se alterou . as vantagens colhidas residem
numa simplificacen formal .

Todos os "obiectos" teem un simbolo ( letra minuscula com ou sem
indices » & o conjunto universal dos "ebiectos" , UHGE , tem um
cardinal Finitoc n u

0 modelo mais adequado e’ o de um hiper—grato ( e nao de simples
arato e LUHE desempenha a funcao do conjunto universal do
Hiper—grafo ., onde os "nos!" estao em correspondencia  com os
"objectos" do UHG .

Freassunos—se portanto & existencia de um hiper—arafo
HGC UHG 3 UHG que descreve todos os vinculos entre os
"obiectos" . eiementos de UHG .

Uma familia FH de partes Ei de UHG completa a descricao do
hiper—grafo e sao satisfeitas as condicoes usuais sequintes :
todos os Ei sao nao. vazios e a sua reuniao reccnstroi UHG .
HG = < UHG : El .. Em * ., onde m = card( FH ) .

Ds Ei sao desionados por arestas .

Forque. a processo de acreacao sera’ apresentado a partir de

arafos , recorda—se a definicao de ordem de um sub—conjunto S
de UHG :

ord( S ) = max(id[ card( S N Ei )3 « para todo o i .

donde ord{( UHG ) sera’ a ordem do hiper—-arafo HG .
Se: para todo o 1 for card( Ei } = ord( UHG ? entaoc o
hiper—grafo HG diz—-se uniforme de ord( UHG) e se for

ord{ UHG ) = Z-entao o hiper—grafo degenera num grafo simples .

¥ A materia apresentada adiante retoma o conceito de "valor" .
VLR e VMV ., Jja introduzidos em D1 e formalizados em EZ .

Assim . as funcoes VYLR{a.bl e ¥MYLa.bl . aplicam ros reais
os arcos La.bl do hipergrato HG . os quais represeintamn os
valores acreados nas transformacoes relativas a L[a,bl .
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1) Simbologia .
UHG conjunto universal do hipergrafo HG .
ul subconiunto de UHG em estudo , delimitado pela
fronteira FRT .
i, 3. k "ro ! . "ob.jecto" . 2lemento de UI.
z trepresenta indiscriminadamente gual quer elemento
pertencente a {UHG —- UILZ.
ta,bil "arco orientadc" ou simplesmente "arco", par
orientado de a) para (b e corresponde a
uma "transformacao' .
Ci, i3 "arco" , que liga "nos'" que estao no interior
T da fronteira FRT .
[i,=z] "arco" partindo do interior para o exterior da
) frronteira FRT .
o [z,i] "arco"' partindo do exterior de FRT para o

interior .

Z2) Conjuntous de arcos tipicos

Designe—-se por GUJ o gratoc constitudo por todos os arcos do
hiper—grato HG onde participam os elemetos de Ul.

(Construa—se a sequinte particao de GUI :

c i\ arcos de entrada ) tipo : C=z,i].
S ( arcos de saida ) tipo 3 Ci =],
I ( arcos do interior )} tipo & [i.,j3.

Fressupoem—se ainda que N nao e’ vazio , uma vez gue o
obiecto do estudo saoc justamente os elementos do conjunto UI -
e os arcos interiores 1,331 .

Se E e S forem vazios entac o arato GUI diz-se isolado .

Em todos o= tipos verificam—-se os pressupostos  apre=seintados
no final do ponto 1) .

2.1y TIFD 1 .

. ¥%# Confluencia simples e holonica .,
sem circulacoes nem restricoes *¥ .

0O conjunto S tem 1 unico elemento ¢ holonicidade ).
Ha 1 so’ grafo interior GI ( confluencia simples ) .
GI nao tem circulacoes . :

Nao ha restricoes sobre as quantidades produ=zidas .

* %k %k k

{ Veja—-se +Fig : 1 1) .




(%
.,

U= {a,b.c,dee.f, g} .

E = {csf.9% .

5 = {ar .

N = {b.d.,e} .

G = {z,cl,tlz,+1.{z,a01,Lc,b1,

L+.dl.tg,.dl,ftag.el,Ed,b],
[b,al.le.al.fa.z13 .

Fig z 1 Gl = {Lc,bl.Cf.d3.Ca.d].[g.el.
. [Cd.bl.Etb.al.le.alr .
) Aaplicacoes (VLK) e (VPVY s
VLREa] = 2 VLRLG] + Z VEREL .31 .
}éE Eﬁlfééj
e
UMVER] = S WMYE i1 + Lm UMV iT .
4£E fwine @r

For definicao de VMY sera’ zinds :

VHMVLE 33

VLRL 3] . Dpara todo iEE .

VMVLi L 5]

Il

VLRELD L 3T ! " €i,jl¢ GI.

donde VHMVLal VLRLal . como deseiado .

i

Z.2) TIFOD & .
*¥¥ Confluencia multipla e holonica
sem citculacoes nem restricoes *¥ .

O conjunto S tem 1 unico elemento (¢ hblonicidade ).

Ha + » 1 arafos GI ( confluencia multipla » .
GI nao tem circulacoes .

Mao ha restricoes sobre as guantidades produzidas .

*
#*
*
¥*

Fartindo do exemplo anterior , fig: 1 , pode suceder que
sobre (a) confluam mais de 1 grafo ( do tipo 1 ¥

- eventualmento vindos de pontos fora da fronteira FRT .
Entao . aumentando o dominio da fronteira se necessario,
incluam—se todos os grafos GI{(p) , com p L[i.r] que
confluiem em (a) e gue sao do tivmo 1 oor hipotese .

Fara cada GIi(p) e para todo p em [i,r] sao
calculadas as aplicacoes :
IR Cal = VUMVIipY[Lal « donde resulta
YMVLal = mind(p) € VWNVI{p)Lad 3> .
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Este sera’ o metodo a utilisar no caso de confluencias
multiplas as quais correspondem a varios modos e
processos de obter o "obiecto" (&) num certo local
e ncasiao .«

s GI(p) para os quais for VMV (p)L[al = VMVLal (minimo)
sao igualmente "bons" para produszir (a

PP TIFO = .
¥% Con+luencia simples & holonica .
com circulacoes mas sem restricoes *%

- ¥ 0 conjunto S Ttem 1 unico elemento { helonicidades ).
* Ha 1 so’ arafo GI ( confluencia zimples ) .
¥ (3I tem circulacoes -«
b * MNao ha restricoes sabre as quantidades produzidas .
]

arafo e’ do tipo 1 ( como o da +fig: 1 3 mas a qQue s
acrascentaram arcos de que resultou = pao
de realisar circulacoes internas .

ssibilidade
~rrcos acrescentados :
[(a,d] ., [e.el] e ({b.cl .

Circnl acoes indugidas s
lc.b,cy , (g,8) & {d.b,a.d} .

VLRc (L} valor acreado na
circulacao (k) .

MR numerc de circul acoes
etectuadas em (k) .

CIR numero de circuitos.

0 valor acreado resultante das N(k) circulacoes
efectuadas no circuito (k) e’ =

- VLRc (k) = 25; Gi{k.p) % VLRc (k)
. Pe U1, N({x}]
onde G(k,p) representa a percentagem {(em quantidade)?
recirculada no circuito (k) e na
v circulacao (p> , com pECLCLI,N(K)T .
donde resulta : VLRcLCal = VLRLCal + ;E:. VLLRcCk1 .

Ke 1, cIw]
Finalmente recorda—se que os circulitos introduzidos nao
afectam o wvalor quer de VLRLCal quer de VMVLal .
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Z2.4) TIFO 4 .
#% Confluencia simples « Nao holonica
sem circulacoes nem restricoes #% .,

*

0 contunta & tem o * L elemsntoz ( nao holonico ).
# Ha | so " grafto G1I ({ confluencia simples } .
¥ Bl rmao tem circulacoes .

E

Nao ha restricoes sobre as guantidades produzidas

( Veja-se fig: 3 ) .

Esta situacao e’ suceptivel
de ser resolvida proc=zdendo
por etapas .

Fara o efeito forme—-se :

UIl
GIi

tb,d.f.q’
ifc.bl.[+.d3,[g,d].
[d,bl> .

os valores em c. g, ¥ sac
conhecidos .

Fig: =

E® possivel calcular os valores em (b) .

Forme—-se Ulz = f{a,b.e,q> e GIZ = {[b.al,lg.,el,Le,al>
e porgue o valor em {b}» e’ conhecido , poderao
calcul ar—se os valores em (a) .

2.5 TIFO = "

*#% Confluencia simples . nao holonica
ceim circul acoes - mas com restricoes !} .

O conjunto S5 tem 1 elemento ( holonico ).

Ha 1 so’ qgra+fo GI ( confluencia simples ) .
I nao tem circul acoes .

Ha® restricoes sobre as quantidades produzidas .

* o K ok

Esta situacao verifica—-se gquando o processo implica a
producao simultanea de varios "objectos" mas as
respectivas quantidades obtidas estao entre si

vincul zdas .

Alguns- exxemplos :
fabricacao de oleos vegetais e farinhas .
refinarias de pbetroleo e petro—auimicas
exploracao de minerios complexos .

Em todos os exemplos apresentados . uma operacao

tecnologica produz simultaneamente os varios

sub—-produtos e estao fortemente relacionadas

entrre si as guantidades obtidas .

( & fiqQ: 4 wvai servir de apoio grafico )

-




i

Os arcos [g,h1l , [a,h21 , [g,h31
cortrespondem a uma meEsSma OPEracao
tecnologica .

50’ &  possivel conhecer o valor
acreado global mas nao se sabe
reparti--lo por : hl. hZ, h3 .

Simbologia :

giztChl representa a guantidade de
"mhiectn" (h) produzido na
transforimacao L[g.hl .

Fig: 4 faefihis) 1 s E1.51>1 representa o
coniunto dos arcos
vinculados ., partindo de
{(g? e terminando em h{s).

A aplicacao (ViR descreve—-se pela expressao @
VI.RLg.<hizs): s £[1.,5132 = ZZ:-ULth.h(S)J . Com S * 1

sérs,817
Varias metodns podem ser avocadaos para resolwver esta
diticuldade intrinseca .

¥ Metodo dos precos : .
(Js precos num mercado paradiamatico servem de
coeficientes de reparticzo dos VLRCh(s)1 .
0O metodo e’ essencialmente subjiectivo .

¥ Metodo do Extremo condicionado .
lJma funcao dos (VIMV) sera’ a funcional extremanda
( a minimisar ) .
0 espaco de aplicacac sera’ 9 conjunto universal .
As restricoes resultantes dos processos tecrnologicos
e outras vao condicionar a busca do conjunto extremo.

Forem =

. A furcional podera’ nao ser linear ,

. As restricoes serao tambem , em geral .
nao lineares .

. 0 espaco podetra’ nao ser um convexo e ate’
ser multiplamente connectado .

Esta solucao , embora elegante formalmente . tera’ uma
dimensao que ultrapassara’ as possibilidades actuais
de calculo .
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