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Gapitule II

ESTUDO ELEMENTAR DE ALGUNS MODELOS E TECNICAS
UTILIZADAS NA INVESTIGACAQ OPERACIONAL (Continuagdo)

7. TEORIA DOS GRAFICOS

7. 1'

GENERATLIDADES

A origem da teoria dos gréficos reside na tendéncia humana para
representar por esquemas as ligagles entre os elementos de um :
sistema. Encontram-se esquematizag¢Bes nos mais diversos domi-

nioss fisica, quimica, geografia, economia, psicologia, etc.,

e as propriedades comuns de tais esquemas, apesar da diversida-
de das disciplinas em que se utilizam, levaram a criagfo de umaf
teoria abstracta e formalizada que constitui hoje um dos ramos |

mais uperacionais da teoria dos conjuntos,

Considere-se um conjunto de pontos X, finito ou infinito nume-

e ~ . .
ravel, e estabelega-se uma correspondéncia que faga associar a
cada elemento x de X wum subconjunto de X. Designando essa '
correspondéncia por D dd-se o nome de gréfico ao par (X,P)
constituido pelo conjunto X e pela correspondéncia E,

)

Por exemplo; considerou-se o conjunto X =.{asb,c,d,e,f,g5 e a

correspondéncia _2 definida do modo seguinte:

_ i
a ]-1 — -ngegds
_ ael
b = La,cj
i [
(¢} = Lej
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Representando os elementos de X por pontos do plano, cada par
de pontos (x, y) tais que x —JL9 y une-se por meio de uma 1inﬁ
continua munida de uma flecha orientada de x para y. Todo o
elemento de X € designado por ponto ou vértice do grdfico, en-
quanto que um par (x, y), com x-——i;é ys; toma o nome de arco

do grdafico.

No exemplo apresentado, obtém-se a representacfic sagitdria do

gréafico (Fig., 22).

FPig, 22

Neste caso, o conjunto X & constituido pelos vértices a, b, ¢,

d, e e f; os arcos sfo (39b)9 (b,a), (a,e), (d9d)9_(d9e)9

(e;a), (e;e), (d,8), (d,f), (f9f)9 (f,8), (£5¢), (byc) e (cye).

Como dissemos, pode apresentar-se graficamente grande numero de

situag®es correntes. Por exemplo:

- as relagles de parentesco de um grupo de individuos;
~ a circulag8o de informagdo num sistemas

- as regras de certos jogos, como o xadrez e as damas;
- uma fede de estradas ou de ruas;

- a hierarquia dos individuos numa organizacgdo;

- uma rede eléctricas

a evolugdo das populagBes num fendmeno demogrdfico;
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- as operagOes de montagem ou desmontagem de um conjunto
tecnoldgico;

etc..

Dd-se o nome de caminho a uma sucessd@o de arcos tal que a extre-
midade final de cada arco coincide com a extremidade inicial do
arco do seguinte. Observando a fig. 22, vé-se facilmente que

a,dyg € um caminho.

Déd-se o nome de circuito a um caminho cujas extremidades s&o
coincidentes.Em particular, dd-se o nome de lacete a um circuito
constituido apenas por um arco. Ainda no exemplo da fig, 22, a,

b, & constitui um circuito e (d;d), (e,e) e (£f,f) sfo lacetes.

FESQUISA DO CAMINHO CRITICO

Considere-se um grdfico (X,f\) sem circuitos e associemos a ca-

da arco u = (x, y) um mimero 1(wu) > O, chamado valor de u .

Um problema de grande interesse prdtico consiste em procurar um

caminho /4 de valor minimo ou méximo (caminho critico) entre dois

e . ' -, . z’\
vértices X, © %X, do grafico (X,U ). Por outras palavras,pre-

tende-se achar il por forma a minimizar ou maximizar
t

1)> C1(u).

e H

Na prdtica, 1(11) pode ser um custo de transporte, um tempo, uma

disténcia.

A resolugdo do problema baseia-se na programag¢8o din&mica. Para
indicarmos o algoritmo que conduz & optimizac¢fio de 1), conside-
re-se o0 exemplo da construgdo de um prédio, tarefa que se decom-

pCe numa série de operacgles elementares ou actividades:

- compra do terreno;
—~ obtencdo da licenga de construgdo;

- construcdo dos alicerces
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- telhado
-~ serralharia

- pinturas

* 0008

Certas operagOes sO podem ser comegadas depois de outras estarem
terminadas e diversas operag¢les podem ser executadas simult&nea-
mente, Admitimos que se conhece para cada uma delas a sua dura-

¢80, assim como as relag¢Ses de ordem que as ligam,

Chamamos acontecimento ao comego ou ao fim de uma operagdo. Por

exemplo, a "obtengZo de uma licenga para construir" € uma opera-
¢80 e a "licenga obtida" € um acontecimento. Regra geral, pode
dizer-se que os acontecimentos ndo consomem tempo ou recursos,

ao contrdrio do que acontece com as operagles.

Por razles de simplicidade, suporemos que a construgdo do prédio
envolve apenas 8 acontecimentos. Representando estes por circu-
losy tendo em conta a ordem pela qual os acontecimentos se suce-
dem e os tempos de duragf8o das operagles, obtém-se o grdfico do

projecto. Suponhamos que o grdafico € o da fig. 23.

P
()2

Pig. 23

Uma operagdo que liga dois acontecimentos (vértices) conse-

cutivos € representada por um arco cuja orientag8o indica a rela-
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¢30 de precedéncia dos acontecimentos que liga. No grdfico da

fig. 23 hd 9 operagBes e 8 acontecimentos.

As duragSes das operagdes (tempos operatdriocs) indicam-se sobre

os arcos correspondentes; s8o, neste caso, os valores dos arcos.

Considere-se entdo o problema de determinar o prazo para a exe-
cugdo do conjunto total das operagBes, abaixo do qual é impossi-

vel que todas as operagles estejam terminadas.

O prazo total deve ser superior ou igual & soma dos tempos ope-
ratdrios tomados sobre o caminho mais desfavordvel (caminho cri-
tico), isto é, o caminho que une o acontecimento inicial 1 ao
acontecimento final 8 por forma que a soma dos tempos operatd-—

rios afectados aos arcos correspondentes seja mdxima.
O algoritmo € o seguinte:

l) Atribuir ao vértice inicial a cota (no nosso caso; a data) 0.

2) Cotar um vértice Jj somente quando se encontrarem cotadas as

extremidades iniciais de todos os arcos que terminam em J.

3) A cota cj do vértice j obtém-se do modo seguinte:

cj = AN, ( ey + 1 (19 j)]

onde (i, j), designa o arco de extremo inicial e extremo fi-

i
nal 3, 1(i, j) é o valor de (i, j) e o mdximo é tomado para

todos os arcos (i, j) cujo extremo final é o vértice j.

Este algoritmo exemplifica-se facilmente no nosso caso (fig.24).
Atribuindo a 1 a cota Oy, como hd apenas um arco (1,2) que
termina em 2, cota-se este vértice com o valor O + 5 = 53 ana-

logamente, o vértice 3 cota-se com o numero 5 + 1 = 6.
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Para cotar o vértice 7 hd que cotar préviamente 4. Ora este
cota~se com o valor 5 + 6 = 11, Como em 7 terminam os arcos
(3,7) e (4,7);, tem de se cotar este vértice com o maior numero
6 + 12 =18 e 11 + 3 = 14,

Os vértices 5 e 6 cotam-se, respectivamente, com os valores 10
e 17. Para cotar 8 hd que tomar o maior dos numeros 17 + 6 =23
e 18 + 4 = 22, Verifica-se pois que o prazo para a realizacg8o do
projecto € de 23 unidades de tempo. O caminho correspondente a

23 (caminho critico) determina-se facilmente, calculando para

cada acontecimento a data limite de realizacfo, data além da qual

todo o projecto se atrazard.

As datas limites de realizagfo s8o calculadas exactamente de ma-
neira oposta & que foi utilizadsz no cdlculo das datas de realiza-

¢do dos acontecimentos:

1) Parte-se do acontecimento final para o inicial.

2) Para calcular a data limite para um acontecimento, deve sub-
trair-se da data limite do sucessor o correspondente tempo
operatdrio. Se se obtém mais de um valor, deve tomar-se o mi-

nimo.

No caso da fig, 24 indicam-se entre paréntesis as datas limites

de realizag8o para cada um dos acontecimentos. Tem-se entgo:
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Data de rea- Data limite de realiza-~

Acontecimentos lizacio (ti) oBo (ti%)

¥ 1 0
2
3 7
4 11 16

¥ 5 10 10

¥ 6 17 17
7 18 19

¥ 8 23 23

S80 criticos os acontecimentos para os quais ti = ti* : estio

assinalados com um asteristico. O caminho critico € pois 1, 5,

6, 8 e encontra-se assinalado na figura 24 a trago duplo. As
operagdes criticas sfo (1,5), (5,6) e (6,8) e devem comegar nas
datas de realizagfo dos acontecimentos origens dos arcos. Se o
conego de uma operagfo critica € retardado, entdo todo o projecto
se atrazard., Por exemplo, se a operacfo (5,6) comega na data 12,

0 projecto sé estard terminado na data 25,

As operagles criticas s8o as operacgBes do projecto sobre as quais
0 planificador deve fager incidir a sua ateng@o porgque do seu an-
damento vai depender a data de realizag8o do conjunto das opera-

¢0es. As operag8es ndo criticas toleram certos atrazos na sua
R 3{*’

execugdo. O intervalo ti, ti € chamado intervalo de flutua-

¢cdo: € o intervalo no dqual se poderd compreender a data de reali-
zagdo do acontecimento i sem modificar o tempo total de execu-

¢80 do projecto.

Os principios expostos estdo na base do método P.E.R.T. (Program
Evaluation and Review Technique) que adquiriu grande voga nos ul-
timos anos como instrumento que permite a uma autoridade executi-
va definir e coordenar o que deve ser feito para atingir com

sucesso os objectivos de um projecto processado no tempo.

Na prdtica, as duragSes das operagBes s8o em geral aleatdrias,
Quando se conhecem as distribuigSes dos tempos operatdrios, nfo
hd dificuldade em determinar a duragfio média (valor esperado) e

a varifincia de cada operacgfo (i, j).
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Quando se ignoram as distribuig¢Bes dos tempos operatdrios tij’

supOe-se, por razbes de comodidade de cdlculos, que estes tempos

-

se distribuem de acordo com a lei ¥ . Entlo,
= %-(a_, +m .+ b, )

62. = %- (b.. - a..)2

ij 3] ij
onde
aij - tempo optimista
mij - tempo mais proviavel
bij - tempo pessimista,

0 m€todo que depois se segue para a determinagfo do caminho cri-

tico é andlogo ao descrito anteriormente.




