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Capitulo II

ESTUDO ELEMENTAR DE ALGUNS MODELOS E TECNICAS UTILIZADAS
NA INVESTIGACAO OPERACIONAL (Continuagfo)

6. USURA, SUBSTITUICAC E CONSERVAGAO DOS EQUIPAMENTOS

6.1 RENOVACAO DE UM EQUIPAMENTO SUJEITO A DEPRECTIACAC

Seja Ao 0 prego de compra de um equipamento e Aoip(t) 0 seu prego
de venda apls um certo tempo f, onde (o) =1 e q}(t) ¢ monétona
decrescente; designe Q/(t) o custo acumulado das reparagOes e da

conservagfo, onde Y/ (o) = O e Y/(t) é mondtona crescente.
O custo do equipamento para um periodo & é
{: ¥
1) o(t) = &, - ALY (t) + Y ()
e o custo médio de utilizagBo &

Ay = A (8) + Y ()
t ‘a

2) o(t) = S8 .

0 minimo de c¢(t) obtém-se quando

o1 (5) = tC1 () = C(t) _ 0,

t2

donde

cr(t) = L& - o(v)

ou

3) ho [T = J(8) + & yr(8)] + V() -t pi(t) = 0.
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Cono’ os. fungdes - (t) e ¥(t) raramente sfo dadas por expressdes
analiticas, a optimizag8o de c(t) faz-se, em geral, por cédlculo

numérico.

Este modelo simples pressupde,implicitamente, que a exploragio
cessa no momento t. Na realidade o que acontece é o equipamento
usade ser substitufido no fim do seu perfiodo de utilizag¢fo quer

por equipamento novo idéntico quer por equipamento mais moderno.

RENOVAGAC DE UM EQUIPAMENTO SUJEITO A DEPRECIAGAQ, TENDO EM CONTA:
A TAXA DE JURO

Seja AO 0 prego de compra de um equipamento que pode ser vendido
poxr AO ﬁ/(t) no fim de 1 anos. As despesas de manutengfo e repara
¢do sdo Dl’ D,s¢... D, e suplem-se feitas no fim de cada ano.

2 t

Admitindo um horizonte econdmico ilimitado e supondo que o equipa
mento substitufdo é sempre o mesmo, o custo total actualizado, pa

ra um perfodo de renovagfo de t anos, &

2 % %
1) c(t) = Z"AO # Dy + XDy et Dy - A L{(t);7 X

2
x /71 + b x4l T,
onde {= 1+ i, sendo i a taxa de juro.

Também se pode escrever

2) ¢(t) = B(t) 75

com
t

. 2 t .
B(t) = Ao+ ADy + XD, Feeer D= A k?(t).

0 valor de t que minimiza C(t) é tal que

3) C(t-1) = C(t) =<~ C(t+1).
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Se admitirmos \r(t) = 0, 0 equipamento serd substituido quando

Ao + Alx'+...+ At‘&;

4) Dyyq 3 _
RAR R "‘:‘

6.3 USURA ALEATORIA, SOBREVIVENCIA E TAXA DE AVARTA DE UM EQUIPAMENTO

Designando por ? a variivel aleatdria que representa a duragfo de |

funcionamento ou durs¢fo de vida de um equipamento, a sua fungio

de sobrevivéncia v(t) é
1) v(t) = Prob (T > t).
A fung8o de sobrevivéncia pode obter~se do modo seguinte: sendo

n(o) o ndmero de equipamentos idé&nticos postos em servigo no ins~

tante 0 en(t) o nimero de equipamentos sobreviventes, tem-se

A funcfo de distribuigfo da varidvel aleatdéria T é

1A

3) I(t) =Prob (T=t)=1- v(t).

A distribuicfBo das duracles de vida, isto é, a probabilidade de

I'd

‘um equipamento ter uma avaria entre os instantes t-1 e t é

4)  Prob [{t-1) — ¢ 547 - ali=l) cu(s)

n(o)

A probabilidade de avaria é a probabilidade condicional de um equi ::
pamento que, tendo atingido o instante t-1 sem avaria, tenha uma
avaria entre t-1 e t. Designando por pc(t) esta probabilidade con

dicional, vem

Prob /(t-1) =T <3/ = Prob /T = (t-1)/ . ()

ou




5) o (t) - Prob [(6-1) ° T S 87
Prob Lf >'(t‘ll7 ’

isto &,

6) pc(t) _ n(‘b;](_%_i)n(t) -1 -

n(t-1 *

No caso em que a fungfo de sobrevivéncia & continua (mondtona de~

crescente), a probabilidade de uma durag¢fo de vida compreendida
entre t e t + dt &

7)  Prob (t+ =T =+t + dt) = i(t)dt

onde i(t) é a fungfBo de densidade da varidvel aleatdria

T (i(t) = I1(t)).

E claro que

9)  i(t) = I'(t) =-v'(t).

Designando por K.(t)dt a probabilidade condicional de que um equi

pamentoy; tendo atingido o instante 1 sem avaria, tenha uma avaria
entre t e t + dt &

{ (t)at

Prob (£t = T = t + dt)  i{t)dt
Prob (T > 1t) T ov(t)

ou

A (t)at

i

vi(t)
ey dt

donde
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E a A(t) que se dé o nome de taxa de avaria. Tal como a probabi-

lidade de avaria no caso das varidveis discretas, a taxa de ava-

ria d4 uma medida do risco de avaria.

PROBABILIDADE DL CONSUMO

Admitamos que um equipamento é substituido logo que se produz uma -
avaria. Vamos achar a probabilidade de que haja m substituigGes
do equipamento inicial no intervalo Z:o,t_7. Chamaremos consumo

ao nlimero de equipamentos substituidos neste intervalo de tempo.

’

A probabilidade p (t) de um consumo nulo (m = 0) &

-0
(4) = v(t) - ORI

Para calcular pl(t), notaremos que h4 uma e uma sé avaria num

P

instante u compreendido entre O e t e depois nenhuma avaria en~
tre os instantes u e 1. Ora a probabilidade de que haja uma ava-~

ria entre u~l e u é

-

£(u) = n(u-i)o_ n{u)

e a probabilidade de que nfo exista depois nenhuma avaria entre

’

os instantes u e t é

v(t-u) = a§%§§l )

Tem-se ent8o, pelo teorema das probabilidades compostas, a proba-
bilidade

_n(t-a)  nlu-1)- n(u)
n(o)

de que se realizem os dois acontecimentos.

A probabilidade procurada €&
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1) pl(t) = v(t-u) f(u).

N/
l\‘_/

o
[
=

A probabilidade ?m<t) calcula-se por recorréncia, por meio da

férmula
s
2) pm(t) = ;ih pm_l(t'u) £(u)s com pm(o) = O,
u=1

Quando a fungfo de sobrevivércia v(t) é continua obtém-se as fér

mulas

2o (#) = ¥(4)
{t

py(t) =} v(t-u)i({a)du
40

3)

't

?m(t) =’ Pmal(t—u)i(u)du.
;0

LEI DE_APROVISIONAMENTO

Considere-se o problema de fazer um aprovisionanento de equipanen

tos em quantidade suficiente para que o nlmero de equipamentos‘em

servigo siga uma lei ay(t), chamada funcZo de utilizacBo, e que

. “ .
se fixa previamente.
Designando por NO o nlmero de equipamentos postos em servigo no
instante t= o, r(u) o nidmero de equipamentos substituidos até ao
instante u e

f(u) = r{u) - r(u-1), com u =1,

o nfimero de equipamentos substitufdos no intervalo /u-1l,u/, entfo

U4 . . . I'd
0 numero de equipamentos em servigo no instante % sera




t

1) y(8) = N v(t) + Z{- C(a)v(t-u).

s

u=1

A fung8o r(t) é chamada lei de aprovisionamento e a fungfo i(t)

taxa de aprovisionamento.

A fungdo f(t) pode calcular-se pelas seguintes férmulas de recor

A .
rencla

(1) = §(1) - nv(2)

I
1

{(2) = ¥(2)

N v(2) - {(l)v(l)

]
1

2) ¥ = $G) - N v(3) - [(1)v(2) - [(2)v(1),

@ 0608000000600 060080000606 8000000606 e600C0OCS®OO0OOOCLO09

t-

— ]
Y H

;(u)v(t-u).

P(t) = §(t)

I
1

Nov(t) -

-1

=

Deduz-se também

3)  r(t)

I

Notemos que o conhecimento da taxa de aprovisionamento f(t) e da
fungdo de utilizagédo kp(t) permite calcular a fungdo de sobrevi-
véncia v(t). De facto, das fdérmulas de recorréncia precedentes,

vem

- 2
Y1) - (1)
N

o

<

~~
l_l

p
I

Py - ‘.(’(IJ\.I)V(l) - Lo

(0]




v(t) =

Quando a fungdo de utilizagfo Qy(t) & constante e igual a No’ a

taxa de aprovisionamento 3 tende para um limite §* (t—.3c) chama-

do taxa de conservacio:

0% - 1im f(t) = N_J %
| § = o

onde t é a duragfo de vida média.

Quando a fungfo de sobrevivéncia v(t) é continua a férmula 1)

transforma~-se em

0B
Nov(t) +§ r'(u) . v(t-u)du.
/0

5) 1 (%) =

que é uma equagdo integral de Volterra.

A diferencial r!(u)du di o ndmero de equipamentos substituidos en

tre u e u_+ du. A taxa de aprovisionamento é entfo

6)  (t) = z1(s)

e-a taxa de conservagfo &

[t
02
~
o+

7) % = lim (%)
t = oo

6.6 CONSERVACAC PREVERTIVA

os custos envolvidos s&o o custo de repag

Quando surge uma avaria,
raglo a e as perdas A devidas & avaria (produgdo perdida pela pa-

ragem da miquina, etc.).
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Designando por m a duracfo de vida média do equipamento, o custo

médio de avaria por unidade de tempo é

onde

t i(t)dt.

A conservagdo preventiva consiste em fixar um instante limite 9

para a utilizag¢8o do equipamento. Este deverd pois ser reparado

(eventualmente substituido):

- no momento 8, se nfo se avariou antes. O custo da reparagfo é
somente & porque se podem dispor as coisas por forma a nfo ha-
ver perdas devidas & avaria. A probabilidade deste acontecimen
to é Prob (T =86);

- no momento da avaria quando T < 6., O custo de reparag8o € entdo

a + A. A probabilidade do acontecimento é Prob (T'§'6).

A durag8o de vida média é agora

8
m' = ti(t)dt + 6.Prob (T = 8).
e}
ou
;.e
1) m' =| ti(t)dt + 8 v(e)
+ 0

O custo médio da avaria é
2) a Prob(T= @) + (a+A) Prob(T=86) =

a v(8) + (a+a) [ 1-v(8)_/ =

)

a + A [_i-v(g)_7 = a + AI(8)
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onde

o
1(9) =i i(t)at.

O custo médio por unidade de tempo é pois

a + AI(8) -
1

3) 92 =

m
Comparando 1) com 3) conclui-se ficilmente o seguinte:
a) 01/32 = 1, as duas politicas sfo equivalentes;
b) c1/02i>*1, é necessério fazer a manutengfo preventiva;
c) 01/02 =< 1, n8o é necessdrio fazer a manutengfo prevensivaj;
A razio 01/02 é conhecida logo que for dada a razfo a/A e a fun-
¢80 de sobrevivéncia, que sfo caracteristicas do equipamento, e

o valor de 8 cuja escolha depende do utilizador.

Se cl/cz;>l para diversos valores de 8, deve fazer-se conservag#o

preventiva e escolher pars 8 o valor maximizante da razfo 01/02.

Os modelos apresentados aplicam-se a numerosos problemas concre-

tos. A titulo exemplificativo, considere-se o seguinte problema:

Um transportador estabeleceu, para uma camionete comprada por 180

contos, o seguinte quadro (em contos)s
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Anos 1 2 3 4 5 6 T

Custo de manutengdo 18 | 21,45 24 27 48 84 | 120

e reparagéo

Prego de venda 120 90 72 60 48 36 30

Supondo que a explorag¢fo termina no fim do periodo de utilizagfo,

em que data deve cessar a exploragdo?

Este problema pode resolver-se simplesmente, utilizando o modeln

descrito em 6.1. Tem-se

A = 180

t 4§(t) ] #(t)
1| 120 1| 18

2 90 21 3955
3 T2 37 6355
4 60 41 9055
5 48 5 (13855
6 36 6 | 222,5
7 30 T {34255

e ven
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t c(t) C{t)/%

2 12955 64575

3 | 171,5 57,16
4 210,5 52,62
5 27045 54510
6 36645 | 61,08
7 492,5 70535

0 minime de C(t)/t corresponde a t = 4.




