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Capitulo II

ESTUDO ELEMENTAR DE ALGUNS MODELOS E TECNICAS UTILIZADAS
NA INVESTIGAGAC OPERACIONAL (continuac8o)

4, TEORIA DAS FILAS DE ESPERA

A teoria das filas de espera agrega o cenjunto de modelos naotemdti-

cos estocdsticos construidos para o estudo dos fendmenos de espera que
surgem correntemente na vida quotidiana. Nos "guichets" das gares, dos
bancos e dos correios, nos reldgios de ponto de um servigo, no trdfego, °
enfimy, em numerosas situagGes; deparamos com um fendmeno que se pode

caracterizar do modo seguintes

Certas unidades chegam de uma maneira aleatdria a um local onde lhes €
prestado determinado servigo. Nesse local hd uma ou vdrias estacdes on.
de as unidades sdo servidas segundo a sua ordem de chegada e durante
um periodo de tempo aleatdrio. Se, no momento de chegada ao local de
certa unidade, todas as estagOes estdo ocupadas, ela terd de ingressar

num fila de espera ou bicha, aguardando:o momento de ser-servida,

No quadro abaixo indicado apresentam-se diversos fendmenos de espera,
especificando-se para cada casoy; as unidades, a natureza do servigo e

as estagOes:

Unidades KNatureza do servigo Estagles
Clientes Venda de um artigo Vendedores
Chamadas telefdnicas Conversagéo Circuitos telefdnicos
Avides Aterragem Pistas
Barcos. Descarga Cais
Mdquinas para réparar Reparacgéo Mecénicos
Minutas Dactilografia Dactildgrafos
Mensagens Decifragdo Decifradores
Encomendas Produéﬁo Oficinas
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O problema econdmico que se pfe a propdsito dos fendmenos de espera con
siste na optimizag8o de certa fungdo objectivo que geralmente anda asso
ciada aos custos envolvidos no fendmeno e & eficiéncia do servigo. Essa
optimizagdo traduz-se, por exemplo, na modificag¢8o do numero de esta-
¢Oes, na alteraglo do tempo médio de servigo em uma ou mais estagles,

na partigdo de uma fila ou na reunifdo de varias, etc..
Fagcamos as hipdteses seguintes:

lg) A chegada de uma unidade € independente da de outra (indg

pendéncia das chegadas).
2§) Nunca chegam duas unidades ou mais ao mesmo tempo,
32) A taxa média das chegadas nfio varia no tempo.

Nestas condigdes designando por pn(t) a probabilidade de que n chegadas .
se produzam durante um intervalo de tempo igual a +, pode demonstrar-
-se que

Lt (Kt)n

n!

'l) Pn(t) = e H

onde A_ representa a taxa média de chegadas referida 4 unidade 3de tem-

po escolhida.

Reconhece-se que 1) é a fungdo de frequéncias da distribuigio de Poisson

com valor esperado E(n) =/&t e varifincia 62: At.

A probabilidade do intervalo que separa duas chegadas consecutivas ser

superior a um certo valor Q_é igual & probabilidade de n&o, K se observar

nenhuma chegada no intervalo 6 e, portanto, é igual a e g.

Se designarmos por F(8) a fungdo de distribuicio da lei de &, tem-se

2) F(8) = 1-5’(9

e a fungdo de frequéncias é

{
—-AQ
3) £(Q) =[\€x (lei exponencial).
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0 valor esperado ¢ a varifncia s8o E(Q) = l/A (tempo médio entre as

chegadas) e 62 = 1/(2.

Qualquer das fungdes de densidade 1) e 3) caracteriza uma fila com

chegadas de Poisson porque € possivel deduzir uma da outra.

A duracg8o do servigo pode ser constante, varidvel mas determinada ou
ainda aleatdria, Quando é alcatdéria, a sua lei de probabilidade apre
senta-se frequentes vezes sob a forma exponencial. Designando por s
uma varidvel aleatdria que representa o tempo que a estacdo leva a
completar o servigo, numa unidade, entZo a fung8o de densidade de s
e

e

~iis

4) g(s) =per

A taxa média de servicc para uma estagdo particular € ,g, E € claro

que 1/ih & o tempo médio de Servico.

/

Vamos ver seguidamente como os elementos estudados anteriormente po-
dem ser combinados para fornecerem informagZo referente ao sistema

de espera (filas + estagBes). Seja

S o numero de estagles;
v o numero de unidades na fila de espera;

j o nimero de unidades que estdo a ser servidas nas estacgOes

(0 £ j € 5);
n o nimero total de unidades no sistema (n = V+j);

Pn(t) a probabilidade de que haja n unidades no sistema no ins

tante 1

7 . o~ .
o numero de estagOes inocupadas

—_ -— —

on, Vs Jj, F os valores esperados de n, ¥, j e P;

tf o tempo médio de espera na fila antes do servigo

4.1 FILA DE ESPERA COM VARIAS ESTACCES

Neste casoy; com j‘<S, n&o hd fila de espera e toda a unidade que
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chega ‘é imediatamente servida (¥=0), Ao contrdrio, se j=S, pode

formar-se uma fila de espera e W =70,

Supondo que as probabilidades Pn(t) s80 independentes do tempo

(regime permanente), facga-se W= &4& « A quantidade KK/S, cha-

mada intensidade do trdfico por estagfo, terd de ser tal que

Y/S=<l,_guer dizer ﬂ’<S, senfo a fila tornar-se-ia infinita (o

nimero médio de chegadas seria superior ao das safdas).

a) Probabilidade Pn de um ndmero de unidades n no sistema

- = -
1) Pn~PO¥r 1S n<s

) R

2) P =7 _ nZ=Ss

B0 gy gB-S
onde
1 .
3) P = _ I

0 ¥/s X 12 i1 S~
ST (1-¢/s) T 1* _%_'+ gé_ Feeet Tt

Em particular,; no caso de uma estag@o unica, S=1, tem-se

1 -V

A |

>

N~—r
Hd
li

Ul
~
ae]

I

L= -y

Podem também utilizar-se, para o cdlculo de Py as férmulas de

recorréncia
6) Pn=T Pn—l 1l = n<<S
NEy==5 Py nES.

b) Ndmero médio de unidades n no sistema

00

De n = ji; n P vem
n=0




Em particular, para ©S=1, ven

c) Ndmero médio de unidades na fila de espera

Calculando o valor esperado da varidvel aleatdria “;=n-S, vem

2

Vo= L (n-s) 2

n=5S+1

ou

(15+1
10) 7 = ——— Fo °
ss! (1~ ¥/s)

Em particular, com S=1, tem-se

d) Numero médio [ de estac@es inocupadas

11) | => (s-n) P = s-V. .,

Para S=1, vem

12) = 1Y,




As médias n , ) e p est@o ligadas pela relaglo

13) n==z+§5 - E& = v +\( .

e) Probawilidade de espera

Designando por P a probabilidade de espera, € claro que P 3]

a probabiliiade de que n2S, Entfo,

N
P=, P ,
n=S n

o que da

.S
xy
\

14) P = s! (1- Ws) o

f) Tempo médio de espera %, na fila

£

Tem~se

<!

1l
—
a1

e daqui ven

15) %, :-% =

Para 8=1, ven

- - \j_ oy
16) tT. == R
S S S
3

o a

PILA DE ESPERA COM VARIAS ESTAGORS E NUMERO LIMITADO DE UNIDADES

Supondo S«<m, onde m designa o numero de unidades no conjunto

do fendmeno, este pode ser caracterizado
1=n =S, hd S-n estagles inocupadas,

unidades que est8o a ser servidas e n-S

a) Probabilidade P de um ndmero de

do modo seguinte: se
se S<n T m hd 8

na fila de espera,

unidades n no sistema

j6}




Prova-se que

1) P_=co 4% P 0OEn<s

n m (o}

n! n n - =
2) Pn_S! s C, ¥ P 5§ =n<m
com

m

Z.

{\ Pn—_—ln

n=o

Poden também utilizar-se férmulas de recorréncia. Escrevendo

3) an = Pn/PO 9
vem

a =1
o

4) a = m-n+l "{ = < g 1
n n &n- == - *

-n+l o/ =
5) &, = o g 1 2, 1 S=Ensm,

Da relagéo

o =i n
resulta
l »
6) P = e
0 B
1+, a
=1

No caso de uma estagfo Unica, as fdérmulas a utilizar sZo:

m! ';n
7) Pn = zm—nSi ﬁ/ Po
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com
8) P = x ¢
O _\_H_l__ m' \‘),n
1+ P S 1
n=1
e
L
L_ Pn =1 9
n=0

ou ainda a fdérmula de recorréncia

9) P, = (m-—n+l)‘f-/’Pn_l 1$nsm,

b) Ndmeros médios de unidades na fila, de estacles inocupadas

e de unidades no sistema

Os ndmeros <y, ;+ e n sdo dados pelas fdérmulas
m
10) G = >*_ (n-s) P,
n=S+1 :
S

.
11) 7=, (S-n) P

‘ n=o

12) ﬁ:s-+\")-(“1.

No caso de uma estagfo uUnica (S=1), tem-se

\
13) § =mn - -—}-;-,—V (1-2.)
14) F =2,

15) @=m-~= (1~p ).
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c) Probabilidade de espera e tempo médio de espera na fila

Obtém-se as fdérmulzas

e, no caso de uma estag¢fo unica (S=1) ,

Vejamos uma aplicag¢8o numérica de alguns dos resultados que acabd-

mos de estabelecer,
Exemplo

As chegadas a uma cabine telefdnica obedecem a uma lei de Poisson,
com um tempo médio de 10 minutos entre uma chegada e a seguinte.
A duragdo de uma conversagao distribui-se exponencialmente com a

média de 3 minutos.

a) Qual € a probabilidade de uma pessoa que chega & cabine

ter de esperar?

b) A companhia dos telefones instalard uma segunda cabine
gquando uma chegada tenha de esperar pelo menos trés minu-
tos pelo telefone. Qual deverd ser o acréscimo de chega-

das para justificar a instalagf8o de uma segunda cabine?

Neste problema, tem-se

\

A = 0,1 chegadas por minuto
A= 0,33 conversag¢les por minuto
| )
' A 0
LI T
Y e = 0,3

T 0,33
S=1
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Ent&o
Y/ v , "
a) P = l-’J,/Po=l—-\V (1-¥%) =1 = 0,3
’ {
) T, = 2 P 1 A
f oo1-vy F Mwﬂt
? : i
i
A
ou 3 = -
0933 (0933' A )
§ 1
donde A = 0,16 chegadas por minuto,

0 fluxo de chegadas de 0,1x60= 6 por hora deve aumentar para
0,16%60 = 9,6 ~ 10 por hora para gue o companhia monte uma nova

cabine,

Existem outros modelos matemdticos para o estudo de filas de espera
miltiplas com prioridades de servigo, com distribuigdes das chega-
das e dos servigos diferentes da lei de Poisson,; etc..

Em mvitos casos gue surgem na prdtica n3o & possivel ajustar fun-
¢Oes de distribuig8o &s distribuigdes empiricas das chegadas e dos
servigos e é necessdrio recorrer aos métodos de Monte-Carlo para

resolver esses problemas.




