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Capitulo II

ESTUDO ELEMENTAR DE ALGUNS MODELOS E TEGNICAS
UTILIZADAS NA INVESTIGACAC OPERACIONAL (Continuac8o)

3. PROGRAMACAO MATEMATICA

13

Maximizar a ut%ilizagl8o eficiente dos recursos ou minimizar o esforgo
exercido ou o custo envolvido na consecugdo deste objectivo € um dos

problemas mais frequentes que se pOe & investigag8o operacional.

Dado que na maior parte dos problemas gque s8o objecto de estudo da
investigagdo operacional se pretende obter a utilidade mdxima Zos es-
forgos desenvolvidos, resulta que grande numero de modelos operacio-

nais envolvem a construg8o de uma func8o objectivo—ou funcfo critério

- que tem de se optimizar (maximizar ou minimizar).

Na optimizagdo de fungSes nfo sujeitas a restrigSes utilizam-se com
vantagem as técnicas cldssicas do Cdlculo Diferencial. Na optimizago
de fungOes submetidas a restrigdes (equagﬁes, inequagdes, etc.), as
técnicas cldssicas revelam-se, na maior parte dos casos, ineficazes devido
a complicag8o de surgir quase sempre a necessidade de pesquisar extre

mos na fronteira de um dominio.

Modernamrente, dd-se o mome de programacfo matemditica ao problema que

consiste em extremar a fungBo objectifo f (x1, xpyees xn) sujeita as
o restriglas gi(x1s Xpseeo %) . £.=2 1oy (# =1,250..m). Os valo-
res de m e n nfo preccisam de estar relacionados, isto é, m pode ser
maior do quey menor do que, ou igual a n. Frequentemente, algumas ou

todas as varidveis obedecem & restrigf8o de serem nf8o negativas.

Embora em certos problemas de programagdo matemdtica possam ser utili-
zadas, com vantagem, técnicas cldssicas como, por éxemplo, a dos mul-
tiplicadores de Lagrange, a maior parte dos casos que surgem na prati-
ca exige métodos especiais de cdlculo. Ndo hd um algoritmo geral para
resolver um problema de programaglo matemdtica, embora existam teore-

mas de exist&ncia.
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Sobretudo desde 1947, quando George Dantzig apresentou o algoritmo do

simplex para resolver problemas de programacfo linear, tem havido um

grande interesse dos investigadores pela descoberta de técnicas que
permitam resolver com eficiéncia certos tipos de programagfo matemdti-
ca. Daremos a seguir uma vis8o geral dos aspectos fundamentais ligados

a esta matéria.

3.1 PROGRAMACAO LINEAR

Um problema de programagfo matemdtica diz-se linear - ou de pro-
gramagdo linear - quando a fungfo objectivo f (xl, Xpgeoo xn) é

linear e as restrig¢Bes também s8o lineares, isto &,

n
f(}{1, X2’u.u xn)=€:c X.
n

1

gi(xl, Xpsens xn) =

M

a.. X. = 7 .
1] J i“—sg ,-‘-{ } bi (1=1,2,...m),

(]
It
i

onde os aij’ bi e c’j s8o constantes. Geralmente, nos problemas
prétioqs, exige-se que xj =0 (j=1,25...n) e, com mais estas res-
trigdes; o problema fica posto numa forma mais conveniente para os
cdlculos. Portanto, um problema de programag8o linear reduz-se a

maximizar (ou minimizar)

sujeita as restrigles

I y
Loy 843 %5 é $-= 2}: b; (i=1,2,...n)

X. =>'O (j=1,2,....n)-

Embora o problema de prcgramagdo linear esteja caracterizado em
termos gerais, é conveniente indicar alguns problemas tipos concre-

tos cujo estudo pode ser abordado utilizando este modelo matemétiéo.é

0_problema da dieta Spiima pode formular-se do modo seguinte: Consi;
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derem-se m nutri.entes,,designe.-«se--por’-bi (i=172,.o.m)‘o numero -mi- ..
nimo de unidades do nutriente i contido em qualquer dieta admissi-
vel (por exemplo, tantas cclorias por més), seja n o numero de ali-
mentos, c'j (j=l,2,.,.n) o custo de uma unidade do alimento jJ, aij o
numero de unidades do nutriente i por unidade do elemento j_(por
exemplo, tantas calorias por quilo) e finalmente xj a quantidade do
elemento j a consumir mensalmente. O problema consiste em determi-

n
nar as quantidades xj que minimizam o custo da dieta 3’ cj xj sa-
L

tisfazendo os requisitos minimos dos diversos nutrientes

n
E:aij X, b, (i=1,24...m), com xj'% 0 (§=1525.0.m),

ll\/

O problemsa do transporte, numa das suas formas mais simples, pOe-

-se nos seguintes termos:; determinadas quantidades a; (i=1,2,..°m)'
de um produto homogéneo encontram—se disponiveis em m origens (ar—
mazéns, fdbricas, estagBes de caminho de ferro, portos, etc.) e,
designando por b. (j:l,2,...n) as quantidades requeridas em n lo-
cals de destino gfébricas, mercados consumidores, estacgles de ca-
minho de ferro, portos, etc.), por cjj o0 custo de transporte da
origem i para o destino j e por xij a quantidade a transportar da
origem i para o destino j, pretende-se minimizar o custo de trans-

porte

com as restrigles

- 1.
B HFWB 1 o]
~ =
(=]
[}
I
o
cJ

e
1)

J=1
Xy 5 2 0 para todos os indices i e j.

O problema de afectagfo nod: considerar-se um caso particular do

problema de transporte. Sejam m individuos a afectar a n tarefas

e suponham-se conhecidos os numeros cjj (i=l,2,...m; j:l,2,...n)
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que ddo o custo de afectagdo do i-8simo individuo 3 j-ésima tarefa,
Pretende-se afectar os individuos as tarefas por forma a minimigar
o custo total. Designando vor Xij uma varidvel que toma o valor O
quando o i-ésimo individuo nfo & afectado & j-ésima tarefa e toma
o .valor 1 quando o i-ésimo individuo é afectado & j-ésima tare-

fa, o problema formula-se matendticamente nos termos seguintes:

R
minimizar » ) Csi. X..
=1 j= YO
com as restrigles
e
P Xi-:‘:l
=1
L
X, .=1
for as
x2, = x,. (1)
iJ i

O problema do caixeiro-viajsnte € um outro problema importante de

programagdo linear. Um caixeiro-viajante parte de casa e tem de- vi-
sitar cada uma e n-L localidades antes de regressar a casa, opti-
mizando a sequéncia de localizadas visitadas. Por exemplo, ele de-
ve escolher o itinerdrio que minimiza a disté@ncia total a percor-

rer ou o tempo Sotal da deslocag8o. Em termos matemdticos trata-se

de
¢ -
minimizar > ' .
com as restrigles
e
S = =
£=l xij—l (J 1929...1’1)
> x; 5=1 (i=1,25...n)
=1
X, .+ X, . et X, Lot X L L
i, 12. 1, 13 1.1 i, i. 1, 5«1 1
2
X, . = X.
1J 1J
Xx.. =0
ii
(1) A restrigio x?. = x.. equivale a escrever x.. =1 ou x,. = O,
‘ 1J 1J 1J 1J



onde os aij s8o nUmeros dados e (il,iz,...ir) é uma permutagfo dos

nimeros naturais 1l,...r(r=%2,...(n-1)).

Formulado de outra maneira, o problema do caxeiro-viajante consis-
te em achar uma permutagéo (l’iQ’iB"‘°in) dos numeros naturais

l,...n tal que, dados os nimex»os a,., a quantidade

i)

seja minima.

Poderiam acrescentar-se muitos outros problemathipo porque as
aplicag8es da programagdo linear s&o numerosas. Embora nfo seja
possivel apresentar uma classificagfo rigorosa dos tipos de opera-
¢Oes a que se aplica a programagdo linear, pode dizer-se que as
apliéagdes se distribuem, em geral, por trés categorias: problema
de planeamento da produgdo e controle de '"stocks", problemas de

relagBes interindustriais e problemas de dieta Optima.

Existem vdrios métodos para resolver um problema de programagio

linear mas o que se encontra mais difundido é o algoritmo d simplex

Mostra-se sem dificuldade que todo o problema de programagdo 1li-
near, mediante a introdugiZo de convenientes varidveis auxiliares,

reduzir-se a seguinie forma bidsica:
ode du uinte f b

Maximizar 2= X, X, +eset+ C_ X
#=Cy X5 + Cp X, *.o n *n

com as restrigles

all xl + a12 x2 +eoot aln xn = b1
anq xl + a o X5 +o0ot amn xn = bm
2 2
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Considerando a matriz

8y 8ypeecagy, + by
8.21 8.22...a2n : .?2 = Pl P2o-an : PO 9
8n1 %mo°cBmn bm

8n . b
com Pj |+ (j =1525...n) e P, = *

obtém-se uma reformulagdo do problema: determinar um vector X, de

componentes nio negativos, X3 Z20(i=1,25...n), de forma a

maximizar z = o, X, + C, X, tesot+ C. X
1 71 2 72 n mn

aujeita a x, P, + %, P, +eoe+ x_ P =P .,
J 1 -1 2 "2 ' n T 0

A um vector X, de componentes ndo negativas., que satisfaga as res-
trigSes dd-se o nome de goluclo admissivel. Se, além de satisfazer
as restrigles; o vector X maximiza z; entdo toma o nome de golucéo

admissivel Optima. Soluglo aimissivel que nfo tenha mais de m va-

TEPO b

lores x; positivos ¢ solugfo admissivel bésica; tendo exactamente
»

m componentes posicivgs, €

fepieanry 1 mmant

0 método do :simplex consiste precisamente em cmstruir uma solugdo
admissivel inicial e depois uma solugfo admissivel éptima, por

meio de um processo iterativo. Vamos descrevé-lo rapidamente:

1. Admitindo que todo o subconjunto de m dos vectores PO,P P

1’.9- n
é linearmev‘e indepcndente (gaso nfio degemerado), suponha-se
conhecida uma solugdo admissivel bésica

X = (xl,.o,xmg 0 ...0), isto &

1) > x Py =P
i=1

com  x; >0 (i=1,2,...n).



Por outro lado

2) Py =5 _x By (= 1,...n)

onde os coeficientes Xij ndo s&c todos nulos. Faga-se também .

2. Sendo © uma constante por ora indeterninéda, de 1) e 2) vem

— N - (
4) P,=2 X P, =8P +8FP

m
= Z:: (x; -6 x3.) Py +6 P

e, fazendo 6 = xr/xrs, desaparece do ‘' segundo membro desta

is
(i = 1,2,...m) e © £ 0, os coeficientes em 4) constituem uma

relagdo o vector Pr e introduz-se Ps' Desde que xi—e x, =0

solugdo admissivel a que corresponde o valor da fungfo

objectivo
o .
7! = EL c; (xi -0 xis) +0c =2 +0 (c - ZS).

‘ ’ : S
Se ©>0 e c,>2y5 € possivel aumentar z com a substitui
gédo de Pr por PS; Em resumo, a escolha de » e s deve satis-~

fazer as seguintes condigdes:

5) 0 = xr/xrs;>0, Xg = ) xis:i 0, ¢ - zs>>0.

3. Mostra-.se sem grande dificuldade que

a) 0 ‘vector P a introduzir é o que corresponde & maior
J

das diferengas ¢y - 2y (j =m+ 1l,...n).

J

b) O vector P.a retirar corresponde ao inteiro r tal
ue x_/x__ = min x./x._ (entre os i tais que
d r/ rs X 1/ is ( = 4

1

Deve tomar-se © = x_/x
4 r/ “rs.



L { ' ' o
0) A nova soluglo bdsica X = (xl,.,.xr_l,o,x 1!

1 !
.ooxmgo’a aoxsgc-co)

. obtém-se, tomando

x _
! T
X, = X,=-8 X. = X,- —— x, i=1jeeer~-1yr+ly...m
i i is i~ x is ( ! ! yeeem)
Trs
i e xr
xs -— - x a
s

I N ~
d) Os coeficientes xjj referentes a expressdo de Pj co-

mo composigdo de

| t
Pl’-'lPSO.c Pm - Pj = Xij Pl +eeot xsj PS +o0et )ij % -

obtém-se pelas fdérmulas

X

1 .
X..-—-'X..-'-z"l X. (i:l,...r-l,r+l9.oom)
1J id xrs 1s
1 X .

R
sj x__ °

s

1
4. A solugdo X corresponde um aumento do valor de z:

!
z2 =2z + 8 (cs - zs) = 7 + gf; (cs - zs) >z,

' 4 3 - Y -
A partir de X pode seguir-se raciocinio idéntico ao
que se fez a partir de X até que se atinja um dos
seguintes casos:

a) Todos 0s X.
is

de z é infinito porque 8 pode tornar-se arbi-

< 0. Neste caso o valor maximo

trariamente grande:sem que nenhum dos valores

X. - 6x.  se torne negativo
i is 168ativo.

- oo

b) Todos os cj - zj O; 0 gue obriga a suspen-

der o processo: J

IS

ndo é possivel aumentar z.

-E5Sﬁgiiiégggggﬁ_ésiﬁ-algaritmb do simplex'pOr”ﬁéio de

um exemplo muito simples:

Maximizar 2z = 2xi + 5x2




com as restrigles

O
A
s
i\
o

<
A
m?é
/A

N

: -
X, X, g 6.
Introduzindo varidveis auxiliares xa, x4 e x5, O pro-
blema pode reduzir-se 3 forma seguinte:
Maximizar 2z = 2x1 + 5x2

com as restrigles

xl + x3 =4 -
X, + x4 =3
X] + X, + x5 = 6

Como facilmente se reconhece,

_ . 101004
LPl Po B3 By P5 PJ = lo1010}3
11001,6],

podendo escrever-se as restrigdes sob a forma
"1 ( 0 1 ]’o ‘

- ‘
110} + x5 |1+ X3 0+ x4ll + x H;
1 !

1~ L1£ _O_ QJ ? 5

|2 o O

4
31 .
6

Uma solugfo bdsica nf8o degenerada terd trés componen-
tes positivas e duas nulas. Verifica-se facilmente que
(0, 05 4, 3, 6) é soluglo bdsica n8o degenerada e tem

de se escrever Pl’ P2, P3’ P4 e PS em termos de

P39 P, e P. (vectores-base):

4 5




-10~

P, =1.P, + OP, + 1.P

1 3 4 5
P2 = O.P3 + 1P4 + 1.P5
P3 = l.P3 + OoP4-+O.P5
P4 = O.P3 + l.P4+O.P5

P. = 0.P, + O.P4 +19P5

De acordo com a notagfo da férmula 2), tem-se:

Xp = 1y Xyq = 0, gy =1
x32 = 0, x42 = 1y x52 =1
33 = 1o X3 =0y X55 =0
X34 = 0r Xgq = 1y X5y = O
x35 = 0, x45 = 0, x55 = 1.

Com estes elementos e utilizando a definig#o 3) cons-

trua-se o quadro seguinte {quadro do simplex):

1

| PO P, P, P3 P4 P5

Base ] b
¢ 2 5 0 00
P3 ol 4 1 o0 1 0 O
P, ol 3 offjo 1 0
PS ol 6 1 1 0 0 1
F O 0 OO 0O O
cJ - z'J 2 5 0 0 O

0 valor z = O, correspondente a solug8o bdsica tomada,

estd assinalado no local de z2,
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(O]N
Q
1

Como o maior valor de Cj - Zj o g, = 5 o vector

a introduzir na nova base é P, e a 6 atribui-se o

menor dos valores

3oL kL, A _3_5 5._6_6.
X 0 ' ox 1 ' ox 1
32 42 52

Portanto © = 3 e o vector P4 sai da base. De acordo
com as formulas das alineas c¢) e d) do n2.3

(com r=4 e s=2), obtém-se o novo quadro: (1)

T
; P, Py P, P5 P, Pg
Base 7. 5 5 0 0 O
J ).
P, ol4 1 0 1 0 o
P, 5]3 01 0 1 0
| 0 -1 1
Py 0t 3 [E] 0 1
s 15 0 5 0 5 O
c. - 2 0 0 0
j j

Observando este quadro,vé~se que o vector a entrar na.
base é P1 e o vector a sair é o que corresponde ao me-

nor dos valores

X / X X
=ttt Fdew et
X317 *21 *51

(1) - Ao elemento Xpg (neste exemplo, x42) déd-se o no-

me de elemento redutor e assinala-se no quadro

com um pequeno quadrado.
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Portanto 6! = 3, o0 vector a sair € P5 e vem ofnovo
quadro:
PO P1 P2 P3 P4 P5
Base
C. 2 5 0 0 O
J
P3 o1 0 O 1 1-1
P2 513 0 1 0 1 O
Pl 213 1 0 0-1 1
Zj 21 2 5 0 3 2
C. - 2. 0 0 0 -3 =2
J J

0 algoritmo do simplex terminou porque todas as dife-

rengas cj - Zj s8o agora nulas ou negativas. A solu-

¢80 admissivel Sptima & (3, 3, 1, O, O) a que corr es-

ponde z = 21,

Neste exemplo, é possivel e fdcil apresentar uma inter-

pretag8o geométrica curiosa. As restrigdes

o
/\

Fﬁ
i\

(@]
1\
~

N
A\
oON W DN

~

-+

~
N
A

d8o o dominio do plano representado a tracejado na fi-

gura 8. Fazendo 2x1 + 5x2 = k, esta equagdo representa
uma recta varidvel de coeficiente angular -2/5. Por

exemplo, na fig. 8 estd representada a recta 2xl+5x2=10.

Ora, para k = 21, a recta passa por ¢(3,3), que é o ma-

ximizante da fungdo 2xq + 5%,

A solugfo basica inicial (0, 0, 4, 3, 6) corresponde a

origem O; a solugdio (0, 3, 3, O, 3) corresponde ao pon-
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-

éﬁ g xl
xi+5x2=10

5

Fig. 8

to D e, finalmente, a solugfo éptima (3, 3, 1, O, O)

corresponde ao ponto C.

O método do simplex consistiu pois em partir do ponto O

para o ponto C através de D.

Existem muitos outros métodos para resolver um proble-
ma de programagdo linear mas a sua descrigdo ndo cabe
nos objectivos deste curso. No entanto, dada a importén-

cia do problema do transporte e a frequéncia com que

aparece na pratica, vamo-nos referir sucintamente a um
dos métodos de resolugfo desse problema especial de pro-

gramagdo linear.

Considere-se entdo o problema de minimizar

15

Wi
(s
u.[\/

1§ ':3
|_-|

I,_l

)

o

)

com as restrigles

[
uf“]ﬁ
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-
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e

o
}_’



1dm

i3 20
m n
Em virtude da condigo éwm a; = i_n b., a8 m + n
=1 =1 ¢
n i
restrigdes %: 8;5 =8y e é= xij = bj ndo s8o inde-

pendentes mas é fé4cil fazer aparecer m + n - 1 equa-

¢Oes independentes que sdo:

m _n m
1 equag8o: > > X, . = S a. =
i=1 j=1 *¢  i=1

oy

n
(m-1) equagdes: Z“i Xi5 = 8 (i =1, 25.0em = 1)
1=

B

(n-1) equagdes: x..=b, (3 =1, 2y¢sen - 1),

i-1 9

I}

Umna solugfo admissivel bdsica nf8o degenerada tem pois

m+n - 1 componentes positivas.

Umn problema de transporte pode ser sempre definido pe-

la matriz dos custos unitdrios de transporte {cij.zConsi

dere-se, por exemplo, a seguinte matriz dos custos de
transporte ampliada com uma linha e coluna suplementa-
res, representando, respectivamente, os destinos e as

origens:



Origens
Ti81 5 || 4
3171243
91510 § 3
Destinos | 2 !2 6 r

Para obter uma solug8o admissivel bdsica, pode utili-

zar-se o nétodo da diferenca mdxima que consiste em to-

mar em cada linha e em cada coluna o custo minimo, fa-
zendo depois a diferenga entre este custo e o custo ime-

diatamente superior na mesma linha ou na mesma coluna:

7 8 5 41 (2)
3 7 2 31 (1)
9 5 10 fi 3| (4)

2 2 6

(4) (2) (3)

Estas diferengas est8o aqui indicadas entre paréntesis.
Seguidamente, toma-se o mdximo das diferencgas, neste ca-
so 4, e atribui-se a casa que contém o custo minimo da
linha ou da coluna correspondente (por exemplo, a colu-
na 1) o minimo entre as quantidades na origem e no des-

tino. Neste exemplo, toma-se min (2,3) = 2 para a casa
(2,1).

Depois suprime-se a coluna ou a linha saturada (neste
caso a primeira coluna) e recomegam-se as operagdes no

quadro seguinte:

(2) (3)
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Pode entfio atribuir-se & casa (2,3) o valor 1 e su-

prime~se a linha 2, obtendo-se

8 |5 41 (3)
5 110 [l 3](5)

215
(3) (5)

Daqui, atribuindo & casa (3,2) o valor 2, vem

5 !!4 (0)
o1 (o)
5
(5)

e a operagfo prossegue com a atribuig8o de 4 & casa

(1,3). Finalmente, com

16 i} 11 (0)

1

(0) ;

inscreve~se 1 na casa (353). Em resumo, a solugZo bé-

sica é
4
2 1
2 1
ou X

11=O9 X12=0, X13=49 X21=29 X22=09 X23=19 X31=O,
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a que corresponde o custo
5x4 + 3x2 + 2x1 + 5x2 + 10x1 = 48.

A partir desta solugfo basica, temos de procurar uma

nova solugdo a que corresponda um custo inferior.

Suponhamos que se afecta uma unidade & casa (1,1). En-
t80 é necessdrio retirar uma unidade da casa (1,3),jun-

tar uma na casa(,3) e retirar uma da casa (2,1):

4/
+1 / =1
i yZl
sa| | 4
2/ 17
1// //'

Esta troca circular provoca no custo total a variagdo

—

4

O, =7-5-3+2=1.

Andlogamente, para as outras casas calcula-se facilmen-
te

I
[00]

8-5~5+10

it

7-2-5+10 =10

A Gy
N
M

il

=-3+2+9-10=-2

O
N
[
l

Para diminuir o custo € preciso tomar uma nova solug#o

‘ ¢
basica que corresponda a um oij<o° Tomando o mais ne-
«

gativo, aqui (}‘31 = - 2, a nova solugfdo bdsica obtém-

-se do quadro que serviu para calcular CYBI

e
2 1

+1 /}&1
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considerandoy; nas casas onde se inserem -1, a que tem
uma menor quantidade (casa (3,3) - 1)E esta a quantidade a
deslocar das casas marcadas com -1 para obter a nova

solug8o bdsica

O custo total de transporte diminui pois 2 X 1 unida-

des, passando a 46.

A solugdo obtida é 4ptima porque, como se pode verifi-

car, todos os ij s8o0 agora positivos:

¢ C ( {
Oll =1 912 = 6 ;£22 =8 @33 = 2,

3.2, PROGRAMAGAO LINEAR PARAMETRICA

Até agora supds-se que, .num problema de programagdo linear, sZo
conhecidas todas as constantes que figuram na fung&o objectivo e
nas restrigBes. Ora, na pratica, acontece frequentemente que se
encontram grandes dificuldades em achar os valores dessas cons-
tantes. Nestas circunstincias a programagf8o linear paramétrica €&

um modelo matematico aplicdvel.

Consideremosy; em primeiro lugar, o problema de programacfc linear

com um parimetros

Seja ;:/( < \P, onde 5 designa um numero arbitrériamente pe-

queno e % um numero arbitrariamente grande. Pde-se ent8o o pro-
. r
blema de, para cada A do intervalo 35-9L€J9
o (1

n
t

maximizar > (o, + K‘c.)
35T d dJ
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com as restrigdes
n
4’—“ a..X.=b. (i:‘l, 29000m)

X-ZO (j:l, 29...1’1)

‘ ~
onde <c¢., ¢ a.. e b. s&o constantes dadas.
J Jds 1] 1

Utilizando o método do simplex, € possivel achar sistematicamen-
te ‘as solugBes correspondentes aos diversos valores do pardme-

tro .

A generalizag¢8o do problema de programagdo linear com um pardme-
tro ao caso da parametrizag8o da fung8o objectivo com 1 parime-

tros constitui o problema de programacio linear - com 1 parfime-

tros:

n ; i
maximizar ;__ (Gj +Aq cgl) +’°'+Lh cgn)) x,

()
U
i

com as restrigdes

.
Il [\/!B
]
[N
<.
bl
<
{
oy
=
~~
K
I
ol
N
B
N—

Este problema € muito mais complexo e nfo hd um processo siste-
matico de achar as solugles correspondentes.aos diversos valores

dos parédmetros.

A parametrizacfo dos coeficientes do gesgundo membro das restri-

¢bes déd origem a um novo problema de programagdo linear paramé-

trica:

-
e

Com

5
H7AN

[¢p)
LN
v

n
maximizar > c¢. X.
501 979
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com as restrigdes

W1”15
’_J‘
£

X, = b, + 8D, (i =1, 25...m)

X. =>O (j = 19 29.alm)

Este problema pode ser reduzido através da sua formulacfo dual a

um prcblema do primeiro tipo.

Finalmentey; o caso geral de um problema de programag¢do linear pa-

I . . ~ . .
ramétrica envolve a parametrizaglo dos coeficientes cj’ajg e bi'
O problema é extremamente complexo e, sé em casos muito especiais,

é possivel achar todas as solugdes.

Considere-se seguidamente um problema muito simples de programa-
_

¢8o linear com um pardmetro:

m——

maximizar (t + 1) X, + (t-1) X,

com as restrigQes

x1 + Xy F x3 =3
X, - 2x2 + x4 =1
—2xl + x2 + x5 =2 ,

PO Pl P2 P3 P4 P5
Base
Cj t+1 -1 0 0 0
P3 0 3 1 1 1 0 0]
P ol 1 1! -2 0 1 0
4 -
P5 0 2 -2 1 0 0 1
Zj 0 0 0 0 0 0]
C.-2. t+1 t-1 0 0 0
J J
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A fungfo objectivo serd mdxima para a solugfio bdsica (0,0,3,1,2)

se

o que acontece para t <~ 1, Portanto, para t < - 1, a fungédo
z = (t +1) x) + (t - 1) x, & mdxima para a solugéo (0,0,3,1,2)

e tem o valor z = O.

Como t +1 >t -1, logo que t +1>0 (t>-1) introduza-se

na base o vector Pl e retire-se P4 (por corresponder ao me-

nor valor de 8). O novo quadro  do simplex &

Po P1 P2 P3 P4 P5
Base
ci t+1 t-1 0 0] 0
P 0 2 0 1 -1 0
5 3]
P1 t+1] 1 1 -2 0 1 0
P5 0] 4 0 -3 0 2 1
Zj t+1 t+1 -2t-2 0 t+1 0
C.-%. 0 3t+1 0 -t-1 0]
J J

A fung8o serd mdxima para (1,0,2,0,4), com o valor z = t + 1,

quando

3t + 1 <0
-+t -1<90
0 que se dard para - 1 ;ft < - 13,

Para t > - VE é 3t + 1>0 e, introduzindo na base o vector

P e retirando P vem o novo quadros

2 37
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i
P, P P, Pg P, Py
Base -
cy 41 t-1 0 0 0
P, |t-1)2/3 O 1 13 -1/3 o
Py t+1 {7/3 1 0 2/3 1/3 0
Py 0 6 0 o. 1 1 1
F 3t+45/% t+1  t-1 443 2/3 0
o;-2s 0 o -t-%¥3 -2/3 o0

Agora, como para t > - %, é -t - % <0y o0 algoritmo do sim-
plex chegou ao fim. Ent8o, para + > - Y3, a solugio 6ptima &

(7/35 2/35 05 0, 6) que dd 2z = 3%t + 5/3.

PROGRAMAGAD LINEAR DISCRETA

O problema de afectag8o e o do caixeiro viajante, citados em 3.1,

constituem exemples de problemas de programac8o linear discreta.

De facto, neste tipo de problemas; exige-se que as solugles se-
jam formadas por inteiros n&o negativos e,nos casos indicados,

as varidveis xij ou tomam o valor O ou tomam o valor 1l .

As técnicas que se utilizam para a resolug8o de problemas de pro-
gramagdo linear discreta baseiam-se; na sua maior parte; na ex-
tensfo e modificag8o do método do simplex, ou na utilizagfo de
equagdes funcionais.

<

Notando que qualquer inteiro x £ k (inteiro nfo negativo) se

pode escrever na forma x = Yq * Yo *teest ¥ s cOD yj =0 ou l,

qualquer problema de programagéb linear discreta se pode formu-

lar do modo seguinte:

n
_maximizar ; cj xj



com as restrigdes

2 Byy %y = by
2
X, = X.
i~ i

Substituindo esta ultima condig8o por O

I\

xj-g 1 passamos do

problema discreto para o problema continuo.

As técnicas de resolugfo utilizam geralmente a proposigBo dbvia

it

de que o conjunto C!' = }x. : 2 c. X, mdx.; AX = Bj; x? = x.}
1 J J J J

mix.; AX = B;

il

é um subconjunto de C =.{x. ) C. X,

0 g’xj < 1 % .

Para uma classe geral de problemas discretos, englobando o proble-

ma do transporte e o da afectagdo, os dois conjuntos C e C' coin-

cidem.

N&do iremos cstudar métodos gerais para a resolug8o destes proble-
mas mas notemos que existem métodos expeditos para resolver os
problemas de afectag8o e do caixeiro-viajante e que sfo fédceis

de apreender.

Como se disse nc 0%, 3.1, o problema de afectacfo é um caso

particular do problema do transporte e portantsc pode ser resolvi=~
do pelo métvdo do transportie. Existe no entanto um algoritmo mais
eficiente descoberto por Kuhn e que é conhecido por método hin-

garo., Vamos expd-lo sobre um exemplo numérico.

Considerem-se 5 operdrios e 5 tarefas. A toda a afectagfo

(xi, yj) é associado um valor Ciy 2 0. Sabendo que a matriz dos

custos é

¥y Yy Yz ¥, Vg

x [12 | 8 7 15 | 4
x, | 7 9 17 | 14 | 10
X 9 6 12 6 1
x, | 7 6 14 | 6 10
x5 | 9 6 12 | 10 | 6
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afectar os 5 operdrios as 5 tarefas por forma a minimizar o cus-

to total de afectagdo.

H& 5! = 120 possiveis afectagBes (xi, yj). Um processo de reso-

lugdo do problema consistiria em ensaiar as 120 afectagSes e pro-
curar a que minimizasse o custo total de afectagfo. NMas este método
seria muito trabalhoso e é possivel seguir um processo mais siste-
médtico. Evidencia-se que n8o se altera a solug8o 6ptima de um pro-
blema de afectaglo diminuindo ou aumentando de uma mesma quantida-
de l; todos os elementos de uma mesma linha (coluna) da matriz

dos custos.
0 método hingaro divide-se em seis fases:

Fase 1 - ObtengBo de zeros

A todos os elementos de uma mesma coluna subtrai-se o
mais pequeno elemento da colunaj; quer dizer, forma-se a
. (1 1 .
matriz gcg.) com cg.) = C¢,. - min, G, ..
{1 13 13 i 13

No nosso caso,; obtém-se

P
(e]

S =
I

Fase 2 - Pasguiga de uma solucfo dptima

Com os zeros de gc§g)§‘, procuremos formar uma solugdo
[ I

para a qual o novo custo total tenha um valor nulojquer
dizer, uma afectag&o onde todos os °§§) da solugdo se-
jam nulos. Se isto for possivel, encontrou-se a solugdo

6ptima, senfio passa-se a Fase 3,

Para procurar a solugd@o nula, considere-se primeiro uma
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das linhas que tenha o menor nimero de zeros, enquadre-
-se um dos zeros dessa linha e cortem-se os zeros que

se encontrem sobre a mesma linha e a mesma coluna do ze-
ro enquadrado. Procede-se da mesma maneira para todas

as restantes linhas até que n#o se possam enquadrar mais

zeros.

No nosso exemplo obtém-se uma afectagfo incompleta com

todos os zeros enquadrados:

5 |2 |09 X
i0i |3 || 8 |6
2 | ® |5 [loi] 3
XA |7 | R

2 |10l 5| 4|2

E preciso passar & fase seguinte.

Fase 3_Obtenc8o de um conjunto minimo de linhas e colunas _con-

tendo todos os zeros

Operemos do modo seguinte:s

a) marquemos com uma cruz (X) todas as linhas' que ndo

contém nenhum zere enguadradc;

b) marquemos com uma cruz (X) toda a coluna. que tenha um

zero cortado sobre‘uma ou varias linhas marcadas;

¢c) marquemos toda é linha que tenha um zero epnguadrado

mima coluna marcadas

d) repitamos b) e c¢) até que nZo seja possivel obter

nevas linhas ou colunas marcadas,

No nosso exemplo,
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s |2 [iol| 9 | X

'0i| 3 |0 | 8|6 |X
2 [ K | 5 |'of| 3 [x
X [ R |7 |® |6 |x
2 [0l s | 4| 2|x
X X X

Fase 4 ~ Conclus8o da fase 3%

Fase 5 -

Passemos um trago sobre toda a linha n8o marcada e um

trago sobre toda a coluna marcada. Encontramos assim as

linhas e (ou) colunas em nimero minimo que contém todos

os zeros enquadrados ou cortados.

No caso exposto vem

3
T

Lo T T T

il T
ferd
1
w
e e
N

b
=
b4

Deglocamento de certos zeros

Tomemos o numero mais pequeno da matriz parcial cujos
elementos néo sdo atravessados por nenhum trago. Sub-
traiamos este nlmero aos elementos das colunas n#o atra-
vessadas por um trago e adicionemo-lo aos das linhas

atravessadas por um tracgo.

Neste exemplo, vé-se que o numero 2 deve ser subtraido

as colunas 3 e 5 e adicionado a linha 1. Obtém-se-
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(2) 7 4 | ol 11 0

ROl

P o1d 0 3 8| 8 4
2 0 30 0 1
0 0 5| o 4
2 0 3| 4 0

Fase 6 - ObtencZo da solucio Sptima ou partida para novo ciclo

v
No novo quadro ~§c§§)§obtido na fase 5 procuremos uma
solugfo Optima, segundo o método da Fase 2. Se nfo se
chega a uma solugdo Optima, continuam-se as operagdes

3, 4 e 5, e assim sucessivamente.

L solug8o 6ptima final pode nfo ser unica. No exemplo

dadosa partir do quadro 5 c(?)f-, obtém-se a solugéo
( 1]

6ptima
7| 4 |0 11| X
o} | 3 8| 8 4
2 |0 3| X |2
XX | 5|0 | 4
2 | ¥ [ 34 [
que d&a

(2) () (), (2), (2) _
13 21 32 44 55

=0+0+0+0+0=20
e; voltando ao problema inicial,

min. 2 + ¢ + ¢ + C =

55

C13 21 30 T Cuyp

T7+T7T+6+6+6 =32,
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Quando se trata de um problema de afectagfo de soma mdxima basta

considerar a matriz dos elementos cij =C - Cij’ sendo C um

majorante de todos os Cij’ e procurar a afectag8o de soma minima
i
1

‘C:".j}{ :

4

para a matriz

O problems do csixeiro~viaianté a que alguns autores ddo também

o nome de problema do itinerdrio aparece em varios fendmenos de

organizagéo.

Dadas as cidades A, By...N, e conhecendo as distfdncias respecti-
vas, ou ainda o custo de transporte de uma a eutra, o problema

consiste em achar o circuito mais econdémico partindo de A e re-
gressando a A, passando por cada uma das cidades sem passar duas

vezes pela mesma.

Formalmente, como se viu em 3.1, o0 problema consiste em achar

uma permutagdo (1, i 13,,.uin) dos nimeros naturais 1l,...n

27
que minimize

onde os

s8o0 nimeros reais.

¢

Se o ﬁ"aéc”d (problema n#o simétrico) hd (n - 1)! permuta-

L
¢O0es possiveis; se qu' = é?d’ ha % (n - 1)! permutagdes pos-
siveis.

N8o existe actualmente nenhum método analitico que permita, no ca-
so geral, obter a solug8o Sptima do problema senfo ensaiando‘to—‘
das as permutagdes possiveis, o que se torna praticamente irrea-
lizdvel para valores relativamente pequenos de n. Por exemplo,
para 10 cidades, hd (num problema simétrico) % 91 = 181440 cir-
cuitos distintos e para 31 cidadés mais de 7030 itinerdrios pos-

siveis.
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O problema do caixeiro-viajante é parecido com o problema de afec-
tagdo porque, dada a matriz gcij g, a questdo consiste em esco-
L B :

lher um conjunto de n elementos, um e um s6 em cada linha, um
e um s6 em cada coluna por forma a minimizar a soma dos elementos
escolhidosj contudo, hd duas restrigBes que tornam o problema do
caixeiro-viajante mais dificil do que o de afectag8o: n#o se po-
de escolher um elemento na diagonal principal de iic..z

RERE: (o que

se pode evitar fazendo Ciy = ®)ea solugdo tem de ser ciclica@).

Actus)mente, o melhor processo para resolver o problema do cai-
xeiro-viajante consiste em resalvé<lo como um problema de afectacgfo,
e, se a solug8o obtida nfo é ciclica, modificéd-la por forma a

obter a solugBo dJptima ou uma soluglo préxima desta.

Considere-sey; em primeiro lugar, o problema de achar o circuito
de custo minimo para um caixeiro-viajante que tem de visitar as
cidades Ay, By C e D . sem passar duas - ezes na mesma cidade, sa-

bendo gue a matriz leo. . é
L1

B 13 o) 21 11

C 12 10 | @ 30

D 13 21 23 @

Resolvendo-o como um problema de afectagfo, vem imediatamente a

solug8o Optima pois %c£§)§né
i

4

o | 7 |01] 9
2 | o | 10|01
2 |0 o | 20

loi| 8 | 10|

(1) - Por exemplo, a solugdo x,, = x = 1 para um proble-

12 = %21 T *34 7 %43
ma de afectag8o 4 x 4 nfo é solugdo do problema do caixeiro-via-




e, portanto, o circuito éptimo é A C B D 4, a que corresponde o
custo 8 + 10 + 11 + 13 = 42,

Considere-se seguidamente o problema de achar o circuito de cus-
to minimo quando a matriz icijL é
Lo

C 8 T o 4 T
D 12 4 o 5
B 1 3 2 8 ®

Comegando por tratar o problema como um probleme de afectagdo,

'0(1)1‘

obtém-se para matriz % A
v tj

Al o | 2} 4 (-6 19l|x
B| 4 | @ 1 A | x
c 4 3. = i 2.
D 8|t L I
i - - o .
I E =4 L [ "IIF
X
e para matriz écf?é
' £ )
A B C D B
Ale [ Xt 3|5 |9
Bl 3 J@ tiof] 5 | ¥
cl 4 )3 o [0 3
Dl 8 {i0if 2 |® |1
Ellogj2 1|7 |@
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e obtém-se a solugfo éptima para o problema de afectag8o. Contu-~
do n8o é uma solugfdo do problema do caixeiro-viajante porque nos

diz que se deve ir de A para E e voltar a A.

: A .
Examinemos ;cf%} para procurarmos as solugdes mais préximas da
‘ !

6ptima para o problema de afectagdo, tentando achar uma que seéja

4 . . :‘ 2 : ’
ciclica. O elemento mais pequeno de 4c£j)f € 1 e vamos ver
{ p

2

qual é o efeito de pdr tal eclemento narsolugﬁo.

Tirando a linha 4 e a coluna 5, vem a matriz

B| 3 |® ‘0|5
cl4 |3 | [0
E|i0o!]| 2 1 7

que tem solug8o 6ptima para o problema de afectag8o. Ent8o uma

solug8o mais préxima da Optima para o problema de afectaglo é

A B C D E
Ale [toi| 3 |5 |0
B3 o |lojj5 |o
c 4 3 ® 0i| 3

Facilmente se v& que & ciclica (ABCDEA ) e ocorrespondente
custo total é 2 + 3 + 4 +5 + 1 = 15.

Outra solug8o vizinha da 6ptima obtém-se incluindo o elemento 1

que estd na linha 5 e coluna 3. Tirando estas filas, vem a
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matriz

]

o
T
Ol

8

que nfo tem solugfo para o problema de afectagiio entre os zeros.
E portanto a solugdo do problema de afectagdo em que intervier o
elemento 1 da linha 5 e da coluna 3 dard um custo total su-

perior a 15.

PROGRAMAGAC LINEAR ESTOCASTICA

Em virtude das dificuldades que o estudo da programag8o linear
estocdstica envolve daremos apenas um ligeiro apontamento sobre

este assunto. VeJamos.

Se se pretende minimizar (1)

com as restrigles

sendo cj, aij e bi varidveis aleatdérias, tem-se um problema de

(1) - Considera-se agui a minimizag8o para poder tratar simulti-

neamente dos dois tipos de programagfo estocdstica.




3.5.

95

programacfo linear esiccdstica. Nestas circunsténcias,; o minimo

N sl

da fungfo objectivo é tamdém uma varidvel aleatdria. E natural
ent8o tentar determinar a sua distribuig8o, tarefa que é compli-
cada pelo facto de o conjunto de varidveis bdsicas que minimizam

a fungdo objectivo serest Gependentes dos valores dos coeficientes,

lLos problemzs de programagdo linear estocdstica em que se preten-
de determinar a distxribuigf8o do valor dépvimo da fungdo objectivo

ou os seus parémetros dd-se o nome de problemas de distribuicfo.

Outras aplicagdes pridticas conduzem a problemas de tipo diferen-

te que s8o conhecidos por problemas de valor esperado.

Se os coeficientes nas resirigdes sfo varidveis aleatérias, € na-
tural esperar que as equagdes ndo possam ser satisfeitas precisa-
mente. ilas podemos incorporar qualquer diferenca entre os dois
membros na fung@o objectivo, minimizando a soma desta com o va-

lor esperado dessas diferengas.

PROGRAMAQAC WEQ LINEAR

No caso em que a funcdo objectivo ou as restrigles nfo sdo li-

neares a programagdo diz-se n&g linear.

Vamos agora referir-nos a um dos casos mais simples da progra-

magf&o nfo linecar - a nrogramacfo guadritica. Trata-se da minimi-

zagdo de uma expressdo quadrdtica convexa ou da maximizagdo de
uma expressfio quadrdtica cdncavas; supondo que as restrigdes sfo

lineares.

Vejamos préviamente algumas definigSes. Uma fungdo f(xl,xz,,..gn)
diz-se coiaveXxa se para qualquer par de pontos (xi, xé,.,.xﬁ) e

(xv, x;,,,.xﬁ) e 0Lt <1, wvenm

1) f {t x] + (1-%) X)g.ant X+ (1-1%) x|

+ (1-%) £ (x{,.,,xﬁ).
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A funcgdo dig-se convexa em sentido restrito se, para aqueles va-

lores de 3%, o sinal - pode ser substituido por <. Um fungdo diz-

-se c¢lncava, ou cbneava em sentido restrito, respectivamente, se

o sinal da desigualdade 1) é > ou > . E claro que, sendo

f (xl, xz,;..n) convexa, é =~ f (xl, xz,o.,n) cdncava e assim o

problema da minimizagdo de uma fungdo convexa equivale ao da ma-

ximizagdo de uma fung8o cdncava.

Uma forma_ guadritica com n varidveis é dada por

f=__ ) a.x X (aij = aji)'

1 7 I . . .
A matriz 'a..! é a matriz da forma quadritica e é fdcil verifi-

S

L

car que &, . = % bl Uma forma quadrdtica diz-se definida
ij xixj, m——

positiva (negativa) se é positiva (negativa) para todos os valo-

res reais das variiveis nfo todos nulos; diz-se semidefinida po-

sitiva (negativa) se é nfo negativa (nfo positiva) para todos os
valores reais das varidveis, isto é, pode anular-se para valores

ndo simultineamente nulos das varidveis.

Mostra-se que uma forma semidefinida positiva (definida positiva)
é convexa (convexa em sentido restrito); andlogamente, uma ‘forma
semidefinida negativa (definida negativa) & cdncacava (cdncava em

sentido restrito).

Considere-se entfo o problema de minimizar a fung8o quadratica

convexa

f (x 000X = 0w X+
( 19 X29 n) CO + Cl Xl + + Cn n



-35_

sujeita as restrigOes lineares

- b. , X, = b. (l = 19 2,...111).

o

(j = l,...n)

B fdcil ver que f(xl, xz,...xn) se pode escrever na forma

~ ‘ 1 )£ PEs
= o  + (c,l X, Feeot € X ) o+ > (xl ) Foeot X E’Xn).

O método de Beale, que descreveremos seguidamente, tem muitas

semelhangas com o método do simplex para a programagfo linear.

O processo para achar uma solugdo admissivel bdsica € o mesmo
poreue as restrigles sdo lineares. Vamos admitir, sem perca de
generalidade, que se encontrou uma solugdo admissivel bdsica

(n varidveis bdsicas positivas e n-m varidveis n#o bdsicas
nulas). Como mais adiante introduziremos novas varidveis n#o bd-

sicas U que ndo sfo X X, designaremos por 2, uma varidvel

nZo bdsica.

O processo comega por incrementar uma das varidveis n&o bdsicas

até que um dos trés casos seguintes se dé&:

l. A fung8o f comega a crescer. Isto acontece se dg/azk se

torna nula e depois positiva, onde zk é a varidvel nfo bdsica
)
JF b
0 k

maior valor no ponto inicial. E claro que na direcgfo de 2z

para a qual y, entre todas as 35/<3z‘5 0, tem o

k?
f decresce mais rapidamente e portanto a variagZo ao longo

de 2y conduz meis rapidamente ao min.f ,

2. Uma das restrig8es € violada quando 2z, cresce.

k

3. Quando z,. cresce, uma das varidveis bdsicas, que originalmente
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tinha um valor positivo, torna-se negativa, violando a condi-

cdo x, O.-Esta condigdo € essencialmente a mesma que (2).

J

1N/

Consoante o caso, introduz-se um novo conjunto de varidveis n&o
bdsicas, segundo um processo que descreveremos adiante., Prosse-
guindo deste modo, atinge~se um ponto onde nenhuma variagZo pos-

terior do valor de uma variavel nZo basica produz decrescimento

do valor de f., Como f € convexa,o0 maximo absoluto € atingido.

Seja X; uma varidvel bdsica e zj uma varidvel n#o bdsica. En-

t80, usando as restrigles lineares, pode escrever-se

n-m
= . , i =
1) Ego= Ryt 4, SN g Zj (i =1, 25...m)
J=1
onde zj = xm+j” A fungdo f também se pode exprimir em termos

das varidveis nfo bdsicas substituindo as varidveis X, de acordo

com as expressGes 1):

ja]

2) £ =, )
i=6 350

B
at
t
B

onde 2z =1 € Zyje002; s80 as varidveis n8o bdsicas. Se

af/492k=i0 para qualquer k (k = 15...n-m), entfo um pequeno

aumento de =z, com z; =0 (i # k) reduzird ‘£. B claro que &

conveniente aumentar z, até que (1) algum x, se anule e decres-
ca para valores negativos ou (2) :ﬂﬁ/ézk se anule e passe a to-
mar valores positivos. No caso (l)9 o conjunto de varidveis nZo

bdsicas € mudado, substituindo X, POT 2.

termos das novas varidveis nfio bdsicas; no caso (2), como

e exprime-se £ em

3f.. |

Fy coIno
k £

&f/&z

k é uma fungdo lipnear dos zj, introduz-seuk = %

varidvel nfo basica., Esta u, € semelhante a qualquer outra varig-

vel nZo basica, excepto que uk_pode tomar valores positivos e ne-—

gativos (por esse facto & u

o ama varidvel livre),

Enfim, as fases do algoritmo sf8o as seguintes:
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Fase 1 -~ Acha-se uma solug8o admissivel bdsica.
Fase 2 -~ Exprime-se f em termos das varidveis n#8o bdsicas.
Fase 3 ~ Calcula-se CE/EZk (k = 1,...n-m) e escolhe-se 2z, por
Y . , .
forma que! Jf faz € o maior entre todos os k para
! // s k —_—
para os quais :)f/d zk<0.
Fase 4 - Demos trés condigles para o acréscimo de z, Qque vamos

agora aplicar. Resolve-se em ordem a 2, a equacdo

3€/ﬁzk = 0, que € linear em z) e portanto conduz a um

s6 valor de Zys mantendo nulas as outras varidveis n#o

bdsicas., Resolve-se também em ordem a Zk cada uma das

equacgOes

onde zJ.:O (j# k) e x. =0,

Comparam—-se os diferentes valores de 2y obtidos destes

cdlculos. Seja 3z o menor de todos. Segue-~se a Fase

ko
5a se zko ndo se obtém das equagles 3); caso contrd-

rio segue-se a Fase 5b.

.

£

Fase 5a - POe-se uk =75 3;; e resolve~se em ordem a 2y (esta ex—
press8o € linear em zk). Substitui-se depois . por es-
sa express8o., Note-se que nesta fase Uy = 0 porque

af/ﬂazk = 0,

Fase 5b -~ Tendo~se determinado 3z como o menor dos valores cor-

ko

respondentes a uma certa equagdo em 3), substitui-se 2y

em f pelo xi nessa equagdo e obtém-se uma nova expres-

s8o para f nas varidveis nfo bdsicas. Note-se que, nes-~

ta fase, 2z, € basica e igual a -C<io//e(ik.
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Fase 6 - Calcula-se 31;/ézk, onde 2 € qualquer varidvel ndo

k

bdsica. Calcula-se ic)ﬁ/dzk; para todos os 2, tais que

k

(}f/azk<o ou oz, = u.

Distinguem-se dois casos:

k x? k

crescer ou crescer consoante ag/@uk € positiva ou nega-

Caso 1l: Se ~)€/<sz ¢ madximo para z,_ = u entdo u deve de-

tiva e segue-se a fase 5 usando a nova solug8o admissi=-

vel com o minimo valor de zk acabado de calcular,:

Caso 2: Se = ndo € u

" entdo retoma-se a fase 4. O algoritmo

k,
termina quando a variagdo de qualquer varidvel n8o bdsica

ja n&o produz uma diminuig¢8o do valor de f.

Exemplo:
minimizar f = x 2 + x 2 - 4x, - 2%, + 5
L 2 1 2
com as restrigles
X, b X, §;2
X 2 0, Xy 2 O.

Tomando & varidvel auxiliar x, » O, a desigualdade

3
transforma-se na equacgfo X + X, + x3 = 2, Uma solu-
¢do bdsica imediata € X) = X, = 0, Xz = 2. Tem=-se
Xz = 2 = X - X,
0 2 4 2
,f= xl_ (\f)= 4
¢Xy e =0
Xy =0
x, = 2
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Q'/
el
N
o
o]
N
"

e portanto devemos aumentar a varidvel nZo bdsica xl.

Tomando x, = 2 - X vem O =2 - x, ou x, = 23

i 3 1 " X 1 1
2 f

de
p)
- xl

= 0 vem também X, = 2. Como os valores sdo

iguaisy, tome-se; por exemplo, a equaglo Xg = 2 - X -%

e resolvamo~la em ordem a X,, nova varidvel bdsica,

19

X =2 =%, - %

e facamos a substituic8o em f. Vem

f = 2x2 -r-x3 +2x2x3—2x2+1.
Tem-se agora
Y
of o £ _
Jao = Axp v 2% -2 (aX)_~2
2 2 x =0
5 =
=0
*3
1 by
L oox, + 2x =Ly - o
G X 3 2 o X
3 3 x. =0
5 =
x3 -0
e portanto devemos aumentar x2. Como de
Xy = 2 - Xy - XB

venm

0=2-2x, -0,
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ou
X2=2,
e de
-
df
<. 0
3 2
vem 4x2 + 0 - 2 =0y
ou
. L
2 T 27

a varidvel X, sé poderd aumentar até ¥2. Fazendo

4

1l 0f
u =3 BXQ = 2%, *+ Xy = L,
vem
R R T
2 - 2 2 2
u 2 p'd 2
—L 3 L
e £ = 5t ot x3 e
Agora
3£ Jf
gr ok 41 (£i - 130
3
u_ =
1 0]

A

Qe
o
A
il
=t
-
Qv
=
]

e portanto nenhuma variag8o em x, ou Uy produz decres-~

3
cimento em f e alcangimos o minimo.

Portanto x, = 0, x

3 =1/2, ﬁ_=3/2 e o minimo €&

2
£ = Y2,
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3.6, PROGRAMAGAO DINAMICA

A programacio dindmica € uma técnica matemdtica moderna que per-

mite resolver alguns problemas de decisfo correntes em investiga-

¢do operacional,

Nos processos de decisfo em estddios miltiplos, isto €, proces-

sos em que tem de se fazer uma sucessdo de escolhas - cada uma
destas entre duas ou mais possibilidades - pode acontecer que a

politica dSptima - politica mais desejdvel de acordo com um crité-

rio predeterminado ~ seja obtida considerando, separadamente, os
efeitos de cada decisZo; em certos casos, porém, a politica dpti-
ma ndo pode conseguir-se desta maneira, Um exemplo simples acla-

rard esta ideia:

Admitamos que se pretende determinar o caminho entre as linhas

verticiais OA e CB (Fig. 9) tal que a soma dos numeros que fi-

guram ao longo do caminho seja minima,

8 1 5
A-\ > > > B
5 \

< 3 4

B T N A

~_\ Pl I 2 e
4 \\\\“3 &

S N .

Fig. 9

Estamos perante um problema de decisdo com trés estdadios. Fazendo
corresponder ao vértice no canto inferior esquerdo a origem de
um sistema de eixos coordenados rectangulares € supon8o que a po-
litica dptima se obtinha considerando separadamente os efeitos de
cada decisfo, é evidente que se partiria de (0,1) para (1,0)
(decis8o Sptima no primeiro estddio) e depois para (2,0) e

(3,0), atingindo-se a soma 13.




-42-

Ora vé-se facilmente que esta nf8o € a solug8o do problema. O ca-

minho minimo é (0,2) - (is1) - (2,1) - 3,1), com soma igual a 12.

A solugdo correcta deste problema - e a de outros problemas de

decisfo em estddios multiplos em que a politica Sptima ndo pode
obter-se considerando separadamente os efeitos de cada decisdo -
pode atingir-se por meio dos rétodos da programagfo dinfmica. No
entanto, deve frizar-se que nem todos os processos de decisfo em
estddios multiplos podem ser resolvidos pela programac¢8o dindmi-
ca assim como ném todos os problemas de programag¢do dinfdmica sfo

processos de decisfo em estddios multiplos.

Toda a teoria da programagio dindmica assenta no principio da

optimizacio de Bellman que se enuncia nos seguintes termos: Unma

politica O6ptima possuil a propriedade de, gualquer cue seja o es-

tado inicial e a dscisfo inicisl, as restantes decisf®es deverem

constituir uma politica 6ptima em relacBo ao estado resultante

da primeira decisfo.

Se designarmos por:

t, (x) - o resultado de um processo com o n estddios que
parte do estado x quando se adopta uma politica
6ptima

P - o conjunto ée politicas admissiveis;
T, (x;p) - o resultado do primeiro estddio de um processo

n-dimensional que parte do estado x quando se to-

ma uma decisdo p. €P;

o novo estado resultante da decis8o p3;

xt (nyx,p)

entdo

1) £ (x) = méx f r, (x9p) + £ ”x' (n,x,p%]} s

p P | n-l

equag8o funcional que traduz o principio da optimizacg8o.

A resolugdo deste novo tipo de equagdes funcionais envolve pro-

blemas complexos que constituem hoje campo fecundo de investigagdo.




Vamos ver, per exemplo, como &

pode ser resolvido por meic da

)

e utilizandc uvn caminho Ay

Designemos pox © (i, a soms

[N

L -
L 500

pirincipic da cptimizacio

2j 2 (i;3) = min

/- . - - rd .-
n (3,38 X1) & o nimers

(ICQ,‘_-L) : e

3 s
£ 3

igdo

onde
(i,4)

Bsta 1lbima cond

com

-
aivel

onde nio ¢ pos

. -
VLR VE -

Sowne deosn

tomar uma desialo

e o problema do cami:ho minimo

progiramagdo dinémica.,

(i,3)

Meste caso;

minima, partindo do ponto
CB.,

&

linha o

vara

e
efe]

do modo seguinte:

i iet aY wp fia1s) ]
i3 d+i.3) + f \l+193) '!
i
R S s = ala 3 H
J5 Iei,g-Ry e o{ial, §-l) |
nn gogrento de recta que une

m  para Lyj.k ou 1.<O0,
naecggério ftratar do eivo duns  xx

haixo®,

Vé-ge Fheilmenie que £ (J,J) 0 & @ste fmobto permite calcular
imedistamente £ (2.3} nFlldiranis 2Y Gem efeifo,
i i
6 oc O )
£ (2,0) = min g ? = 6
i 2 G
- S
, i3 og
B ‘ [ . 7
4 \2:}1) E X et % f S
18 - 0%
- o
b -1
" '
t}E - 0 i
o fa \ . 4 : —_
x \,:.,2/' = LY i 3 = 5,
{7+ OE

Im seguida. usam-~se 0s valores

- s pe e o e ik rh et e AT
SRPICELLGG L AChia €JuAgAC LD

By

T (:i.ﬁO) = LA

de £ (2,j) para caloular £ (i,J),

alunals
5+ 6
I« 12
Poo
. .
- ooy




4=

L+ 5
f (1,2) = min = 6.
5+ 3
Finalmente, _
3 + 12
f (0,0) = min o = 15
5+ 9
f (0,1) = min = 13
1 +12
_ ré + 6
f (0,2) = min : = 12.
_} +9 |

Estd pois justificado que o caminho minimo comega em (0,2) e tem

a soma 12,

Considere-se em seguida o0 problema muito frequente em investiga-

¢do operacional de maximizar

n

S gy (x)

3) § (xl, x2,.n.xn) = =

I_l.

sujeita &s restrigles

Tm certas condigOes, a andlise cldssica pode ser utilizada para
" resolver o problema., Usando a técnica dos multiplicadores de La-

grange, forma-se a fung¢fo auxiliar

Il

gy () ‘/\ Z;xi

¥l

1y (Xl9 Xzﬂ"'xn) = >__~_
1=
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e, igualando a zero as derivadas parciais, obtém-se as equagQes

6) & (x) -A =0 (i=1,...n)
que d&o

x, = h (}\)

(l = l,qonn)

A determinagdo de li faz~se por meio da restricgdo

> n; (K

2By (N) ==

i=1
Infelizmente, os problemas que surgem na pratica raramente podem
ser tratados pelos métodos cldssicos. As principais dificuldades

que se encontram quando se aplicam estes métodos s&8o0 as seguintes:

a) Extremos relativos

Sabe-se que 0 anulamento das derivadas num ponto interior €
apenas uma condigdo nezessdria para a existéneia de um extremo
relativo. O estudo das condigdes suficientes,; geralmente fdeil
para as fungSes de uma varidvel, torna-~se deveras complicado

para fung¢les de muitas varidveis.

Se; por exemplo, cada uma das equagles em 6) tem duas raizes,
como n&o se sabe a prioxi que raiz corresponde ao mdximo abso-

luto, deverdo considerar-se todas as combinagles de valores

(2" casos).

b) Restrigles

E vulgar encontrar nas aplicagles certos tipos de restrigdes,

como por exemplo a; < X5 g.bi, que muitas vezes implicam a

existéneia de extremos na fronteira e sabemos bem quanto € di-
ficil a determinag8o de extremos na fronteira para fungSes de

muitas varidveis.




G

c) OptimizacBo sobre conjuntos discretos

Os instrumentos cldssicos para a resolugdo de problemas de
optimizacdo pressuplem a variacdo continua das varidveis in-
dependentes. .
Embora por meio de artificios se possa introduzir, em certos
casos, a variag8o continua, a optimizacdo sobre conjuntos dis-

cretos de valores exige novos instrumentos.

d) Linearidade

Quando a fung8o objectivo e as restrigles sZo lineares, a
existénecia de derivadas nd3o tem qualquer utilidade porque os

extremos estdo na fronteira,

Neste caso (programagéo linear) existem j& técnicas que permi-

tem resolver o problema.

e) FuncBes nfo derivdveis

A n8o existéncia de derivada em certos pontos prejudica a uti-

lizag8o da andlise cldssica na pesquisa dos extremos.,

f) Estabilidade

Considerem-se duas fungles g(x) e h(x) representadas geomé-
tricamente nas figs. 10 e 11. Suponhamos que h(x) €& uma

funcio empirica. A significac8o da fig. 11 é 6bvia: se h(x)

€ determinada experimentalmente

g(x) /1 n(x) /x
‘ i A
. H {0 | R
I d Vb J’!/"“I";' i }l!/
o |l ”/H
//f- \‘\-—_/ ) |\ ‘ L ! /!/‘ff/
0] %k 0 1&

Fig, 10 Fig. 11
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por meio de medigSes, € evidente que o seu valor para cada Xx
ndo € um numero h(x) mas sim uma distribuigfo de valores.,
Consequentemente, embora se possa atrivbuir um valor a;h(x) com
elevada probabilidade de ser correcto, € pouco justificavel
atribuir-lhe uma certa direcg¢Z@o num ponto particular. Assim,
sera prudente pbr de parte todas as técnicas de optimizagfo
que requeiram diferenciagdo. Deveremos sim utilizar um método
em que o erro final nfo seja’mais importante do que os erros
nos dados iniciais. Este principio € o que se entende por es-
tabilidade, a qual € hoje um dos objectos de estudo da andli-

se numérica.

A programacgdo dindmica deve 0 seu aparecimentosem grande parte,
4 necessidade de se vencer as dificuldades supracitadas nos pro-
blemas de optimizagZo. Ndo se pode dizer que esse objectivo te-~
nha sido completamente alcancado mas os resultados até hoje
obtidos s8o de molde a considerar a programacio dinfdmica como
uma técnica védlida e fecunda para a resolugdo de numerosos pro-

blemas.

Vejamos; para finalizar, como se pode utilizar a programagdo di-

ndmica para maximizar 3) sujeita as westrigBes 4) e 5).

Em vez de considerarmos n e x fixos, tomemo-los varidveis. Co-

mo o madximo de f (xl, x2,,..xn) na regifo designada depende de
X e n, introduzamos a sucessdo de fungles fn(x) definidas pa-
ra n=1, 250009 x>0

fn(x) = médx, f (xl, x29..°xn)

ix.)

is
n_
onde xi é'O e , xi = X,
1
E evidente que
e
T = Y = s0 o0
£ (0) = e (0), n=1,2,

Ny
O

7) fl(x) = gl(x) para X
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Ve jamos agora como obter a relagdo de recorréncia que liga

fn(x) e fn—l(x)°

.~ e . . 3K
Tome-se a "decisdo inicial de atribuir o valor xn

*
X

(0 = x/

x) a x E claro que as varidveis x X geseX
) n’ q 1* ettt pal

i\
17N

terdo de satisfazer & relacgZo.

8) B b Ky heeit X o o0= X = X0

e, de acordo com o principio da optimizacZo de Bellman, as res-

tantes decisSes (os valores a atribuir a Xy Xpgeao Xy l) deve-

r3o constituir uma politica dptima, isto €, teremos de determi-

nar os valores de X3 XpseesX 4 Que maximizam
gy (x) + gy (xp) +eeet gy ) (rpy)

sujeita & restrigdo 8). Por definigfo, o mdximo serd
%

f X=X . ) * -
n—l( n) e portanto a atribuicgdo do valor x, a X, dara

* *
&, (Xn) + 4 (x~xn).

. e . ;+£
E evidente que a escolha Optima de X, deve recair sobre o valor

de'xn que maximiza a funcio

g, (xn) L (x~xn)

e assim

9.) £, (x) = °~ mnéd
o <

A
P
A
P
§

que € a equacdo funcional pretendida.

Partindo de fl(x), determinada por 7), utiliza-se 9) para cal-

cular fz(x), f3(x)9... Em cada passo determina-se nfo sé fk(x)




e
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mas também xk(x), isto &, o valor de x,_ que maximiza

g () + £, (=% ).

A solugdo consiste pois na sucess8o de fungOes fn(x) e xn(x)

para x>0 e n =1, 2,,., « Utilizam-se presentemente métodos
de cdlculo numérico que podem se programados para um computador

electrdnico.

0O exemplo apresentado serve ainda para evidenciar que em vez de
se resolver o problema da maximizag8o para um valor particular
de x e um valor particular de n, resolveu-se 0 problema geral

envolvendo valores arbitrdrios de x e n, Por outro lado, o

problema da maximizag8o de uma fung@io de n varidveis foi redu-

zido a uma sucess@o de n maximizag®es de fungSes de uma varid-

vel.






