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~ A evolug3o recente dos Fuzzy Sets {SCV) -**
~ Confronto entre os caracterizantes dos:.(SCV) e
as vaistribuig:ﬁes das -probabilidades. . - ::
. - ProbabilizagZo dos {SCV)

< ITI " UMA CTASSE DE (8CV)

A classe referida é constituida em torno do conceito
de ordem (pre-ordem) do Reticulado. )

IIT - ANEXOS
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Z INTRODUCAO
. A teoria dos subconjuntoévVégcs (SCV) - (Fuzzy Sets) foi construida

a partir do trabalho de Zadeh (1) em 1965. O desenvolvimento da teoria foi
rapido, porém as aplicagoes seguiram-se com maior dificﬁldade porqué exigia
ancontrar uma interpretagao e uma heuristica adequadas.
‘ Passaram a -usar-se-as palavras "possibilidade"”, Zadeh (2), e "obdrtu-
nidade"”, H&gg (3), para .descrever a natureza dos SCV. / ‘
Radicou-se no vocabularlo o conceito de pr901sa0 de. llnguagem
[Language Crlspness) A551m, uma grandeza, uma prop051qao, uma 1nf0rmaqao,

Zodiam ser descrltas por

ou UmarvarlaVBl~bemAdetérminada;»‘fi P S S
 ou uma distribuicao probabilistica; : ..Ul

.. ou um caracterizante de um conjunto’vago, i - -

2gundao_ 2 impreciséo crescente de que estavam envolvidas.

[V]3

Tarefa 1dent10a foi realizada no sentido de expllcar e 1nuerpretar

es conectivas e quantl?lcadores usados na teorla dos SCV

Esta imprecisao esté para alem do aleatoplo, como mostra S.Nahmias (a).

Uma tarefa importante tem sido a de. enquadrar a teoria dos SCV em
zonceitos formais preexistentes nos seguintes dominics principais, (veja-se

—>r exemplo)

Logice e tinguistica - GOTTWALO (14)
NGUYEN (10)
RALESCU (6)
BANOLER e KOHOUT (15)
WILLMOTT €17)
FUKAMI et alter (22)
EYTAN

Topologia - ZADEH (32)
GOGUEN (31) e (33)
WONG (34)
LOWEN (35) e (37) (15)
HUTTON (36) (13)
GANTNER et alter (14) e (38)
HOHLE (9)

[N
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Distribuigoes {de Probabilidade - HISCAL (7)

e Possibilidade) . NGUYEN (8)-e (10) - - — -
HEHLE (9)

KLEMENT (18) et alter (24) .
RIRDTA (25)

No dominio das aplicagoes, a tibliografia & muito extensa, por isso

faremos referencia breve a alguns trabalhos tipicos:

HAGG (3)

Teoria da deciséo -

Programagdo - FLACHS et alter (38} =

Clusters - BEzDEK v v sy -
Proximidades ' [271‘ EZBJ{ (28), FSUJ-.fQUJ

0 Prof. ANICETO MONTEIRQ,também tem trabalhos sobre reticulados

rzlacionados com (SCV), por exemplo (42). -

Uma linha de desenvolvimento da teoria SCV conéiste em procurar umna
teoria ou linguagem formal que possa abarcar os concei;OS«de probabilidade
e possibilidade como casos particulafes, veja-se, por exemplo, RALESCU e
EYTAN (286). '

Na verdade, o pensamento humano foi construindc uma linguagem que
pode ser extremamente precisa ou muito vaga, mas nenhuna destas feigoes pode
ser desprezada, porquanto todas tém um certo conteldo informativo. )

Por Glfimo, recordar que se estabeleceu ultimarmz=nte uma certa predi-
legao pelo reticulado Z:~3)i;} eventualmente com uma “: - élggbra associada,
e medidas de varios tipos nele definidas. . '

Nas aplicacoes, os reticulados baz2ados em conjuntos finitos tem side

muito trabalhados.




II - Apresentagao do Tema.

Ha essencialmente trés conjuntos fundamentais nesta teoria-

X - 0 Conjunto Universal de Discurso

ﬂ - 0 ConJunto de Valores. dectlnado a valor‘lzaqao de. conjuntos

[-Formulas de dlscurso em X ]

C OJi] - B Conjunto Referencial de Valores

A estes conjuntos € possivel impor-lhes estruturas algebricas e,

topologicas e estabelecer entre eles correspondéncias de varios tipos.

IT 1 - Cohjunto;ilhi'véfsc;il de Discurso (>)

a) -Séjém- 8 C x LT Ce.

uma -algebra dc sub conJuntos de Borel do con-
- . R junto B : L T T

(85 53)" um espéqp mensuravel

o uma medida definida em 53 » t’otalmente finita,

satisfazendo a, Mg &E‘;) =1 .7 ’\'ote se que of'V)B

tomz velores no interv: io LO ij
\ - . -
{‘;6)%8 )Mg)sera um espago medida susceptivel de representar um
esp&ago ‘de probabilidade.
b} Aplicagoes (6)
Seja &G o conjunto de aplicagoes S¢

\7’%66

[
,

oL . 7 e T
‘16. ?L_X/ ——— LO)L

-~
-

e satisfazends 2 condigdo:

VaekXx (_)‘) sara O (A): o se A ?g\ G

G

MC“: se A\ € G-

As aplicacées € (5 sadc uma extensidc da medida '\VV\B , poréem

%QX,%}:D.




ein LJ‘; ' 0.Supremo.do’ Reticulado. ;-

¢4]
‘N

N

Lo

« ~a -~ 3 od ‘, N
ificagac.da criagac de [\ ... ..

L

e, ‘:’»‘:‘:_C ] J U§

Enes

Nem"""‘t_fjalbsf.ééwéqb:cohjuﬁfds*de'”' X+ séé'._}héhéUréveis fjuer por razoes de
forma quer  porQue correspondem: & désc'r‘i(;éd“ "d"e/" éithét;ée's reais nao mensuraveis.
Preferiu-se escolher um sub-conjunto B de ¥ , onde as suas

partes nao ofereciam dificuldades de interpretagao. o
Relega-se para X - B 'tuda'du'é'r}'fcj"é":'é"e"ﬁlnahti’t:éf*{iehté’”if‘r’élevante.

Ao construir’’ SB houve os cuidados correspondentes’,

II Z-Conjunto de::v'Vallores Cn) ' T
a) Seja JL' um reticulado, onde: ° . .

Y e (v sao- duas coﬁectivas duais,  intersretaces como por s=xemp:c

|

majorante: e: minorante;: respectivamente..
> 0 simbold.'de Relagao de Ordem do’ Reticuiado (e geral, e pzarciel’

-

#

O~ 0 Infimo do Reticulado --
Sendo dados <X @ €55 FL [ nem’ sempre sera pcssivel relaciona-

-lcs por meiq:c ‘»0(» )’ (’2 -, contudo para. qualquer <X € SL, sera:

b} Cadeia Completa [x1 em n

Seia dafa uma sucessao {91‘3 onde:

1) x’_\ € ~ L' 3 -5'{0 —_ ofL A ‘v./\/:“ - ‘L.ﬂ
2) Para tcdo o par de dois elementos sucessive: =0, & £ JL

devera verificar-se:

axrd >> X,
2 - MNao existe (3 € JL , tal que o<, > (B > =; , pare

cualquer par sucessivo, excepto se o<, ., = O(m s o(,; - X

- X

-

(=

—

I 3 - Conjuntos Associados Co( - onij

/)o( uma fungao- (1,1) setisfazendo a:

1) ¥ Liﬂ.) = X = = (_o_n_> BlEag tor
2 (Ko » %) = (Rl (e

~

N
s, ‘,/

V (C\’- .' H. (.’(, L iy /‘!\\ e amgme 2o
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conjunto associado a Lo¢) e por comstrucao & um reti-

O
X
i
r
Q
b
L
©
]

susceptivel de ser munido de uma involugao.de ordem

U

K \
culado, onde { > }
e Zai ser um reticulade pseudo-complementado, satisfaz as leis de Morgan}

€ uma algebra pseudo-Booleana.

b) Conjuntos e Cadeiasv Distintas

Duas cadeias completas i_:a(] e L G:‘,E JL dizem-se distintas se:

B Ky € e » tal que oy E\ LEJ

Lot

0]

EPKEE@] ,t;lqua.@x\g\f_d]

e ‘_@ sao distintos se 'f_ofj e E (_‘»—_\, o forem.":

& 0 simbole da classe de conjuntos distintos em E c ij

-~

-

~N

3 .
p ¥ oz o conjuntc dos F}; - geradores dos @,(6 gjL

/ ) \ '
 C : 5 2 & \ o .
L =y ,T"\o( . € 0 espago mensuravel (%(‘ S.sj' gerado por — © munido

" d2 uma medida O,

S’x‘Sime’liza, a \ -élgebra’gerada por :a( .

- § uma.medida totzlmente finita, sendo md(c“>

=

{(normada) que psde ser assimilada a ume medida de proba-

bilidade.

c) Condigéo de uniformizagado das msdidas Mﬁ{

7

seja {To 17V & N um espaco de medida sm | 7

LL J —) > "Co‘j ) m’O\-:'; . LO,;' i _k
Porque ¥,  C, ¢ Eo; V1 escclham-se os Sd e S’cﬁ de tal
. ‘ Wl

A=

modo que:
DY, S, € S

%4 - Lo iy

£

2) <, (E) = C"\Co,’lj (\E) ) V—Eé Sd

e 3s medidas ™, g o _ 3sejam escolhidas de modo que:
et
: \ ¢
2 V(C_%)SO()Q’\O(} £ @n‘

II 4) Caracterizantes

al Seja dada a c}lavs.se de-;fu,nt;ées

D . ¥ —> {1 -~ - end

(0]

/(é " e ' &2 um conjuntc

de indices,

’»r"l - i
1A
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isto é:‘
VOCCX)’_J.M € N tal que &/\’:wk
e para V%A Ev\ﬂ." |

cada % (3;) representara (ou € o caracterizante, ou a indicatriz, ou a
caracteristica, ou deflne] -um sub conjunto de

X [eventualmente vago] {Fuzzy].

b) Composigoes K

LP:-.A:FO( ) Q.\é onde ¥, QC_Z; .
\fd,( € I:O)lj

-Os “'(,;(',( podem entender-se como caracterizantes de sub-conjuntos de

X ., mas tomando. valores em [o j

L /Se. ¢ For o conJunto dos | lo(/( d851gna se por ¢ [o J] ,
3 r‘estrlr;ao a & C X ..+ NO ‘sentido’ segu:.nte. T

(@ e de, (€ 06-9) = (x2=)

II 3) Medida de Probabilidade (Vaga)

a) Espago V -mensuravel

Segue-se, agui, o metodo de provér de uma mensur_abilidade vaga ¢ de
uma madide vaga .de probabilidade expostos por Klement, Lowen 'et'Alter, em
(18), (24) = (32). ' _

Porgue nos anexos 3 e 4 a matéria esta sintetizaca, limita-se 2

exposigao das conclusoes principais:

_X
Definigao: T_C_ ‘LOiJ e uma (—élgebra vaga sse:
1) Vo! constante entéo.o( €\

2) VLL X = (f\. >€ S [pseudo—cdmp1ementaridade]
3) VW €T "> Sup M ES ) Vemgw

(X>q> sera um espaco mensuravel vago ou( V' -mensurivalj

b) Fungdes V -mensuraveis.

P

Ve \ . . . - s -
se { K, t> e ( )’)G /1 foram dcis espagos .V -mensuraveis,-entao
~ .




define-se fungao mensuravel vaga (ou V' -mensuravel):

1 (x,E) s (v,

i
.

satisfazendo a

D) et

c) Medida de Probabilidade Vaga ou ( v -medida de Probabilidade)
- e S T
Sejg: o, Lo —‘7“E°,13) L/\’-J“j e um espago Vv -mensuravel

satisfazendo a:

1] con, <¢) = O .. e ™My (EQ,Q): i {Normalbiz.aqéa)
2) ,'V/«t vf'::‘-,qm (uv))).‘.m }a/\\))—- V( ARRNTEY
: A : 7 (o_a.&-\ ‘\l.\d&l
. . . \ \ -
3) V(}xm e e {r'nm)l ! >:mv(um)\ o {u\’
)} W \l '/
" mEW
onde \/ e /\ e o par de conectlvas duals 51gn1F10ando max e wlq,Arespec—
tivamente.
0 triplo {ﬁ"if ™3, % € um espago de probabilidade vaga.

Esta definigao confere a (™M, as propriedades seguintes:
monotonia ’
aditivo 4
Nao & verdade porém que seja necessariamente
;o
o id) = X
~

oen (’f-l.’-’; =4 o (\ﬂ) , X = Eo):\]

TApe) e pe<s (o L p) >(””‘~'U‘“>J””"\’)

tMEwV

Simbolize-se por ( G} C:— @ﬂv@)o espaco de \/ -probabilidade
restrito a B C X .

II 6) Caracterizantes definides em J UL

seja  h - N1 ~—>lot f



onde to)ij € um reticulado pseudo-complenentado, dispondo das ccnectivas

V. /A . (max.min), e a.relacdo.de.ordem {3} & munida.-de .una involugdo de
ordem. )

Compondo }1 Jl > 1:0 .a._]

obtem-se - Y7l e [O L

5 «...-\: I Y. [l R

A d1‘1cu1dade reside em prOpor “uma : deflnlqao"
porque em JU as conectivas sdo \1/
definidas V/_ e /'\73-’. C e o T

e \-rw"

II 7) Classe de cé{-acfefiz’éhi:‘é‘é';i‘é‘f-"-‘

’Refere-se por ultlmo a* vantagem de’-Formar classes dc retlcuiados, cugos

membros gozam ‘de certas proprledades.\ As referencms ”7] 28], (29], €39y

e (40) constituem um exemplo de estudo de uma clas“, de c=ractarizantes que,

da esquerda para a ‘direita, &' descrm’co como uma -Funt;eL mons ona 30" uecres-

- ~—-

cente ‘até um certo ponto “‘*’xmc, X passando ‘a’ -runc;.a’* 'a mon’*tona ~ao crssce’nte'
Dara XK Y x T e IEEEEFCIL S S B E U T S SR SO N T WY

Esta classe pode "mddélaf" Um conjuntc vasts e ‘situactes reaﬂs.'e‘
[;‘

por outro lado formalmente, possuem muitas proprledamzs esp301f1cas. SR -

o

IIT - RESUMO

R
Y

Métodos de Valorizagao

Os varios modos de valorizar conjuntos de 9 (X) poden reconduzir-

-52 a30s seguintes:

a)Oefinir uma medida de probabilidade omg =™ 3 c X.
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onde e éfdmaZValégigégég'bara’foﬁo'O"COnjunto E  mensuravel de B
s D . ‘ !
:\': &-;B) L o e
L) Definir conjuntos vagos %u : >“~f1 @ usar um criterio, -
como por exemplo Su-\v (»2- L':C) V’x E X) para valorizar o conjunto
vago aeqo01adc ao caracterlzante ’%A « B ’ o v

- -

c) Definir conJuntcs vagos J1 e depols por F: JL > = :)A;

o - x N <. s

d) De um mode idéntico a c) mas definindo caracterizantes de

e .
Jr — 0\{}\ erm vez de lengar mao da classe ..

'x.e] Definir enu,(-__qu'o)X\ ‘uma probabilidade -vaga, cono-.faz

.,

Clanent st Alter fII 5, 31 gpwu§and0‘c metodo de Hirota..... = ..

Todos .08 me»odos dao ozlgem a .uma valoraqao de ConJuntos [onde 0s
conJuntcs holonlcos - [51n letonsl desempenham papel 1nportante] ‘Mas .num
certo "Contexto de dlscurso , essas varias valoragoes cevem estar .em correspcn-

déncia com propriedades aﬁ_atributos”distintos dQ Real que:esté;sendo sujeitc
a modelagao, de outra forma a compatibilizagao sintatica ndc .seriz conseguids.

’ Dai‘ésforgés'heuristicos constantes para encontrar sara -s conjuntcs
vagos uma interpretagao - ha uns anos tem sido avangado o ccnceits de "Possi-
bilidade” - em contraste com o de "Probabilidade”.

A decisao himana interessa conhecer quais as "possibilicdades” que
sao oferecidas, mais do que gual a decisado mais provavel (ou-que sstéd na mods,
ou que 2 mais frequente). As duas valoracoss do mesmo conjunto universal
podem ser efectuadas, deixando 20 decisor a escclha. ‘

Finalmente, uma referéncia as linguagens de alto nivel, zal como
anresenta Eytan (26), em "A Toposlogicel Point of View”, as varias teorias
para valorizar classes, sub-conjuntos de um dado conjunto universal, sao
pzrticularizagoes de uma teoria geral, expressavel numa linguagem superior

mais geral e potente.
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Anexo 1 (SUBCONJUNTOS VAGOS)

1) Todos os subconjuntos de um dado conjunto universal de discurso X
podem ser especificados por um "caracterizante” *[capac_ter{sticafou indicatriz].
e este nao & mais do que uma aplicagao ¥ : X —> R ., onde R represen-
ta um reticulade.

' Assim, se c reticulado R for o de Boole QB = (O)i) e associando o

valor 1 & frese semantica "o elementa == € X pertence ao subconjunto A,

de X " e c valor 28 3 frase "o elemento =+ € X nzo pertence ao subconjunto
A de X ,entéo R e a indicatriz do subconjunto A .

Existe uma relagao 1-1 entre os subconJuntos A e as respect_;vas indi-
catrizes {(ou carecterizentes). ‘

A natureza de /- R < , F , onde P representa o con_]unto das
aplicagoes ‘? prev1stas numa dada Teoria de subconJuntos Vagos (SCV] é
determinante nas sropriedades © estrutura dessa teoria.

‘ 0 cenjunto universal de discurso X mais usa&o e a recta real, porem
conjuntos com um nimero enumerdvel ou finito de elementos é usual em aplicacdes.

.

Quartc aos reticulados (R), convém distinguir duas classes: ~ e © .
J g

Sencc o.J &rE 8 i 9.7 sao elementos quaiquer do conjunto de
base ‘3_ do reticulado R ,

—_

2 i .
ese 9 ("";9’) € R . for possivel definir oax Lo-. by =

A\
3
C
]
m
¢
\f“.’.’
Y—f
1)
> 0

2 e & R

¥

estdo esta classe sera designada de . , ou tal ndao é possivel para alguns

pares e entac designa-se de i .
¢ oy N
Os raticulados { R) do tipo - sdo munidos das conectivas % = A .
Onde:
¢ Q:) . 3
\ kC\./ J e interpretado como max CC\-, o
{ o °
A (C\- ) .QJ) 2 interpretado como min (O\,} )J'\
Se o reticulsde for complementiado ou pseudo-complementado pode definir-se:

_'! - o~ — } R
S . poved A

onde 1 & o simbolo doc elcemento do supremo do reticulado.

8 €& o simbolo do elemento infimo do reticulado.
fics reticulados do %ipe Y , as conesctivas mais usuais sao:

) b v ! . . . -
q/ Lo Y inmeroretadn comn majoranteo (¢ f L'

'J

~
/f\ “ ) inLernreia corms minorante Yo r)
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Estas r‘elat;&es assentam na relagao de ordem(}) do reticulado ® .
Uma classe de reticulados do tipo A muito usada & construida com

base nos conjuntds' adiante definidos (11, GOTTWALD)

[ <. ’ ‘
Rm=\::7105‘5$<“\-'} o > 2
para oM = 2 QJJ e o reticulado de Bocle usado nos conjuntos usuais.
obtém-se reticulados onde & sempre possivel definir

max e min (como alids em R, ) e card (ﬂm) e finito

ou enumeravel. - .

o > D QM

Simboliza-se por Rw = [.o) i_]

Repare-se que a relagao de ordem dos reticulados do ti;ﬁq Rm ( é

vai permitir formar conjuntos '

- R () = i \ Fe€r, 2 {(0gF &£d)

fﬁA
i~

onde ‘ A £ [ O) 4,‘
oA simboliza o"grau de pertence"” ou "membership level”,.

conceito semantico fundament‘al nas teorias de S.C.V..

Sac evidentes as seguintes expressoes:

R (1) = R
Rew (0) = o
£ B R (£) D Ry (3

!

Vo( Q.w (1) o R_.. Lot) 2. RLJ) D Yin ‘io;:

Semanticamente (1) representa a certeza absoluta na verdade da decla-

ragao e (0) a certeza absoluta na ndo verdade de uma declaragao.
A dificuldade semantica que os conjuntos vulgares introduzem €& esta

"abscluta certeza” no sim ou no ndo, quando a informagao recebida ou emitida

e apenas verdadeira num certo grau.

2) Sistemas de conectivas

0 sistemz de conectivas mais usado e max e min mas muitas outras formas

tem sido apresentadas e convém referir para mostrar como € vasto o campo por

explorar. .
Assim, Yszzer (21) para o reticulado b= [o 1] , pseudo-complementadc,




sugere uma intersecgas da <orma:

Anpe:é

onde

~ - ~\,
LOTVC o 3 i

de que resultam os segulntzs cascs particulares:

[ Co () = orvien LA {(x), € ("@>1

z ; . { . roa N U
Yam i. :.,P (‘_‘1'_) FECY 7a AV () o) ’ kA ' e ’.\A (\95} - = »'»C:_.:’,‘ ‘c
- ‘o 4

{ £ 4 NS
= waox i D, A=) D)L
« 7
Esta definicado czonszrva as propriedades de &ssociatividade e comutati-

\

. ke - . ~ AL = —
vidade e <~y (jc) € monoto-icamente ndo decrescente com A {It: e ou EZ.(~“:

S0, AL = T

i (1‘,/X LOC) - A C?C)
e como proprieczdes rcvec

A 35-'\] [).?-_ pat (\?f-':} < 21 V.‘(:; (;‘:u A ('x) AL \6‘\‘ ‘);;

Ao DR () = A
B oy B Cx) s Momaan(r B U= Ay LN o

Yzger perz defi-ir uniao L! usa a pseudo complementaridade de Zadeh definida

N
cNmo:

7;\.:/-’;:1../'\.

entdo sera:

‘ . )
S = B Up Bl = e (4 Tanste 5]
F - ~ Pl ‘? < el 41‘ . v. & U T

Propriedsdes correszondentes as de intersecgao podem ser demonstradas.
Dutro exemplo & dsvido a Gottwald (11) que constroi a sua logica a

partir de ¥, ¢ R e cefine numerosas conectivas:

TA() = L - A(s)

/\-/s (f\ (;(_') B .x ,) = elan : A i-l’Q’)J ® (xJ‘J
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\,’J

l

A

1—-:)“’

A média e variadncia sdo definidas comc se segue:

(A) - : ( x.n(?)'&l"

LAY ]
I .
e ’ ¢
VAR, (B) = ==} (x-mg(a) [,0) 42
M
A entropia toma uma forma corrente de :

Pla) - -

NV

PREDE Fx‘ log P
N SR 1P S

—

-

1

Lo wnA

que tera de.ser eniendida como a entropia de um conjunto vagoA’ com relagac
a uma cistribuigdc de probabilidades 1L .

Assim, se * e Y forem duas variiveis aleatérias com distribuigodes

de protssilidade £ e & ,seve  HDwv) = Hixl + Hly) 7
] = /A\ thL/A/ '1“‘.?;_8’; —S+ =
sers HPg (A B) = P2{A) ,
‘ ? s, '/1 - — i L&.\',
?Q - '{ Fl. q:j I ’{‘\.l o 7/
e .

Nota final: 0!
Porque: A2 = X(x.te

eri: P(8) = g Mofz). D) Ave
R~
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Hisdal (7) para estender a probabilizagao de conjuntos vagos a relagoes

vagas define:
- Dois conjuntos universais de discurso: )(A' e )(2‘

- (Y . - . s :
- >/ = (\ ;IVQ) uma variavel binaria vage que toma valores em

X,XX_;,—"-X

- . (4)
-1 (:r_ |\ < ) a distribuigado da "possibilidade™ de Y-Z ,
Yo lya N2 170 C

desde que a )q tenha sido dado um determinado valor

o€ Xy
)

) -“TT;1(521) a "possibilidade"” marginal para 7&

Repare-se nas correspondéncias seguintes:

Possibilidade &— Probabilidade

Vago (Fuzzy) &—> alaatdrio
TV {—> P (probabilidade)

E facil aproveitar esta definigao e respectivos teoremas para aplicar

a relagoes vagas entre X; o X‘z .

Assim, se .g) for uma relagao de )(‘ para X. entdo é possivel

2
calcular

,TT”'(fii&) — - (;3:‘) ° f’
nde © e o operador_max.min'(tratam-se de reticulados do tipo A).

Nguyen {8) trata de um modo semelhante as distribuigoes de pbssibili—

gl . -
cades. isto e, @poiando-se na teoria das distribuigoes de probabilidades e de

mgde gue se o caracterizante do subconjunto vago degenerar na indicatriz de

- 0
un cariunto vulgar, as distribuigoes de "possibilidades” reduzem-se a distri-
tuigoes de probabilidades.

Nas condigOes anteriores,

\/\),‘Cocj 2 Possibilidade { Y= x
—(}/ (A) = Su.\a ’\'\/; (:C)
XEA

onde: A & um subconjunto vago de X .

Assim, sejam dadas:

Uma fungao ~$Y =
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~
!

? oo
7T [e, 1] — [

se
Entdo Y, e iﬁl sdo T -independentes, sse
I~ e ]
(x,, .y = T i 4 { i1 x J
'?(Yx;‘in. s =1y Url)’ i)’L( )
r - 7
< O [ T(He0, 1, 60)))

A d‘istribuigéo condicional ser& dada por:
D \

(v, ]n) = § (3,%) o

¥ - i

~ ! ’ly-')lil)

, ]
,fylzn) (%) ]

.
{
j

i

2 .
onde ot ° Epr ‘]"‘? R ¢ designada de fungdo de normalizagdo e & escolhida

de tal modo que:

. ’J
- h -
e \ i ’ i
flmpllca) =0 ;_L [ /72 = :; & }
i B H i ~ !
R Jvy ™ ! 7 -

Finalmente, o operador é}( )pode tomar a forma de Su £~ )

Sobre este tema veja-se tambem H#hle (9).

7em interesse referir o trabalho de Klement (18) sobre O -Algebras-
-vagas e fungoes mensuraveis vagas. '
Porque os trabalhos apresentados até 1980 foram desenvolvidos em

torno de classes de fungOes vagas da forma:

M - X =2 7

X  munido de uma T -Algebra ﬁ R I?‘[—DHJ munido de G” -Algebra de
Borel
Assim, o dominio e contradominio de f« sd0 0s espagos mensuraveis,
respectivamente ()(, R) e (y’ B) que 29:9 sao espagos de conjuntos
vagos.
0 progresso efectuado por Klement consiste em partir de espasgos de
subconjuntos vagos, . apoiando-se nos trabalhos efectuados em Topclogia de
conjuntos vagos, nomeadamente os de Lowen (41) e (37). Porque neste dominio

= . . . . wi pad s 3
ha copiosa bibliografia, sugere-se as referencias seguintes:

{33), (341, (101, (11), (12}, (14), {13), (15) e (2B}
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Uma medida J (’JC> > Lo l]

satisfazendo a A
A (g) =0 & T (X)
sendo (-PLX) o conjunto das partes de X
Entao: | |
"T‘(H‘r A)\.) = élé.?'ﬁ—(p\x)

onde X €& um conjunto de indices.

Donde Tesulta que “ﬁ‘ e:

. . . o
. Ac8 = T (A) ¢ ™ (3)
o E subaditiva.

N
° "W’ro:j) ;f(gc) pode nao ser identicamente nulo.

- - - o)
A extensao destes conceitos as distribuigoes de possibilidades faz-se

definindo:

Possibilidade de i}l ser A} =
Swe | p, ) A Ty (29 |
onde /"LA (oc) - Caracterizante de /—\

—_ ! - -
\\Y L’.E)__7 A fungao Y
Repare-se:
— Y - ' 20
1) Tanto “\y como /uA operam de A .— L O} 1_}
2) A forma reconduz-se a conceitos classicos quando o caracterizante

degenera na indicatriz de um conjunto usual.

Assim, pode ser introduzida a nogdo de distribuigoes condicionais.

Sejam: )(\ e X dois conjuntos universais.

2

. . ‘ s T i
%(Y-)\/z) Koox X:" 2 L2 ]

3\\/\ (:x:.) = Rg (e ¥2) (I‘ )’.I_.l)
3‘( () = B, Sﬁu. ‘/.»)( %)

Bx = 9,1 'sao operacoes ‘de"misturs” sobre - x" e 'Xz , respectiva-

! Z
mente.,



e v ‘ ‘ ’ 301

Cada a extensao deste dominio, preferiu-se produzir duas sinteses

que constituem os anexos 3 e 4.

Anexo 3 - Resume os trabalhos de Klement et Alter, (32), (18), (24)

Pnexo 4 - Resume o trabalho de Hirota (23), em 1281 que langa mao
do conceito de espago parametrico a abre eventualmente

uma nova.via a probabilizagao dos subconjuntos vagos.

(1) 0 Termo "Possibilidade” descreve um conceite praximo de "Probabilidade”

na forma mas distante no significado.
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Anexo 3

Este anexo 3 e uma sintese, sem demonstragoes, de uma teoria de

SCV, sua mensurabilidade, probabilizacao, abstraida dos trabalhos seguintes:

ZACEH 1968 (32)
KLEMENT 1980 (18)
KLEMENT, SCHWYHLA, LOWEN 1981 (24)

0 objectivo & mostrar a similitude dos metodos usados na construgao
formal de espagos mensuraveis, e espagos medidas tanto em conjuﬁtos vulga-
res como vagos.

Este anexo 3 tem duas partes. A i‘a parte, baseada essencialmente em
f18), ocupa-se da mensurabilidade do esﬁago (na teoria de sub-ccnjuntos vagos).
A segunda parte introduz ja medidas de probabilidade e resulta sobretudo da
sintese de (24) e: (32).

1.° Parte (Mensurabilidade)

um conjunto nao vazio
o intervalo .

a ‘zr——Algebra de sub-conjuntos de X

o Hx

19)Definiges =i . Algebra—Vaga

= b _
le X 6 uma S -Algebra-Vaga sse:
1 YV x constante | <K E 7N
2 ¥ M N =L n £ 2

3) Y % })°“R - <§" ::%; En*¥? }AP‘ £ 5 Von € WV
. P ’

onde ™ € um conjunto de indices.

J—

. [ -~ . .
- Os conjuntos vagos pertencentes a O sao designados Conjuntcs Vagss

fienguravais.

-~ 0 par ( % )wﬁl} uym 2spaco mansuravel vago

s T ~ - e G 5 . N[
- A familia J° de todas as fungbes mensurdveis < (X- . CX’P\J—}, ,;T,GD

———
-

e uma > -&lgebra.
- Seja & sequéncia [%)A .e.or»\ ] , entao Efml )"m éﬁ‘] com ™M E l‘fA

! -
- Seja a seguencia convergents pontual 1}4 1‘5~-\ *J em Lo fﬂ« -
/ cn —
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Prop 1) 1) Sejam: (y ><§) um espago mensuravel vago, a fungao
- f

L XY

i
i

Entdo: S’{‘ (ﬂ‘) & S -3lgebra vaga em X

2) Seja (X , <) um ESP. MENS. VAGO e YV € X ' ndo vazio,
entao:
I/ = { /y\ /AQOJ
e uma <X -algebra vaga em Y-

Com efeito: '&ﬂ\ L0(>
S ) = L ()

t -1

(s ) = Sue F() , mew

e

Prop 2) Se,]am \ 3 \ g‘}} a familia de todas as -Slgebras vagas am X .

CEntao () e uma N -3lgebra vaga em X

[
3€v

Introdugao de Fugoes Importantes

Definigao de simbolos:

T (X) Conjunto de todas as Topologias em X

Tv (X) Conjunto de todas as Topologiés Vagés em X

A (X) Conjunto de todas as <& ~3lgebras em X

r A\ : -
Ay \XJ Conjunto de todas as <§ -4lgebras vagas em X
(r b

WX / Conjunto das partes de d

T & Topologia assim definida S] 0()3:\‘ \ L X l U &_3:}
S v

v . Definigao de Fungoes »
| a et ?C’f‘) = 1 (X\) com T('I/.E___>L(€>
ﬁignificando: L (E\) = SJ\(_: P—‘ (‘\-\" N V/.w € c

- e s2ra a topologia inicial em X para a familia de "fungbes" & e a

Topologia “Tw
) X1 9(\’.(5?() — A X) Coorn r‘\(h) >€(£>
onde K (E) = S\X‘tg}u /J."Y\B) R VJ HE € a mais pequena <§ -algebra em

i _ .- L ’ L . . - e
pd , “crnando as Tungoes contidas em E mensuraveis em relagao a % .
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-— N I ~ \'~ \ — .
¢ . P - ¢ s o) — f . \ —y
c) w Lot LX) —> T:. ',\X/, CEJm € \_X/,l . — W (_ v
- g o =0 . - - (y >
sendo W { D= b (R 0 conjunto de todas as fungoes de ! X SV
~ 7
/— - -..‘— ‘ .
para A Ve . :
ey - e
. a :" v ) ; N\ A PN A N
d’ j - '-,;“’-,' _ H.F e com e oLt L T Tk
oy A\ - A\ 5o . . ~ - .
sendo /& ' TV O/ e 0 conjunto de todas as fungoes mensuraveis
de” ™ ,- para U O .
- . (l—’ i y"'\ —_— —-r fX“ R E —t ,-\]
e) 1+ . & VRS) —> VLK com (AR —> V=)
sendo .U . a mais pequena tcpologia mara X contende € .
. 7o, W\ AU IV AT Y Lot A e
fl AL Lo ¥y S AIY) com A X]lE o ATE,
. N b s § y - 4
sendo . £, a mais pequena <& -3lgebra em % contendo o -
4 4 - -'",\a ”,—1 : x\ — = ~ -~ s ., l ’:—) '~~-
g) T R P e com ¢ (™, 1L 3570 %,
ssndo -~ +~*- a topologis vaga em . mais pequena cosisndo = .
.- e ."4, N N ‘_.‘ c. = e
h) 7~ 5 . D == P com ‘-1..; SRR S “_f—
sendo = ~  a mais pequena v -algeora vaga contendc .,
7
R I ot e (= O TR - -
i} v SR bet R —_ AN (—f- ’:' com X N L= ..-..;) ‘ -
te J . s
sendo: S S

3 ?\ . ?(\1’ v) - X (’\_L‘;\)) com © (? N"\>i__>f et
sendc: AN (8) = \t/*“(]:/,i]\/ “ meg )‘:';' € _.ﬁiJ L
1 . / 1o
As principais pronriedades des:zs fungoes sao:
1) , K) ':."; T) r’"ﬁ}”-"x"; A sdo sobrejecg3es isztonas
2) )"-\.- s3o inj=cgdes isstonas
3) ’\’1 5y ‘ 28 ; = sao idempotentes

4) K o ) = X&A(g} ' id (ideal)

5) N 07U = A E {2 (x)
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Definigao 2 < -Algebra Vaga em X diz-se gerada sse:

3 Q-Algebra A em X tal que & = % (P«)

Prop = 2 se | € W oo L (8) .
: oy | ¥V £ €T

& = T o« (LE?

i1

entao:

~
- -

1) £ € a mais pequena ~> -3lgebra vaga em X que contem e

2) Una <N -3lgebra vaga N & gerada sse % .
Donde resultam varios teoremas, como:

WoeT = & o1V

\j o A = T o TV

Al = xo ()

—

X, W '::'Q'.‘o‘t\"/'r (x)

T ()= (7)o ()

(NS /

4 \ ~- . fod . -~ .
onde (._\' e (v sao aplicagoes isotonas (pseudo-complementagdes) 2 ainda os

seguintes Diagramas Comutativos




N T (x) ——s T (%)

a 7 (1) k T(x)

5 T(x) =, 79(7‘)

Prop 3)

Pir) ——— A, (Y
o - o) s AW

ol F

T Y s oA

Para cada:

fungao S X — Y

sub-conjunto £ de P (Y)
-A

sub-conjunto vago & de 1

G~ -3lgebra A am Y

Temos:

S NG
5 TEUE) = (E)
s o ({HE) -

6 i (U(e) = e

306
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7 Ty = (3
o e F'(2)
9) 5"(5) 4-‘ Q

3}

Fungoes Mensuraveis Vagas

Sejam (X,Q) e ("/)5-) dois espagos mensur.éveis vagos.

Definigdo 3 A fungao J: (“15) — (Y;ﬁ'} € mensuravel vaga

(ou V -mensuravel) gse: ,J"(ﬁ') C E
Donde resulta:

1) Sejam: ,; ,‘()(F‘E_)'—’»(}',Q’)

- fungbes mensuraveis.

Entao 3<F N (x/g) — (Z‘ (7) e também uma fungao

\/-mensuravel

e §:(yo)— (Z,v)

2) Sejam: :f.' (X, 5) — (\/40-) uma fungao V -mensuravel e
& um sub-espago de 3
(=, %) spag (x,£)
303 . g - '
Entao: J/Z .(Z' /é)_> (Y)g)
€ tambem uma funr;éo V' -mensuravel.
U . : K ~ 1./ -
3} Sejam: ,gi X — Y uma fungao e ()’,U’) um espago V - —-mensuravel..
- ) '
Er:itao .{ t (0’) € a mais pequena G algebra vaga em X que torna

.,f V -mensuravel.

- ~ oy :
4) Sejam: & um sub-conjunto I e _% (C)C %

Entéov ‘F (7\ ;E) - (7, ) (E)) & uma 'F.un(;éo V' _mensuravel.
5) Sejam (X, 7) e (y/g) espagos topologicos vagos.

Se :LX, j) — (Y' 5) for uma fungac continua e vaga,
entao g(}{'o/(':(}) — (y, G(é)) € uma fungao \/ -mensuravel.

3
Prop 4 Se - (K,&) —- (y/ U‘) for M -mensuravel, entéo

j :(7., i<(€)) = (v, k@)

serd uma funcso V -mensuravel.
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Pregp 5 Se ! ('}‘;,E) S ('ch’) for uma fungdo, =2ntao sao equivalen-
tes as seguintes propriedades:
o) e
2) 4' < 3

n ) < §

Corolario:
, : 0C & uma ¢ -algebra vaga gerada e f: (x; %)—‘7’ (Y, V)
i -1 ) .
| uma fungao sse 'f (i(}(v’)) ¢ K (U) sera ,f) V -mensuravel.

Proposigao 5 Se (X,A) e (V,D) forem espagos mensu:z-iveis

g_‘; (X,A) -‘9 (¥, D) e mensuravel sse Tf" (X, {(A))-? (\/,i(ﬁ))

for ¢ -mensuravel.

Produtos de v -flgebras Vagas

Sejam: a) X um Congunto nao vazio

{(Y:} Cy)
mensur‘avels vagos.
ke

uma familia de fungoes.

JC J }’ uma farilia de espagos

. Nt
) dl \S°§ f} U}'j) a mais pequena <& -3igebra vaga em X
: que torna /| % "X (Y; ) \/ -mensuraveis,
: S + P

e tacil de ver que:

1) f;{ ¥ (\3 = T(4 ak;m”

2) Se: { (Z,V) for um espago mensuravel vago

?:2 — X uma funr;éo_
{: lev) = (» £5 {'%)
serd  \ -mensurdvel, sse ( {J : .{),‘ (Z,’\)’) — ( Yj, D:)
(U

. r .
« = - - kY
for ume composigao /' -mensurdvel pera v J9E€ -

< rq

i sl i e PR b B 8 e g
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3] % (Gj) e @ maior Gﬂ -algebra vaga em X possuindol

v -mensurabllldade

4} Seja a) >< um conjunto ndo vazio.

{()31 U})‘ j é.jt uma familia de espagos men-

suraveis vagos.

i 3 : X-—)Yl }6.3{' uma familia de fungdes.

soe 4 () < x (7 4} ()

Entao

con 1! A A
jég J(j(A}» (&63 i 9))

Definigao 4.

Sejam a) 4? ()(}, b’) ' 36 J }. uma familia de espagos-mensura-
veis vagos

> ?P}"‘-y}gx}"’( | jev t

uma familia de projeccgoes.

Define-se C/ -algebra Produto Vago como:

: -1 :
';Sé»g: Y:J (%) simbolizado por Tgf' '\_.a/

2° PARTE - Medidas de Probabilidade Vagas

Os dois pontos de partida sao as comunicagoes de:

ZADEH 1968 (32)
KLEMENT, SCHWYHLA e LOWEN 1880 (24)

Definigao 5

Uma medida de Probabilidade Vaga (m) €& definida como

m: T — 1

sendo (Xnﬁ’) um espago V' -mensuravel
[

041 da U( -algebra dos sub-conjuntos de Borel de I
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e satisfazendo a trés condigoes:

1) o™ (gﬁ\) =9 , ™ /’:::_\ {Normalizacgao)

2) V/ﬁv\.) VEI Y e (uV‘D}-\-"\‘”\(\M/\\')): w,(ul\+c~x(w)\

/ J
{aditividade)
v [ A _ . \ v / N A A
v Ry D e £~ - 1 LAV O B P 0 a0
3} N P N ,\,L N (L ]"~\}i { ; } ——> L5 ,-ur'y <o {
. o EN ~ e W .

(continuidade por.ktaixo)

’ - N -
‘Ao triplo !\X N s 5 ¢~ ) da-se o nome de espago de Probabilidade Vago.

Algumas propriedades mais_relevantes da definigao 5:

S . . » [ \\ N,
al v oou Y =g ol ow e 7 ( ) I
M FAMEY = e (M ey
&~ & monotono
o N, e . {  ‘ A - '5\,_ C s 5 LN / ;"\
o) Vo we o (wa = 3= Ten (pviz e (laem ()]
c) Se & e ‘3 forem disjuntos .)‘.q , i:.._ € X , onde ii\ e ib‘ 5380 0s

I

~
supremos de = e (G

- 2 % I N .
Entasc o LiAUG/ - ™ &-‘“A} T {\ X

mas nao sac, em geral, satisfeitas as seguintes propriedades:

YA constante 1 oA (o) =

Es \ - .
- . 1 E
"'1 I A< . ~~ oy Ly = g S R
/f TN < K /_.' J P \.‘ , ,:
4 Vs — . ! . 7
\v‘ { ‘, \\r\} é <‘ ;!..\ é N . 7\ ,‘IA:"\ c,-_; :"\/ R ‘, /. Z"\/ \/ o ( H, l
’ . . .
o L Nmeys ‘7 Y,

Para conferir integrabilidade o™ e para que os corectores a& usar
na definigac sejam apenas os do reticulado C\,/J /\) os autores ja referidos .

propuseram:

Condigao (i)
U (A ={U~,c’~) cxxx | p Y] = AE

pars ¥ A € K (<) e um dado {Xj"'{')

Definigéo B

Uma medida de probabilidade vaga o™ em (x )‘S) satisfez i sse:

<3
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. o z', A j\S’( 1 - \ — {L\ oy (}A— l\(’,—v"\(lu‘;(\
\./ ] AN 5 “'({"c‘)

Vaex(s) L W (A + ¢ 2 p(Wex

Note-se que se se tratar de <§ .algebra gerada vaga a condigao
U (A> 4 C} & desnecessaria.

Proposigao 6

Seja: cL (ﬁf) uma <§ -3lgebra gerada vaga
< uma sub- & -algebra de 4 (’)ﬂ‘{f
? uma medida de probabilidade em (_X 5 :ﬂ‘:}

entao:

a medida de probabilidade vaga o

oo, “»TS"“_._> x O ¥ S g s a_ ,E'
7/

satisfaz a condigao (\i)

Teorema Principal:

~\ \\
Seja (x )(S” o um espago de Probabilidade Vago onde &= L (J‘B}

uma ‘8§ -algebra gerada vaga, entdo as seguintes declaragdes sado equivzlentes:

1) o~ € um integral, tal que c~~ ()A> = S/A a e
VMes

2) o~ satisfaz a condigao (ﬁ,}
3) o e linear

4) ¢~n € aditivo

5) ©n e homogeneo
Aditividade com relagao a uma t-norm
0 problema reside em testar outros conectores para aléem de (/\)\J)
Sao experimentados dois (1} Sc) assim definidos:
PV = conox | p(=Dev(=D 4 o]

e o dual

o M=) = conionl U (a2 4]




ly e fbc degeneram em !’1 e Y quando aplicados a conjuntcs vulgares.

Teorema 2

Seja: G-: dL Lft) uma U/ -algebra gerada vaga e
a1 7

entdo M € um integral sse

1) S:tisfizer a 1) e 3) da Definigao 5

l)\f/‘z}?égl ‘ mg}&—l;j))+ m Vstp) - m(/«)em(p)
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Anexo 4

HIROTA (1981) no seu trabalho "Concepts iof Probabilistic Sets (25)

explora o mesmo terreno mas avanga no sentido de uma maior gener'alidade, uma
vez que trata de conjuntos parcialmente ordenados (POSET) e estuda, por in-

clusoes crescentes,

POSETS : ‘)
RETICULADOS

RETICULADOS MODULARES

RETICULADOS DISTRIBUTIVOS

ALGEBRAS PSEUOO-BOOLEANAS -

ALGEBRAS BOOLEANAS

Hirota introduz o conceito de espaqb paramétricd recheado de ambigui-
dade dos objectos, variabyilidade das respectivas bropriedades, subjectividade
dc;s observadores e evolutivo no dominio da aprendizagem e conhecimentc. |

Representa-o por uma. .trl'ada’-( j\_) {3).9) que descrevé_ um _es.pa.;o proba-
bilizado e o outro espacgo € ('):Q)L]) B) que & simbolizado por (._,r\;.c,)\gc)
onde & (caracter‘itzan'te] recorda que (JL;')B:) € o espago mensuravzl onde
cs caracterizantes tomam os seus valores.

0 conjunto probébiliético no espaco univ-er‘sal X 5 definido por uma
fungdo aleatdria com dominio em (d’l 5 3 y P})-e contradominio em (\Jflc )\3()
para cada objecto X € X . Assim 3&_):' : (JI)BJ 9) —_— (ch, '.‘Sc,)

estd em correspondéncia com o€ € X e o espago parametrico (\ﬂ—JB , ?>
e ajustado a cada caso concreto, exigindo-se apenas que seja um espago proba-

bilizado ou probabilistico {espago mensuravel, com medida normada)l.

Definigceo 1

Sendo L\ﬂ;)'\-’)) ?) o espago parametrico

»Lﬁ_c )30) 0 espago caracterizante
oy & . - fungao- mansuravel
medplpr nsac (8,8:) 1 fu S

1 sera a familia de variaveis caracterizantes.

Da definicas decorrem as propriedades seguintes:

1) ervu (u.,: }.‘sze )

2) o (,”"e )}*2) ¢ ™ » | .

3} po= C e ™ , o C €L N. = }'L = k.gv\c;g;) Com)j}&—'c\m%-&
; c W

435;,«,‘-);.2}\-5\




5) Ajpaw (L-A) M €™ 0 ¢ Aagld

B) J, € ™\ 2 ® > o0

7]} _p-, <M, WM

8) f'\dif L, 6w s £ 31

9 5uP piewn Ny )

10} l:..__s—%;_f\,_c_’)/ o= ‘3:,01":1% K £ ™M ) ,{,}~_ng>/1;

1) Lam W= ek Sep By € Ly 02 \ 7
R A ey ) .

Definigao 2.

O conjunto probabilizado A em X & definido pela fungao: /"'/‘

- N
e . Xa fl 5 o
YA -
O . Ly -
com Lx w) ¢t X X -vL/ e ,u;'« L’x, \),/\6 "QC, sera
. \ ‘ \
u) .
K/’)C) /;}—))AA('IWJ.

once i { o ,W € a fungac mensuravel | DJZ}C_J para cade e £ X
a) Inclusao (c‘} Ac B se para == € X existir g £ @} que satis-
Tacz a

p(f—_‘) S X

3\ N -
/uA (cz)vu/i £ }AG L'DC)\)-/_ . VwEE
/ 4
b) EZguivalencia (E) A=23 ‘sefor A c® &£ T[cA
—
c) Classe de equivaléncias ﬁ_g) \/X\'
: </
= (@ \
Renresent classe definida por (=) em entao ( » o

‘ 0 aa P S X \S ( )/ /
€ um conjunto munido de uma ordem parcial ( C:; (Poset).
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: d) Unido- { U
Seja .A‘s conjuntos probabilisticos em X com ¥ £ % e

' finito ou infinito
/M'A (X w) respectivas fungoes definidoras (caracterizantes)
¥ 3 »
U Ab’ € o conjunto {AU e E cuja fungao definidora

)LL;’AK(I)‘“) dada pelo seguinte processo construtivo:

w - - : -
Para oc Qado /u.A_D_ (CJC) ) e uma fungao mensuravel de W/

e porgue ? ‘/\ﬂ\‘- = A , & finita e integravel em r .
’ w ) - |
0 & ([, fag (=, ) A 20D ¢ L

-~ - n ;
Entao, para T y O, y oty B €N a fungao

oo gr)kAK‘.(oc)w) \ 1 £ % é_mg € W

entdo & integravel em ¢

° £ LL s \)LAU..(OC,%‘ | 44 4 m}f AP (wigd
0 majorante ((x (oc)) pode ser calculado

c (;':c) = Su_‘G &k SI\.MC"XS(}AA‘O':("I'UJ’\ \15 L ¢ m}é?(w)}
o €V (VoFuron) 2 1 €T
serd também O £ o (=) £ A
Existem enumeraveis subsequencias em que \i\_c;?o do integralvé &L:n) '
Repetindd 0 masmo processo construtivo para todo o € X pode

definir-se:

})\,UAU(cr_, w) = Sudg &Max [)&A'_&(OC ) w)lié Lg mﬂ#g S@»}

Note-se que se trata de uma, entre muitas, definigoes de conactiva

(\U}_, necessita por isso de uma justificagao que se encontra nas propriedades
resultantes para ( U>

Propriedades:

1) UAg & dnica

2) Ay C UAx

3) V¢ Ay C A eoiton Uay C A

4) Se o conjunto de indices \-‘ for enumeravel, a definigao dada para
tU) pode reduzir-se a
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©

{
a3 = 59 {pan e, |15t <]

. . .
=~ \ v A .
e) Intersecgao ( ﬂ j » operador duzl de (\)) pode ser definido seguindo
_— / .

metodo construtivo identico pelo caracterizeante uﬂA ('Dc’u)> e este
< :

gefinido como se segue

rs .

( N — T £ i . .
L P TC W = N oenl 191\. o MaL ;~~’>\i L L4 mﬂ‘ié&(w
N i N -

s

W LT 9
;O Ay - ) :

A

As propriedades 1), 2), 3) e 4) sao identicas mas o simbolo < e

substituido por D

/ - N o~ 3 ¥ o £
) i_ux Lo, w) = o ¥ e X
}A#' (Tf_}w:\ = O onde "76 simboliza o conjunto vazic.
It N ) { N .
) Mpe it wbt = 2, { X W, (pseudo complementaridade)
H = 4 4 7 -~ R
( N { N . \~ /7 v
o 198 A= axk {r W = i I A '
J ALD X , W ad S(O}‘),LA \ft:-,u’,_“as(_ ;Wjﬁ Diferenga S S/
. [} . . By . ~
)| ! { ~ ¢ — i ey U i = 5 5 X Y sime 1
1, IA,AAB '\ ..‘-' -"". - ijL\A . .l._.' ‘VU‘;_ i:ug |.Jz) \)J/‘ L)l'FE/I".., ca a..\ﬁ"CtI‘lCa
-~ \ . A Y s -
3 N . N ,.’. ! ‘ i} i i i
i) ,-'i""A.fg‘sfs (_,;c} w) = lA ijw,+ Sla L ,-'“»\ (j:c)‘u) . /‘U‘G (X, W
- i
soma algénrica! A ‘-3\‘
" J
K)o W (e W) = iy L _ A Y co t
L &7 Y g N w)= A Ma (x,‘”)"'C" -h) Mg (=, w) , ot o4 Ag -
; ey
- +
Sosva. (A) A (X) B
’ - s \'04\ ~N 0( o
1) M few) = oM, (w0 ces 2
;ORT TT / - > o
Povecncie A
on o
x)  Licm Aa = U A Lio™M ﬁﬂv-‘\'cm de pacman
N o ™Mzt =™ . -~
AL SO0
co o
n)  Licn A, = U { A

Ra P Y- MV We=en

!
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Convem introduzir algumas novas nogoes antes do estudo dos conjuntos

probabilisticos.

1) Produto directo A x O

Define-se como o par ordenado C/u.A ; }*6)

2) Conjunto probabilistico holonico (um Ponto) se:

gn. }LAY('JC)""’)-OLPC\») — i(:o sy Vo gy

>O) ‘JC.".:)’

3) Conjunto probabilistico holdnico completo
se o integral S(i © vV = :F Y

Propriedades dos' Conjuntos Probabilisticos

A) A familia de conjuntos probabilisticos munida de uma ordem parcial (C)
constitui um POSET ((P (X))C. ) e porque, conforme foi introduzido, existe

um Supremum e um Infimo e o poset e um reticulado, na verdade e comutativo,

)):Px 2

associativo, e verifica-se a lei de absorgao (A U CA(\B
AO (A U = A
N\ -
B) (@(_cc))C) e’ pseudo-complementado.
Sejam dados A e & QOis conjuntos probabilisticos caracterizados
por u;‘ (':CJW) e }AB (OC)LM) .B Seja
r 4 \.
}LA" et 2 ): % ) \; {oc w\
Mo (=, ae g, (2,90 > P L,

A AN
porque o conjunto S(w \ /V‘B C'I'U")-))‘A f\oc-uJJ) o] c ¥

entao )AA‘ _(oc)w)) Ve € X & uma fungao mensuravel C‘B 5 %c\)

. ’
e portanto um elemento de M e A s um conjunto probabilistico e € o maior
que satisfaza A QO C < © ve € @ CX} e por isso se diz

» _ ' .. e
que A e o pseudo-complemento de A e simboliza-se por A .

C) ((S-D (X) 3 C) € uma dlgebra pseudo-booleana. Na verdade € um reticu-

lado, complementado com um elemento minimo (4’) .

D) A existencia de UAX e OAI\ permitiu definir um supremo e um infimo
o due torna ((5-) (x)_‘ C> um reticulado completo. ‘

Conde:
(G2 7N

A Familia e coniuntc A
~ T

w




pseudo Booleana completa.

E) As sub-familias {AA }

gozam das seguintes propriedades:

1) Associatividade (/}sz A.l\ U

2) Distributividade (U AN
3 J

AGPBJ(]_
)

: ‘ - e
3) Leis de Morgan (U A':S)
! r

5) Involugao

B) Eliminagao

7) Identidade

4) Idempoténcia

8) Liem A
o LD oo
9) Liem Ao
. (sa)
> oo
10) £ ~»e Ay
L\'v”\ AC’\
™ =S>eo
11) e se Axﬂ <
Licw

518

v (”crLeJA Q”) = ksj" (AAU&G)
~ [ B"'\‘ pand U (A m G}
(I 1\%_} 2,/1 Ax . A
2 ((} N = { A,
((\IAL U % Bz. A v .NA,(‘U
(A
= 4 ?“»7\;
\C B ) z
A = } ’lnv
e QA J A%
AUA = A & AQOA — A
AN
(A% =n
AUDS = AVUC )
rhe 2 hte Jo o =e
AUV = X
{-31("7( = A
I'{%’ U q‘) = A
(A0d =0
- ( ’Im
e Liem ra coTMm A
e > oo o \{. m]\"\'\
= l‘x..\'t"“‘- A(.,,
N Do
fn ¥ A (2,0, )
= Liem A = U_ Am
oD oo ™=
I} \
R )v*é(‘Ai > Y
= Lem A_= O p
(g N .oen ™ NEW o

va 3
:

33



Convem introduzir algumas novas nogoes antes do estudo dos conjuntos

probabilisticos.

1) Produto directo A x

Define-se como o par ordenado C,U-A 3 /\Le,>

2) Conjunto probabilistico holonico (um Ponto) se:

gn_ )’LAYCOC)W)OLQC\,\Q —_ ((:O s Vv

>0 x =Y

3) Conjunto probabilistico holénico completo

se o integral %i © v = —'F 4

Propriedades dos'Conjuntos Probabilisticos

A) A familia de conjuntos probabilisticos munida de uma ordem parcial (C)

constitui um POSET (@ (X))C ) e porque, conforme foi introduzido, existe

um Supremum e um Infimo e o poset € um reticulado, na verdade & comutativo,

associativo, e verifica-se a lei de absorcgao (A U CA 03}} -A =
AO(AUB) = A

B) ((S)(_'JC) ) C> e pseudo-complementado.

v Sejam dados 5‘{\ e 2 dois conjuntos probabilisticos caracterizados

por }J\A ("—Clw> e ,)Ae’ (OC)U-’) e seja

P (=, 0)= )2 ey (e o) & o (=
A ﬁ)*e (=, ) »e Pa (=, %) > Fe (=,

’

. ( \
porque o conjunto Slw \ Me C-:x;..u-‘)—/LLA (c-w)> o} CcC B

entao )AA' Co&)w>3 Ve € X 'é uma fungao mensuravel CG 5 %c>
e portanto um elemento de ™M e A & um conjunto probabilistico 2 & o maior
que satisftaz a ANC < © Ve € CP CX} e por isso se diz

» _ - R i [<A
que A e o pseudo-complemento de A e simboliza-se por A .

C) (@ (X) 3 C) € uma algebra pseudo-booleana. Na verdade & um reticu-

lado, complementado com um elemento minimo (#’) .

D) A existencia de UAX e nA,\ permitiu definir um supremo e um infimo
o que torna ((5) (x)) C) um reticulado completo. '

bonde:

r . 0]
A Familia e coniuntcs ob
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pseudo Booleana completa.

gozam das seguintes propriedades:

E) As sub—famiiias {AA }AC 0 e %'60‘ }?re/\ de qj(x) C>
)

1) Associatividade (/\kejn A,«

.
2) Distributividade (U AA) O
A \

: ‘ | . K
3) Leis de Morgan (U A5> = A I
T

4) Idempoténcia

= A &£ AO0A = A
- {r o \&
5} Involugao Q\r’\ go= A,
6) Eliminacao AUDB = AVC > X = 2
AQNG = aQe 7 ¢ -
7) Identidade -
A2UY = X
AnX = A
(AU = A
(A0 @ =09
—— ( oo
3) Lisn AL < Liowm A Coo \LA‘J} X
> oo M Do M=
. e e
Q) L\v’ﬂ Am = l’x_\‘vﬁ. A(‘f\
=D oo o oo
10) & »t A < A, , ¥ i€ (:,2 ™)
. oo
(SRS Am = Litm A = _ A(v\
N S>ee D oo o=y
Il VJ N
11} e se A'\._H < r\A ) s € (.A 2 )
| ic A = I_\'C"“\ A = O ~

A 4
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12} e s Ty aaay = A 2 A, =B '
° entao Ly A = ANG
M >eco =
e Licm - A - AVUG
™\ Do o

~12) Podem formar-se varios semigrupos usando as operacgoes U s O ,

@ etc., como por exemplo ((Sb (x) 3 U>) ((P(’()) -)
P (xy) < @C(y x,_,>

Correspondéncias Probabilisticas (Mappings)(C.P.)

Definigao

2 o6 uma CP de X para )’ , num espago parametrico (\ﬂ. 16)

("'1) \\~\
definido como segue:

~

J.'. Xx Stenw — > Y
(mW)E,X JLlen
fx wm) >%. (=, WM)J L= % (o, wm)e)/
MOﬂentos
ot () (2= § palm). 1@y - & () (=)

valor medio

o Y, {
i [\Ma} (cc: L ,AA ('x w) ae (_Uu)

J

o

o &V (Naturais)

(14 @) = | [ti-e (] 32 )
S,

\)‘A(’L w) E(}; (ﬁ)\ o\f(uu}




Y(/MA)/MB\} (\‘:C; = Z (}&A) /'ue) ('3:\/
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RS \
Covariancia (02

¢ (}LA)/MB\) (cc) ) L}AA ('x w) -t -\)*a\} -(?C}]‘

[ e (s, o) - E (o) (2] a2 (w

Coeficiente de Correlagao (‘(')

FVV () @-V ()

onde V& a variancia L\‘\f) .

‘Matrix de Nomentqs [ Mj

(= [ ‘~ Coom X l€ T o

' —_ N
o —_— i M : b\ \'l(’:c\‘!"
%y = .~-*_,.(f->v~%,m. Fag)(= e

Suporte de A  espectado e cardinal de A

Define-se como: .
- o NN L ‘
SU?-\ (_A) :S'DCEX\E-(\}LA) (Cﬁ): ( ))A (’.ITJL»J;d.ﬁ/CW>>Oj
L n
Ndmero Cardinal de A espectado, define-se como:

5 ' o (suet@V4 X,
. 'xe'Su"ﬂA) ( S /‘AA lew} A? (w>) M chs <6 L 5‘
CARD (A) = "

CARAD (5\)?'\- (A)) )'M CAQD(_.‘_{;‘JC’#\KF} ) > Xo
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Algumas sroprieoades mais relevantes sobre as definigoes dadas:
ﬁﬂ(}‘*;\)("f') 5 14 en 4LV 2 x £ X , temos:
al C>$,?Qi:$-i
b) 0g ... 4 WTLNTTL § (“"N)#é (“‘@)&é
' 2
O 1 (pa) (D = W) (9 - (W (M) (D)
d]-/m>c~\4’;o~\>i\' >(o ¢ MY ( )(OC) r""u\/':c\‘w(’\";
(23 e s ) 1) D¢ (e
e) !;‘\;V\ Nm (/“A) ( = t]:\\:;:l) —?7\: (/“A\J! (m) = O
7 C .(,MA )}‘A> (=) = V\: (“A) (=)
gl C (\}‘A ,/“e}: (= = V\‘( A ,)*eu (OCJ - UA/ “—) (ue\; =)
m o &|e(Pa, pe) (=) | ¢ W) (). W {(pey ()¢ 4
i) © £ [wk )}"o) (JC) k

J)

, entdo existem reais @& , W% tais

que se verifica:
woou N - ' N

Y w € \IL excepto, eventualmente, num conjunto de pontos. de

medida nula.



