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TEORIA DE MEDIDA

1) INTRODUCAO:

A teoria dos conjuntos é construida a partir de conceitos
muito simples e basiccs.

As operacoOes fundamentais da teoria de conjuntos sao a
Reunido U , a interseccgao (] e a complementaridade v/ -

Estas operagoes tém correspondéncia com as do reticuladc

de Bool, uma vez que pode estabelecer-se uma aplicagao funcional
entre o Conjunto das Partes do Conjunto Universal e o referido
reticulado de Bool.

E usual estruturar-se conjuntos, impondo certas leis de
Composicao interna.e externa, e, assim, formar, por exemplo,
grupos, aneis, corpos, etc.

Podem conceber-se relacgoes (nomeadarente aplicagoes fun-
cionais), que tem por 19 membro conjuntos contidos no conjunto

Universal, e por 29 membro elementos desses aneéis ou corpos.

Entre essas aplicagOes ha uma classe que goza da propri-

edade de aditividade. O conceito de aditividade pode apresentar-

se, singelamente, do modo seguinte:

Sejam dados dois conjuntos A e (3 , ambos contidos em
u , verificando-se que A 0 S @ , isto &, A e @

sao disjuntos.

il

Por outro lado, sejam CX e C? dois elementos da estrutura
algebrica (anel ou corpo), que resultam da aplicagao .ff , ou

s seja:
Jf (:/\) = X 2 5:’ (;(3 ) - Cg
Pode acontecer que:

F(AUB) = oA+ (3




e esta propriedade seja verificada para todo o par (A J B)

contido em 1}: e disjunto; entao, diz-se que a aplicacgao

gcza da propriedade da aditividade, (ou & uma aplicagao aditiva).
Convém agora verificar se ha na Natureza muitas situagoes

destas e as propriedades que dai decorrem. Para tanto apresentam-

-se alguns exemplos

- Cardinal de um Conjunto: o cardinal de um conjunto é

iy

uma aplicacgao de (_LL,) nos inteiros positivos, e fornece o

n® de elementos pertencentes a um dado conjunto.
Assim se: Condl (A) = o € ¢+
Cond (_GJ) = O € T
2 ANRB = cl)
entdc,  Coad (AUR) = oo+ € TV

A aplicagao (Card) gosa de aditividade.

- Massa de objectos fisicos:

Uma balanca faz (materialmente) a aplicacaou de objectos
fisicos nos Reais positivos; vejamos se esta aplicagao & aditiva:

Sejam dados dois conjuntos de objectos:

AE{AJ\)AQ‘)“';AMB v APOAS.:CP

B;{B,,62,~--,B«§ d BKQB£:¢
entao, Aﬂ8:¢

oM (;F\) = EE' o (-ﬁ\x)

M”(G) = }i 'Naa) (.Bb)
- cm (AUR) = o (A) « o (B)

Se a propriedade fisica Massa nao fosse aditiva, nac exis-

tiria a Lei da Conservacgao da lassa.




- Propriedades extensivas da Fisica, tal como a massa, O

volume, a energia interna, e a entropia em termodinamica rever-
- joud . ~ N . r . .
sivel, sao aplicacoes de objectos fisicos nos reais, que gozam

da propriedade da aditividade.

- Propriedades Intensivas da Fisica

A densidade (_“_""m__. ) pode servir de exemplo.
Assim, se A (N BZ’Qb' sera:

 (A) + e (B) = om (AUR)
& (A)+ & (8) =em (AU B)

e as densidades respectivas sao:

_ > (A) o

. L (AVB) - m(AVY) a1 A (A) # A(B) #
o~ (AU 4 A (AULR)

Mas, se o sistema for massicamente homogéneo (/.\) ___.d(3>

para V A)B E \L -+ entao, nesse caso, teremos:
o (AUB) = o (A) + o (B)
o (ALB) = o (A)+ o~ (B)

W

y (Ave) - AL 2o L) _m(Ave) :&.(A):?
o (A) + & (8) o (AVE) L)
(x)

Daqui resulta que, em sistemas fisicos homogéneos, as

propriedades intensivas sao invariantes por todo o sistema, e,

conversamente, a invariancia das propriedades intensivas signi-

fica homogeneidade do sistema fisico.



hat}

Lx» Com efeito, d, (A) - &(B)entéo, se oM (_A) = A, om (G)

sera oo (A): A. (\J‘(_G)e dai:

con (A)+ o (@) _ (A+1) om (®) = A (B) =& )
o (A)+ o (B) (A+2) & (@) i
/—

Repare-se que as propriedades intensivas sao relagoOes de

pronriedades extensivas que gozam de aditividade.

Outros exemplos de propriedades intensivas:

T — ? (Lb} energia interna

——

a (_5) entropia
b — B (U«-) energia interna
) 0 (.N> volume
P' ~ (M) energia interna
? (N) numero de moles

- Funcoes homogéneas de grau 1

Esta referéncia & feita para recordar gue sO este tipo de

fungoes garante a hereditariedade da aditividade

Com efeito,

Seja e CA) uma aplicagdo do conjunto PCU—)no
corpo dos Reais, onde Ac UL
oV N (/\) outra aplicacdo ©o vAlAmo ko

Admita-se que ™ e «J sao aditivos.

Seja W = .g (UVUNOme funcao homogénea de grau 1, &
facil de ver que W também & aditiva.

Com efeito, por definicao de homogeneidade de 19 grau, tere-

mos:



Aw =4 (dom, £d.as) s Wz & (om,&)

Seja: o (A) + o (B) = oM (AUB>
o (A) + o (B) o (AL Q)

i

Se o sistema fisico for homogéneo , sera:

o (AUB) = A. o (A)

ar (AUB) - XA . cv(A)

e sendo: g (A) = % (W"‘;“") = % (0”" (A))M(A))

w (A UueR)=4 (nw\ (Ave), c\r(AUB)>

il

%(d.M(A))dm(A))

A w (A)

i

o que conclui a prova de que, em sistemas fisicos homogéneos, as
funcoes homogéneas de grau 1 de aplicagoOes aditivas sao, por seu

turno, aplicagoes aditivas.

- Probabilidades:

Se A for um conjunto de acontecimentos e {3 outro conjun-

to de acontecimentos, e os acontecimentos de /\ , sendo indepen-
dentes dos acontecimentos de {3 (isto &, A ﬂ 3 = @ ),
entao:

P (A)+rpe(B) = p (AUB)

onde k? € uma aplicagao aditiva do conjunto iE? (LLJ no intervalo

EO,AJ eon.deAe QEQ(\L)



2) Capitulo Medidas

Da-se o nome de medida a uma classe de aplicagoes funcio-

nais aditivas, que tém uma generalidade e aplicacgao pratica muito

’

vastas.

Vao ser apresentadas em varias etapas:

Medidas em Anéis
Medidas em Intervalos

Medida a Lebesgue

Nos capitulos seguintes desenvolver-se-a estes conceitos

de medida.

2,)l) Medidas em Anéis

a) Fungao dum Conjunto

Sao fungoes que tém por dominio uma classe de conjuntos,
isto &, um conjunto cujos elementos sao conjuntos.
Um exemplo tipico € o Conjunto das partes de um conjunto

referencial dado, tal como:

W = {a’) ’Q‘TJ @} O‘/,Q?’)(’, séoelementosdeua

b) Aditividade

Uma funcgao real /k cujo dominio & a"classe de conjuntos"

E: e contradominio & o corpo dos Reais |R , diz-se:



- Aditiva se para V EL E € E , satisfazendo as
condicgoes de:

E‘;,UEg(-E‘ QE;,(]E,;“/—.E(PEB

se verificar que:

w o (ELUES) = p (Ee)+ g (Eg) ()

- Finitamente aditiva se para W E. ) E5 (4 B satisfa-
i}

zendo as condigoes de:
U™ B, ¢ B = YV (E:NE)= ¢ eb

AzA .
{A‘ 5 € (a,., )
£ %3

se verificar que:

plune] =) pGE) @

Lsh

- Numeravelmente aditiva se para Yf EL Es 'S E satisfa~
. - )
A

zendo as condigoes de:
gé‘."fmi‘.(E‘:) €t = ye-f,,;\-(g“nE&)E (#) E‘E‘\
Ads
se verificar que:

> [Lgefm“r(‘Ei)] = Z p (Ex)

£ € TeAY

c) Medida : & uma fungao cujo dominio & um Anel Cft e contra-

. - * . - - s
dominio e o F{ (Reais positivos) e que € numeravelmente aditiva,

sendo }/w ((P) = O (Veja-se a nota da pag.9)



%

Tem interesse apresentar algumas definigoes relacionadas

com as medidas:

c,l) Medida finita: um conjunto F € ﬁ diz-se que tem

uma medida finita se ’,b L() £ oo -

Se esta propriedade se verificar para VF € qu , entao,

}L € uma medida finita.

c,2) Medida q-—finita: um conjunto ¥ €& It qiz-se que

tem uma medida U—.—finita se existir uma sequéncia {F;,\} 6 ..‘H:

oy
tal que: F G U gm 2 )/L (FM> £ os
T A
Se esta propriedade se verificar para v F 6 ﬁ; , entao,

)A' e uma medida G-—finita.

c,3) Medida totalmente finita, (ou totalmente q——finita) ,

se, em vez de um Anel ﬁ , for uma algebra \Rz as definicgoes
c,1l) e c,2) dizem-se, respectivamente, totalmente finitas e total-
mente (r—finitas.

Recorda-se que uma algebra \&L € um Anel que possui mais

as seguintes propriedades:
Se " E e F & ft» entao & UV V¥ € Fte

Se E € Ste entio £ € Jte

c,4) Medida Completa, uma medida diz-sé completa se:

E € &t

F ¢ E
P (E) =
entao for v £ Ft




Nota:

Admite-se, pois, Que a classe de conjuntos (}3)<asté estru-

turada algebricamente com a estrutura de um Anel (jft).

Assim, se as leis de composigéo interna forem \J e r\ ’
por exemplo, o Anel Q: = (C )’U, (\)

A triade C,)L))(W tera de gozar das propriedades de um Anel

ou de uma Algebra, etc.
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?,2) Medidas em Intervalos

Seja dado como referencial a recta real |Q .

Forme-se o conjunto assim definido:
‘1.:5{’142—&<M 4 9"-49764'»}

isto €, 9¢ & um intervalo de Recta real fechado & esquerda e /

aberto a direita q¢ = [Oq 3 Qr") , onde Q¢ e Qr; sao finitos.

Forme-se o conjunto g) seguinte:

i ™
(PEHI Q. U ':C‘r:“m40’£$'x<ﬂ7£(oo} /

{11

izt
Defina-se uma medida }b da forma:
Iz (Olc) = %e ~ o,
Esta medida &€ a do intervalo [ o, ) %x]e note-se que:
oy - o\,-) = (o) = o prgra_ © -
[ * /A' L)W Q;-d) .LV'WO:.-}

Designe-se por P a classe de todos os conjuntos q;, atras

definidos, e forme-se o anel (_?, U ,ﬂ)

Se C = {q. ) qz)... 'qf. RPN qﬂ_ c\m} for uma classe de con-
juntos disjuntos, \51' Oii‘v n q; — qs e \{ qc 6?
P -

tome-se um qo c ? tal que:

Se Vt_ (C\o C 9o € ?)
o laed A
entao sera Z }L (O\L) é )). (C\o —_ O %Ani’/i,;a.—v

x=A
Alem disso, para o S oo 2@ desigualdade continua a ve-
rificar-se, isto &, }IL €& numeravelmente aditiva.
Existirda entao uma medida /\_'x, Gnica e finita no anel ?

tal que;

Ulaces) s fla)= pla)



i
Define-se deste modo uma medida no intervalo.
Vejamos agora mais algumas definigoes e propriedades.

b) Propriedades das medidas

b,1) Monotonia

A medida ru em E; , & monOtona se para 31, F;

)
eﬂC% for:,&(F&)é)ﬁ(Q)

b,2) Subtractividade

G € E

. 5 F.
A medida }A, & subtractiva se, para \v‘ E )Fé é E £ ﬁ ¢
£ 5

%
A
Y\VFS"'Fﬁ.éE L \}"'(E{)lé“’)

for:

_ po(Fs - %) = o (§) - p (%)

b,3) Monotonia e Subtractividade

Se E: for um anel, entao, }& e monOtona e subtractiva.

b,4) Uma funcao do conjunto F} € E: , continua por bai-

X0 e por cima, € uma medida.

c) Algumas Medidas tipicas e suas propriedades

c,l) Medida Exterior

E uma funcao Real nao negativa, monotona, numeravelmente
sub-aditiva, definida num (r_—anel hereditario V% , € onde
P o(¢) = o
* L3
Nota: 1) S & hereditario se F € B e C- C F entao

— R
for Eb € kg




2) Se }A (EUF) < },{ (E)-\-}A(F) gntéo,

}A é sub-aditiva.

c,2) Conjuntos Mensuraveis !

Seja )l uma medida exterior sobre um ‘I‘—anel hereditario }{

2
Um conjunto F € .E{ ) }k-mensurével se for, para
¥V Ael:

}A*(F) = )A" (AQF)« }»*(AOF)

c,3) Medida Completa

. ®* . .
Seja: ’A uma medida exterior sobre um

é; +#

a classe de todos os conjuntos )} -mensuraveis.

Entao se, V E € g , for )_; (E):}A&(E)diz-se

(S——anel hereditario.

v

que a medida )} e uma medida completa definida em :;

- *®
A medida f& foi induzida por }A Assim, uma medida /A

»
induz uma medida exterior }A e esta por seu turno, induz uma medi-

da completa }I

c,4) Medida Regular

O ciclo podia ter sido iniciado por uma medida exterior }A’,

——y

B

a qual induziria uma medida completa }A e,finalmente, desta obtia-
X »
-se uma medida )A

X — # -
Se }A S }A entao, a medida diz-se regular ,

1 o0



Ly

c,5) Medidas Exteriores e Interiores

Seja }A uma medida sobre o W—anel S

Defina-se uma Eunc:éo sobre o W—anel hereditario H (5>

&

P".(E) = (e} }u(F): Ec¥e S ~

' f
},{ e uma medida exterior. ‘

Identicamente se podia definir: ;
}A*(E):M\QSUA(F):\T«:EQS J

}J-“ € uma medida interior.

c,6) Nacleo mensuravel

Seja=EeH(‘S) 2 FES; e F e E 2 6<E-F.

Se for }A (C-;)-;o ’entéo, ¥ & um nicleo mensuravel.

Medida a Lebesqgue

0,

Seja: iR a recta real

q um intervalo de \R , fechado a esquerda e aberto
- a direita-.

? a classe de todos os (\q .
S um Q——anel gerado por ? R

e, finalmente, }A, ([:OL , ij) e Qj'._ oo “\

Os conjuntos do (—anel S sao chamados os conjuntos de

de Borel sobre a recta real, e },A é definido para todos os conjun-

tos de Borel. (Lo R rw))

Se sobre 3 for o complenento de }IL sobre S , entao,

os conjuntos pertencentes a g sao os conjuntos de Lebesgue mensura-

aame

vels, e }A é uma medida a Lebesque.



[

3) Canitulo: Espacos Mensuraveis e fungoes mensuraveis

3,1) Espag¢o Mensuravel:

Um espaco mensurdvel & um conjunto X e um S -anel S

de sub-conjuntos X) tendo este \J -anel a propriedade de U S = X

Assim, dum mesmo conjunto podem construir-se, eventualmente,
varios (Y‘—anéis f: com esta propriedade, e, assim, formar va-
rios espagos mensuraveis.

Simbolisa-se um espag¢o mensuravel por ()() S) .

Um sub-conjunto A . X diz-se mensuravel se A € S

3,2) Espago medida:

E um espago mensuravel, no qual foi definida uma medida no

’ N -anel S .
. Simbolisa-se pela triada: (x ) S ) f'{)

Assim, os diversos tipos de medidas ja referidos no Capitu-

lo 2 , podem ser aplicados. ao espag¢o mensuravel dado e vao dar
origem a variadas designagoes para os espacgos medidas resultan-
tes, como por exemplo:

Espaco medida, :S -finito, finito commleto, etc, segundo

a medida for respectivamente ‘& —~finita, finita ou completa, etc.

3,9) Conjunto de Borel e Funcgoes de Borel

Convém recordar a nocao de espago topoldogico e, em particular,

de espago de Hansdorf.

a) Um espacgo topoldogico & construido a partir de um conjunto
)( (referenéial), e a classe 1— dos sub-conjuntos de )( , de-

signados de conjuntos abertos, satisfazendo as seguintes condigoes:




o

- Na classe T existem os conjuntos?vazio ¢ (também sim- /

bolisado, as vezes, por () ) e o conjunto referencial X.

- As operacdes U & () s3o fechadas para um niimero arbi-
trario de unides U e um nimero,finito de intersecgoes ﬂ .

A operacao & fechada se o conjunto resultante pertence a .

Um espago topoldogico simbolisa-se, geralmente, da forma se-

guinte: (_x)"l-)

b) Espa¢o de HaV¥sdorf

Um espago topologico (X ,T) diz-se um espaco de Haysdorf se ,
para todos os pares de elementos de X) existirem vizinhancas

disjuntas .

c) Conjuntos de Borel

- Seja dado um espaco de Hamsdorf localmente compacto X .

. - 6 a classe de todos os sub-conjuntos compactos

de A.
- S o) q-—anel gerado por 8

T = U: a classe de todos os conjuntos abertos perten-

centes a S

/ﬁdb@ > 0Os conjuntos pertencentes a S designam-se por os conjuntos
/

/

!/ de Borel de ¥ .

i 3, ) Fungoes mensuraveis
Sejam dados: O conjunto X
o conjunto ™M < IR (reta real)

a funcao g real que aplica X em WM,




\0
Introduz-se a funcgao %'A que aplica M em X , assim:
§7 (M) = {e S () ewm]

e que se designa de imagem inversa.

Convém chamar a atencao para as seguintes propriedades:

SO .0
a) g-ﬁ (Y, ™) = })A g-» (™M;)
Cw gt (o) = gt () - 0T (w)
Introduzindo a definicdo do conjunto V¥ ( %) comoréendo:

N(%):ix:%(m):{:o}_, Y/

e possivel definir uma fungao mensuravel

icomo sendo aquela em que-

]

[\/(%) N %-A (_M) for um conjunto mensuravel.
[ )

Como propriedades importantes,

‘a) Se .S

temos:

for a classe de conjuntos de Borel

for a classe de conjuntos mensuraveis a Lebesgue

—_—

Y

: xﬂ: um G.—ane]_

’
SN— - e e e +
/

obtemos, respectivamente, as seguintes fun¢oes:

funcao mensuravel a Borel

a Lebesgue

b) Se { %«\} for uma sequéncia de fungoes Reais num espacgo

mensuravel, entao, sao mensuraveis as seguintes funcoes:

ho(=<) = Sutg- | 4, () + o = 52,
3 () = T {4 ()2 = 42,0
%" () = Liew Swg §. (=), o = A2 ..
§,(x) = Liom Ty B (), o =4,2,--



4) Canitulo : Convergéncia e Integracao

4,1) Convergéncia

O conceito de convergéncia & basi¢o nesta matéria e precede
o de integracao.
Ha varias formas de testar a convergéncia o que da origem

a varios tipos de convergéncia.

4,1.1) Convergéencia gquase em toda a parte (g.t.p.)

Seja dado um espaco medide, (1}) S, }J> e seja declarada cer-
ta proposicao em relacao aos elementos desse espago que €& verda-
deira, escepto para alguns elementos, os quais formam um conjunto
de medida rl nula; entao, a promnosicao diz-se verdadeira quase

em toda a parte (g.t.p.).

- Assim, se uma sequéncia {-¥“1l converge para g uniforme-
mente gq.t.p ., tal significa que o conjunto dos termos %wg onde
tal proposicao nao se verifica, constituem um conjunto cuja medida rb

e nula.

- Assim, se E;’ = {“DC \ .g. Cf’:> - gi (-'I‘)‘Z’ 6‘1} )

para que a seguéncia {%k} convirja gq.t.p. , & necessario e sufi-

ciente que:
(9 B ’ E-\ (‘)IL
Licmn M (E N U L-.,;) = O —

™M 5 oo -

4,1. 2) Convergéncia em medida (0ﬂn>

A sequéncia {%m} converge em medida em g se para f. >0

e arbitrario for:

L:m'/v\{fx.: \%m('ac>.~%_(oc>l zi} = o0

M o



4,2) Integracao

A introducgao deste conceito faz-se a partir de uma classe de
funcoes designadas por fungoes simples, e, depois, & estendido

a funcgoes mais complexas e irreagulares.,

4,2.1) Funcao simples

Esta classe de fungoes tem a forma geral seguinte:

o~y
'g' = Z 0(; xg(; onde “XCg, @& a fungdo caracteris-
AzA

tica dum conjunto Ei{ que, como €& sabido, toma dois valores

A A2 OC € E
Sendo XL E; (_'JC) =
O Ao oC ﬁ./Ec

e & definida num espaco medida ()() SA”A>

4,2.2) Integral de uma fungao simples

Para que uma fungao simples seja integravel & necessario e
suficiente que })\, (Ei,) £ o0 , para todo o A onde p(L ?O
com E¢ € S.

Simbolisa-se o integravel respectivo da forma seguinte:

S%(‘ﬁ) o\.)JL('x)::. Z:; :17(.:-)1/\ (Ec)

Jre fap =fg dp
fae dp = [0 dp = p@
(o) 2t =l t i Bl i

- Se ,% for nao negativa ¢.t.p., entao:

fe§dp >0



— Se gy/ % q.t.p., entao:

ffdpzlgdp
_.S(Es—\-cb)ci.}ng%o\.)u +I%ol./,\

- P8l PIgL Ay

—-se A £ % £ ? com A e @ € Reais, entao:
APl gap s f g

4,2.3) Integral indefinido de Jg_-, (v)

YV E avel VY () = S % a
mensurave ) ( ) c fA
- Se % > 0 entao, V & monotono

- V & absolutamente continuo se .g for integravel

- & numeravelmente aditivg.

4,2.4) Distancia de funcoes

A distancia entre as funcgoes %- e qS e definida pela ex-

pressao seguinte:

f5a) = f k-l & p

£ facil de provar que se trata efectivamente de uma distancia.

4,2.5) Seguéncia de fungées simples integraveis e sua inte-

gragcao

A primeira generalisacgao consiste em estudar a classe de fungoes

\4
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que sao limites de sequéncias de fungoes simples; estas funcgoes

limites nao sao necessariamente fungoes simples.

- Sequencia fundamental em média

Sejam dados um espaco medida ( X ) S ,/M) e uma sequéncia

{%m} de funcoes simples, tal que y (%M ) g'm) — 0

quando M e ™™ tendem para co

Simbolisa-se a fungao limite dessa sequéncia fundamental

por %_ :
b=t b (65) = o

- Integral de {‘ w3

O integral de .g € definido como se segue:

fgdp = b G dp omde e dy ]

m.—pqo

fegdp = f Ry dp

- O integral de %; & absolutamente continuo e o integral

indefinido & numeravelmente aditivo.

- As restantes propriedades referidas para funcoes simples

integraveis em 4,2.2), 4,2.3), e 4,2.4) aplicam-se a %}

4,2.6) Convergéncia em média

Diz-se que \-%_ } converge em meédia para ,% se:
[ag)

f(%m,%y :j\%m-%\.&})\ _> 0 oMM N p oo



4,2.7) Convergéncia limitada a Lebesggg

Sejam dados: .

et

- o
- Uma sequencia SL%“"} que converge em meskiga em %

¢

- Uma funcgao % integravel

Se \%_m W\ é %@'q.t.p., entao, % é integravel
e W‘W@r—-‘g )

Se .g» for mensuravel e % integravel e \‘g \ < \%\ q-t.p.

entao % & integravel .

- Se & % } for uma sequéencia crescente de fungoes men-
g}

suraveis e nao negativas e

L\‘:\W\ %,M ('JC) = % (oc))q.t.p., entao:
i § 5 () dp () = (0= d p (o0)

- Uma fungao mensuravel sO & inteyravel se os seus valores

absolutos tambem o forem.

- Se % for uma funcgao integravel e Q% for uma fungao es-

sencialmente limitada, entao, % % & integravel.

Uma funcgao % € essencialmente limitada se a medida do conju

junto onde % nao for limitado & zero.

- Se g. for uma funcao essencialmente limitada em E , e E
um conjunto mensuravel de medida finita, entao, %. é integravel

em E .

4,2.8) Lema de Fatosl

Se (\%m for uma sequéncia de fungoes nao negativas e inte-

graveis, e Riem (rv\\. S%MA}A £ oo entao DS (_'JC) = Licw \':a\%%‘“(x)%

N =P e M -p
é integravel e S % A/,l. < L\«(\;v\ {m\ j ‘QSm A }.,{



22

5) Capitulo: Medidas com sinal, complexas, derivadas e

generalisacao a espacgos produtos cartesianos

5,1) Medidas com sinal

As medidas, tal como introduzidas, sao essencialmente nao
negativas.

Estende-se o conceito de medida a medidas com sinal da forma

seguinte:

pr (e) = i_j Ai s ()

onde }A; € uma medida, tal como definida inicialmente, e ‘ii um
real (portanto positivo ou negativo) .

Para conservar o sentido de uma medida com sinal da forma

[M. (E) = IAA -}Azquando },4} },(2’ = oo 1mooe se que, pelo

menos uma das duas medidas seja finita.

Vejamos algumas propriedades das medidas com sinal.

- Se E(E ¥ forem dois conjuntos mensuraveis e ru_uma medi-
da com sinal, E ¢ ¥ , e \)u, (_F)\{m , entao \}A&(E)\{ oo

- S Ecn for uma sequéncia disjunta, & uma medida com
2

sinal e I}AA (\“:};A m) < ca , entao, a seérie Z /\M- (Em>

sera absolutamente convergente.

- Se 3\ \luu. (Em§\< - @ &Em} for decrescente, entao
(~Li:N1 E;“‘j = th:q }AA (}ch)

5,2) Medidas Complexas

A passagem ao espaco complexo faz-se com facilidade a partir

das medidas com sinal da forma seguinte:

NG RN S



As propriedades resultantes decorrem das propriedades com

sinal que serviram para a respectiva construcgao, como por exemplo:

c
A medida conjugada de fﬁt (E) sera dada por:

/‘Mc(fz) =M E MM e

5,3) Medida com sinal, absolutamente_continua

Seja dado um espago mensuravel (X)5>e /w, e V duas me-

didas com sinal sobre f; . Diz-se que \/- € absolutamente conti-

nua em relagao a }A/L e simbolisa-se \/ <« /Vu\, , se \V (E) = O

J—

para todo o conjunto k mensuravel de ()‘,fb) , para o qual for

! ﬁu,l (‘E) =0

Assim, sao equivalentes as expressoes seguintes:

V <« Vi - \ |
)M z.z,/wL \/.4-:)»\ \/\ 44”.0\
O omerador <£¢ & reflexivo e transitivo.

Com efeito, nor exemnplo:
e (Ve ) N (o ac V)= (Vi )

- Teorema de Radon-Nikodym

Se (X)S, }‘M)for um espa¢o medido e G‘—flnlto, e se VW 2« }M.
entao existira uma funcgao % , tal que: C\gg ) )

V(E):SEgi)\m e% & Gnica.

5,4) Derivada de medidas com sinal

A partir do teorema de Radon-Nikodym, pode introduzir-se o

conceito de derivada.

Com efeito, a fungao % referida no teorema é a derivada de V



em relagao a }M, , € simbolisa-se da forma seguinte:

'a'\/ A = A
%--—A-—-}—;: (o) A‘(._.%A-},

Vejamos algumas propriedades mais relevantes:
- Se vé&/.M LK A entao,

AV - 4V a pe

31( Amwm A A

- e, entao sera ainda:

S%A}M :S% %I_f.‘;“_.d/\

5,5) Generalisacao do Conceibo a espa¢os produlbos cartesianos

- Espagos produtos cartesianos mensuraveis

Se (){) 5) e (y) \) forem dois espa¢os mensuraveis, entao,

o espaco (X X \/ ) ) X 1\ ) também @ mensuravel.

- Espacgos produtos cartesianos medida (e :s —finitos)

Se (X , S ) fd) e (y) N\ ; Q) forem dois espagos medida
(e T~finitos) , entao, o espaco produto cartesiano (X X Y)SXT)

goza das seguintes propriedades:
-se E ¢ )( X >/ , for mensuravel ¢ for:
) Ex) 2 o () = W (e*)
Sendo % e % mensuraveis e nao negativas, e onde :

E %:(rx)bb\é[?} (Coa‘&ia &E\Qom ':>c>

S
% E® :{oc;(cc)k&élik (coc&:g a.e_E\&on, %)
fu (53 p = (o dV

P
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- Produto de medidas

Se )\(5) for uma func¢ao definida em E E€ S X )

pela expressao:

AGE) = [V CE) . dped = (w(ED) d v (y)
ent?lo, /( CE) & uma medida qifinita, tal que:
Se AXQ:EGSXT sera:
A(AXS) = A (&) = JA (a)- \V (®)

e A diz-se o produto das medidas /,4. e \) , ou seja /( = /\,{ X \)
Entao, o espago mensuravel (X X Y ) S X \ > tem

uma medida produto (/\) i

5,6) Integral Duplo

Seja dada uma fung¢ao Rf\ ('DC) Lh) , onde (_‘DC} %)Q XX Y

e €& integravel., entao:

S ho(x, 4). d & (2, 4) = SD" (=<, ).d\[(ﬂxw})(x.‘aﬂ

se (e () D () = & (=)
e §8() A () | coren amas deriniass, entio:
4 dp = (B Ce,q)- 4V (y). d (=)
= (g ) [ & ) 4V (y)

fRhds=f{Bapdy=[(hdvdp



Sao diversas as formas de simbolisar o integral duplo:

SR« (=,4). A (o X V) :J%_(oc)o\/u(oc):s%(%)a\)(%):.
onde: %(OCB :SR". (oc,9)-Ad Y (4)
= g (a)=ih (=w) & p ()

- Os conceitos definidos podem ser generalisados para espagos

produtos cartesianos em numero finito e até oo mas numeravel.
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6) Capitulo: Transformadas

As aplicagées de um conjunto >( num outro >f , ambos nao
vazios, vai aqui dar-se a designagao genérica de Transformadas.
Por demais conhecidas, nao se faz aqui referéncia as prin-
cinais propriedades das aplicagoes em geral e fungoes em parti-

cular.

6,)) Transformadas mensuraveis

Sejam dados dois espagos mensuraveis (X ’S) e (Y,-T)-

6 sera uma transformada mensuravel de ()(,'5) em (y)'\.) se:

"A imagem inversa de todo o conjunto mensuravel for mensuravel".

6,2) Se 9 for uma transformada mensuravel de (X,S) em

(y ’_T)) e % for uma fungao real mensuravel sobre y , en-—

~A
tao, % 6 € mensuravel em relagao ao q—anel 6 (_T)

6,3) Se 9 transforma o espaco medida (X)ﬁ)y) em (Y,_T))

e Cz for uma funcao real mensuravel em >/ , entao:

(o (»0") = (e8)d

isto &, se qualqguer dos dois integrais existir, o outro tambeéem

existe, e sao iguais.

6,4) Se transforma (_ ) em ( \ >, e o se-
f; ‘ )<)f5) fl E/) )\Q
23
gundo espaco medida for Kxg-finito, e ainda /A (9 for absoluta-

mente continuo em relacao a ~ , entao existira uma fungao CP

em )/ , tal que:

(o (ocm)ap(= = o (). ¢(w).4 V()



6,5) Se B for uma transformada (),A) de (X}f)) em(Y,T>

-4
e se 9 e 9 forem ambos mensuraveis, entao: diz-se que 9

preserva a mensurabilidade.

‘

6,6) Se, nas condigées anteriores, mas tratando-se de espa-
¢cos medidas, (X,5 ) )*) e (yl-f’ \D>, entao, diz-se que 9

Preserva a medida.




7) Capitulo : Estruturas algébricas tipicas, espacos de fungoes,

fungoes de conjuntos e funcgoes de ponto.

Neste capitulo recapitulam-se alguns conceiktos que interessam
& introducao da teoria formal das probabilidades.
S6 esta circunstancia justifica incluir, num capitulo, mate-

rias tao distintas.

7,1) Estruturas algebricas tipicas

7,1.1) Anel de Bool

Um conjunto nao vazio B e duas leis de composigao interna

/< e /\ , ambas comutativas e associativas, e /\ adistributiva

em relacao a \/ , constituem um anel de Bool (}3),\/1 /\), o

qual goza das seguintes propriedades fundamentais:

- Tem um elemento neutro Gnico (O em relagao a \/', donde

resulta gue se E € (6’\/, /\3 , entao, E \/ O = E

_se E é(e,\/,/\\,entgo EVE = o0

2
EAE e

b

Designa-se: \/ por Soma

e /\ por Produto.

321.2) (Y‘-anel de Bool

Trata-se de um anel de Bool (B)\/} /\) com mais as seguintes

propriedades:

™M

E;, =t Q(B,\/,A) ¢ onde \q E{' ¢ (B)v‘ /\)

L=A

OE“: - E.#é (B)V, /\) e onde \z E{-_ ' (B’\/}A)

Az h



7,1.3) Algebra de Bool

E um anel de Bool que contém um elemento Ezo , tal que,
para V E;: € (BJV) /\) se verifica que E;‘ - Eo
A

‘

7,1.4) N -Algebra de Bool

Definicao idéntica a anterior (6,1.3) mas a partir de um

<§— —anel de Bool.

7,1.5) Conceitos de fungoes, mensurabilidade e de medida

Todos estes conceitos podem aplicar-se a estas estruturas

algébricas e, a sequir, apresenta-se um exemplo:

7,1.6) Definicao de uma medida positiva num QK——anel.
Seja dado um ‘quanel e defina-se uma medida positiva }L
que & sempre positiva, excepto para o elemento (O que é nula.
O que se disse para :KJ—anéis diz-se para Y;\-”-élgebras.
Tem interesse recordar que se se verificar /M (Eo) = A
a medida diz-se normada, como sucede na medida de probabilidade.

Veja-se a definigao de k., em $,1.3).

%52) Espacos de fungoes

Certas classes de fungoes podem ser estruturadas formando
. espagos algébricos. Algumas destas classes Lém aplicagao na teo-
ria das probabilidades, e, por isso, tem inlteresse apresentar

alguns exemplos.

332.1) Classe de fungoes gguL

20



@i; € a classe de funcoes reais e integraveis sobre o espa-

¢o medida (_X) 5, /M)

- O integral de modulo de _% , com g‘é Ol) , sera simbolisado
- A distancia entre duas fungoes '¥ e qg de d‘) sera defi-

0 (sade sl = | [Falan

- Por g ser uma distancia, yozava da propriedade importante

por:

nida por:

seguinte:

Se S’(g_)%x = 0 entao gf = %
7,2.2) Classe de fungoes glian

Esta classe de fungoes goza da nropriedade seguinte que as
define: A
13, = (f\%\”ﬂ)"

7,2.3) Desigualdade de Hdlder

- Sejam dados dois reais maiores do gue a unidade, X? e C\

e satisfazendo a condigao seqguinte:

= ) e 4

\
v 1y #

A
Sejam dadas ainda duas fungoes %— e ?S respectivamente das

classes GLEO e &Lq , entao, sera:

a) %% € O(A

D gl < N+l
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Se g. e % pertencem a classe LP @ \@ >} , entao, sera:
o §aqedy

o 5+l € WAl + sl

» Estas desigualdades correspondem as regras do triangulo

proprias da definicao de distancia g

7,3) Funcoes de conjuntos e funcoes do Ponto

Tem interesse na teoria das probabilidades fazer o confronto
entre fungoes cujo dominio sao conjuntos, e fungoes cujo dominio
sao elementos (Pontos), e procurar encontrar certas correspon-

déncias entre elas.

7,3.1) Aplicacao a recta real

Sejam simbolisados:

Por )( o conjunto de elementos (Pontos) da recta real.

Por S» a classe de todos os conjuntos de Borel da

referida recta real.

Por )} uma medida de lLebesque definida sobre E;.

Por ‘g_ uma funcao cujo dominio é x e que tem as

seguintes propriedades: mondtona %(gc) < %(\g} A O L\
o cndln, o,y € X

limitada % (Qﬁ) e % (%Q existem e sao

X v ‘-S—-D - o0 finitos

continua a esquerda

Entao, se %-(-— 0«:;) = O , existira uma medida 0 em S .



|
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Se \) for medida finita em S e ainda se para todo o real oC

for:

B, = D ({ti- w4t < x})
entao, %9 e uma fungéo limitada monotona, continua a esquerda e

%’-o(*wo):o |

Estes dois resultados mostram a exislténcia de uma correspon- i

déncia entre % COC) , funcao do ponto (elemento I de X ) e a
medida )) , funcao do conjunto (... >, ’.DCJ ¢ S .

- Este resultado pode ter uma representacao grafica que ilus-

tra razoavelmente essa correspondéncia:

>/ :
\ge)/ —————————— >¢ %\3(90)’-5\)(&0%:(:]>

e e e ome e o -

0o x & X

No grafico temos representadas:

uma funcao %‘) (_ ’.‘C.) , cujo dominio & Y (Real) e contradominio

& Y (Real) i

e uma medida \) ((___ Qo,’JC]) , cujo dominio é S , classe de conjun-
tos da forma genérica (-— - ‘DC,j

e contradominio \)/ (Real)

Assim, o mesmo real \.a ¢ >/ é o resultado da aplicagao de

4, (=) cae D (-]

Portanto, o ponto 3 (elemento de X ) e a fungao %v (vx;)

e o conjunto (~ o ,x—_\_ e a medida \) ( ( - oo )gc]) tém por va-

lor o mesmo real ks € Y .




