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1) INTRODUCÃO: 

TEORIA DE MEDIDA 

A teoria dos conjuntos e construída a partir de conceitos 

muito simples e básicos. 

As operações fundamentais da teoria de co�juntos sao a 

Reu:Jião U , a intersecção n e a complementaridade riJ 

Estas operações têm correspondência com as do reticulado 

de Bool, uma vez que pode estabelecer-se uma aplicação funcional 

entre o Conjunto das Partes do Conjunto Universal e o referido 

reticulado de Bool. 

� usual estruturar-se conjuntos, impondo certas leis de 

Composição internd.e externa, e, assim, formar, por exemplo, 

grupos, aneis, corpos, etc. 

Podem conceber-se relações (nomeuda�ente aplicações fun-

cionais) , que têm por 19 membro conjuntos contidos no conjunto 

Universal, e por 29 membro elementos desses anêis ou corpos. 

Entre essas aplicações há uma classe que goza da propri-

edade de aditividade. O conceito de aditividade pode apresentar-

se, singelame�te, do modo seguinte: 

Sejam dados dots conjuntos A e B 
verificando-se que A (\ 6 - <P 

sao disjuntos. 

ambos contidos em 

isto ê, A e 6 

Por outro lado, sejam eX e (-1 dois elementos da estrutura 

algêbrica (anel ou corpo) , que resultam da aplicação f' , ou 

seja: 

f' (A) c:X. 

Pode acontecer que: 

F (A u B) o<+(3 



" 

e esta propriedade seja verificada para todo o '2. par ( A) B) 
contido em U e disjunto; então, diz-se que a aplicação f 
gcz.a da propriedade da adi ti v idade, (ou é uma aplicação adi ti v a) • 

Convém agora verificar se há na Natureza muitas situações 

destas e as propriedades que daí decorrem. Para tanto apresentam-

-se alguns exemplos . 

- Cardinal de um Conjunto: o cardinal de um conjunto é 

uma aplicação de '? ( U.,) nos inteiros positivos, e fornece o 

n9 de elementos pertencentes a um dado conjunto. 

Assim se: c..Ov\..a_ (A) - o... E :I:+ 
C"""à.. ( �) t- E -"\+ -

.fl. A n B - q, 
então, CeM-à.- ( A V G) Ov+Sb- E. -r + 

-
-

A aplicação (Card) gosa de aditividade. 

- l"assa de ol:iiectos físicos: 

Uma balança faz (materialmente) a aplicação de objectos 

físicos nos Reais positivos; vejamos se esta aplicação é aditiva.: 

Sejam dados dois conjuntos de objectos: 

A; iAfi > A;L I ,A�� Y. Adi Aj ::: cp L� 

B �< () B.e := cp 6:: l B� I \?:,.2 I . . .  1 \:)K } 'J 
l'L 

então, ACI� - cp 
(A) ....... (A;.) (VY) - 2:. {VVl 

/.::A 

CV") l�) i_ ('<V) ( G6) 
e .S=A (G) ("V\ (A u�) �" (A) ..�, ('�"'\ 

Se a propriedade fÍsica Mctssa nao fosse aditiva, nao exis-

tiria a Lei da Conservação da i1assa. 

') 

,. 



- Propriedades extensivas da Física, tal como a massa, o 

volume, a energia interna, e a entropia em termodinâmica rever-

sível, são aplicações de objectos físicos nos reais, que gozam 

da propriedade da aditividade. 

- Propriedades Intensivas da �Ísica 

A densidade ( ';; ) pode servir de exemplo. 

Assim, se An e==�, sera: 

(VV) (A') -\- ('<V\ (�) (VV) (A V�) 
(\J (A) + C'T (�) ("V\ (A u �) 

e as densidades respectivas são: 

e 

á. (A) :: � (A) cL ( B) �(A) 
J._ (_ A V (j ) = -('<'rj--'--'("-=-A:...:.U..::..B) 

(\)" (A ue) em geral 

{\'""� (e) 
ro- C e) 

a. (A) -=1= "c�) -=1= 
4 d. (Av�) 

3 

Mas, se o sistema for massicamente homogéneo J. (A) :=d(e) 
para '\1 A)� C. U.. então, nesse caso, teremos: 

CVV'I (_ A V 6) ("V\ 

C':T ( A u 'a) --
(A) 
(A) 

-T ("V\ (B) 
+ � (e) 

C"Yl (A) * (\'"v) C e) 
r..:r (A) + (':; C e) 

= <'N) (A v e) -::à. (A)= 
<'7(Au13) cl(B) (x) 

Daqui resulta que, em sistemas físicos homogéneos, as 

propriedades intensivas são invariantes por todo o sistema, e, 

conversamente, a invariância das propriedades intensivas signi-

fica homogeneidade do sistema físico. 

.. , 
"--.': 
�i ,,, 
,�:-' ,-, 
;;/ 



C><) Com efeito, cl. (A) = c\. (e) então, se (YV) (A) 
ser a cxr (A) = pi.. I'T (e) e dai: 

(VV) (A) -T """' ( B) 
= (A)+ = (e) 

(o( -H) """ (e,) 
(o(+,,) C'J (B) 

---- /1----

cl ( 8) &_(A) 

Repare-se que as �ropriedades intensivas são relações de 

propriedades extensivas que gozam de aditividade. 

Outros exemplos de propriedades intensivas: 

T ô Cu.) 
v (S) 
() (u.) 
ô (ro) 
Gl (AN) 
'() ( �) 

- Funções homogéneas de grau l 

energia interna 

entropia 

energia interna 

volume 

energia interna 

número de moles 

Esta referéncia é feita para recordar que sõ este tipo de 

funções garante a hereditariedade da aditividade 

Com efeito, 

Seja (A) uma aplicação do conjunto P (1L)no 

corpo dos Reais, onde Ac. LL 
rv (A) outra aplicação 

Admi·ta- se que {VY\ e f\T sao adi ti vos. 

Seja W � ( .,..... ,ro-) uma função homogénea de grau l, e 

fácil de ver que \IV também é aditiva. 

Com efeito, por definição de homogeneidade de 19 grau, tere-

mos: 



r}.vv ! (_o(,('r'1) rJ. . (\J) /.>.lt \A/= � ((VVIIN') 
Seja: (VV\ (A) + C""') (G) (V"") (A v G) 

C\T (A) + cv (G) ('J (A u B) 
Se o sistema fisico for homogêneo sera: 

(VV) (A u �) &;<. (Vv"l (A) 
(\T (A V�) p(. (\7 (A) 

e sendo: Vv' (A) :: c(VV\ I w-) = ! (('<v) (A)) (\7 (A)) 
(A U �)-=1 ((VV) (Av�)J (\7 (AV�)) w 

:: t ( of.. · r<vl (A)) (/{ ('<"\ (A)) 

o que conclui a orova de que, em sistemas fisicos homogêneos, as 

funções homogêneas de grau l de aplicações aditivas são, por seu 

turno, aplicações aditivas. 

- Probabilidades: 

Se A for um conjunto de acontecimentos e B outro conjun-

to de acontecimentos, e os acontecimentos de )\ sendo indepen-

dentes dos acontecimentos de 8 (isto ê, A (\ B _ cj> ) , 
então: 

\=>(Av�) 
onde � e uma aplicação adi ti v a do conjunto )2 ( U..) no intervalo 

[ O 1 A J e onde A e 8 é � ( u..) . 

�-



2) Capítulo �ledidas 

Dã-se o nome de medida a uma classe de aplicaç6es funcio-

nais aditivas, que têm uma generalidade e aplicação prãtica muito 

vastas. 

vão ser apresentadas em vãrias etapas: 

Medidas em Anêis 

Medidas em Intervalos 

Medida à Lebesgue 

Nos capítulos seguintes desenvolver-se-ã estes conceitos 

de medida. 

2,1) Medidas em Anêis 

a) Função dum Conjunto 

São funç6es que têm por domínio uma classe de conjuntos, 

isto e, um conjunto cujos elementos são conjuntos. 

Um exemolo típico ê o Conjunto das partes de um conjunto 

referencial dado, tal como: 

) 

Ov J .Q.,. 1 C. sao elementos d e  U.. 

� 4> ,[ "'L [ � J 1 [e J ' t "' ' � J 

t <>-,e J' t 2-,e} • ta-, Q,,cJ} 
b) Aditividade 

Uma função real r cujo domínio ê a"classe de conjuntos" 

e contradomínio ê o corpo dos Reais \R , diz- se: 



- Aditiva se oara v .q 
condições de: 

f. ... u E· � f. S' .R. 

se verificar que: 

- Finitamente aditiva 

zendo as condições de: 

t 8 
se verificar que: 

E.Ã. J E6 f b ' satisfazendo as 

1:..:. n t� - <P E. b 

se para H ,-- r r L' 
LV� t: ,..: ) c; � c p satisfa-

- Numeravelmente adi ti v a se para .,.., E r r E '1�· ÀJ c;; �c satisfa-

zendo à s  condições de: 

se verificar que: 

'jft -r:...-.+ (E" () E-:;) :: cJ> E. 8 
;. 1 ó 

c) �1edida : é uma função cujo domínio é um Anel .:A; e contra-

domínio é o R -to (Reais positivos) e que é numeravelmente a é'. i ti v a, 

sendo r ( � ) = o (Veja-se a nota da pag.9) 



Tem interesse apresentar algumas definições relacionadas 

com as medidas: 

c, l) Medida finita: um conjunto F E .fC. diz-se que tem 

uma medida finita se }J" (_t==') < oe .  

Se esta propriedade se verificar para '\f r € ft , então, 

� e uma medida finita. 

c, 2) Hedida C} -finita: um conjunto � €. ;;A:: diz- se que 

tem uma medida a- -finita se existir uma sequência 

tal que: 

Se esta propriedade se verificar para '\/ f E .ft , então, 

e uma medida (}-finita. 

c, 3) Mediàa totalmente finita, (ou totalmente ç:r--finita) , 

se, em vez de um Anel .ft , for uma álgebra Jt ..e. as definições 

c, l) e c, 2) dizem-se, respectivamente, totalmente finitas e total-

mente \r-finitas. 

Recorda-se que uma álgebra Jt..e_ e um Anel que possui mais 

as seguintes propriedades: 

se· e então 

Se então E: é Jt .e 

c, 4) Medida Completa, urna medida diz-se completa se: 

então for 



Nota: Admite-se, pois, Que a classe de conjuntos (C.) está estru

turada algebricamente com a estrutura de um Anel (:ft:). 
Assim, se as leis d e  composição interna forem U e () 

por exemplo, o Anel ft ::; (C > 'U 1 (\). 
A tríade C. 1 U 1 () terá de gozar das propriedades de um Anel 

ou de uma Âlgebra, etc. 



2, 2) Medidas em Intervalos 

Seja dado como referencial a recta real �� 
Forme-se o conjunto assim definido< 

isto ê, q, e um intervalo de Recta real fechado ã esquerda e 

aberto ã direita 9, :;, [ O...t. ) t-.:) , onde o.,,: e 2r.: são finitos. 

Forme-se o conjunto 9 seguinte: 

Defina-se uma medida f da forma: 

I 

I 

Esta medida é a do intervalo [ Q,l ) 2rt] e note-se que: 

1A- c().. ... - o....:.) _ JA- c o ) -=:; o ��r: " ) I . I I � c..a; -tt; ..e.lf<J4o 
Designe-se por P a classe de todos os conjuntos qL atrás 

definidos, e forme-se o anel li? 1 U I n) . 
Se C. :: t <\ 1 ) 9:2.1 • .  • 1 '\c: , ... 1 q1 .• '\ ... } for uma classe de con-

juntos disjuntos, ....., a. n (i .  = ,/.. e V. q.: E'? :."5 -,c, -� 6 - 'fJ " 
tome-se um '\o E. ? tal que: 

Se 'V i. 

então sera 

('\.: C. '\o 
,., 

L f' ('\L) 
4 ;;:A 

-

Alêm disso, pari't M -::> QoQ , a desigualdade continua a ve-

rificar-se, isto ê, J"' e numeravelmente aditiva. 

Existirá então uma medida )"' Única e finita no anel ? 
tal que; 

ser a 



e 

for: 

Define-se deste modo uma medida no intervalo. 

Vejamos agora mais algumas definiç6es e propriedades. 

b) Propriedades das medidas 

b, l) Monotonia 

A medida f"' em f , e monó·tona se para 

for: ('- ( fc: ) !::_ ]A' (r:'�) 
b, 2) Subtractividade 

A medida r e subtractiva se' [Jara 

\r- C !i) I 

b, 3) Monotonia e Subtractividade 

) 

F. r: /: ;. J 1 ç 

Se E for um anel, então, r e monótona e subtractiva. 

b,4) Uma função do conjunto f.. ... , continua por bai-

xo e por cima, é uma medida. 

c) Algumas Medidas tipicas e suas propriedades 

c, l) Medida Exterior 

! uma função Real não negativa, monótona, numeravelmente 

sub-adi ti v a, definida num U -anel hereditário \-\ , e onde 

!"-� ( trP) o 

sat. tjJ: 
Nota: l) e hereditário se F"t 8 e 6 c f então 

& €. .,-,« for b 

l l 



l;lJ 

2) Se fA- (E v r) � JA (F-.) + jA (F) então, 

e sub-aditiva. 

c,2) Conjuntos Mensuráveis 

Seja uma medida exterior sobre um \r -anel hereditário H 
Um conjunto � E R e 

-jt r -mensurável se for' para 

c,3) Medida Completa 

Seja: .. 

r uma medida exterior sobre um �-anel hereditário. 

s 
Então se, \;;/E E , for f 

JA -mensuráveis. 

( 6) = }"�(€) diz-se I 
a classe de todos os conjuntos 

que a medida é uma medida completa definida em s 
A medida foi induzida por . Assim, uma medida r 

# 
induz uma medida exterior )A e esta por seu turno, induz uma medi-

da completa 

c, 4) Medida Regular 

O ciclo podia ter sido j_niciado por uma medida exterior J-A-11, 
a qual induziria uma medida completa r e, finalmente, desta obtia-

-se uma medida 

Se então, a ;nedida diz-se regular , 



c,S) Medidas Exteriores e Interiores 

Seja r uma medida sobre o �-anel s 
Defina-se uma Função sobre o �-anel hereditário \-\ ( S) 

como segue: 

p�(t) E 

e uma med ida exterior. 

Identicamente se podia definir: 

e uma medida interior. 

c,6) N6cleo mensurável 

seja: E E \1 (S) � 

Se for )A ( 0 )::-o 1 então, t=" e um n6cleo mensurável. 

d) Medida ã Lebesgue 

Seja: \R a recta real 

q um intervalo de \8 , fechado a esquerda e aberto 

a direita. 

? 
s 

a classe de todos os q '\ 
um '3:"" -anel gerado por ? , 

e, finalmente, 

Os conjuntos do �-anel � sao chamados os conjuntos de 

tos de Borel. 

r e definido p;ra 

(t.lw#� 
todos os conjun-de Borel sobre a recta real, e 

Se y sobre 3 for o complemento de jll 
os conjuntos pertencentes a $ são os conjuntos -
veis, e r é uma medida ã Lebesgu":. 

sobre S , então, 
de Lebesgue mensura-



3) Canitulo: ----- Escacas Mensuráveis e funç6es mensuráveis 

3,1) Espaço Mensurável: 

Um espaço mensurável é um conjunto 'X e um � -anel 

de sub-conjuntos X) tendo este � -anel a propriedade de 

Assim, dum mesmo conjunto podem construir-se, eventualmente, 

vários \f" -anéis S com esta propriedade, e, assl.m, fo'rmar vã-

rios espaços mensuráveis. 

Simbolisa-se um espaço mensurável. por ( X) S) . 
Um sub-conjunto A C X dl.z-se mensurável se A E: S 

3, 2) Espaço medida: 

E um espaço mensurável, no qual foi defl.nida uma medida no 

'\r" -anel $ 
Simbolisa-se pela triada: 

Assim, os d iversos tipos de medidas já referl.dos no Capitu-

lo 2 , podem ser aplicados.ao espaço mensurável dado e vão dar 

origem a variadas designaç6es para os espaços medidas resultan-

tes, como por exemplo: 

Espaço medida, \f"-finl.to, fJ.nj.to comr.>leto, etc, segundo 

a medida for respectivamente �-finita, finita ou completa, etc. 

3,'3) Conjunto de Borel e Funç6es de Borel 

Convém recordar a noçao de espaço topológico e, em particular, 

de espaço de Hansdorf. 

a) Um espaço topológico e construido a partir de um conjunto 

X (referencial), e a classe T dos sub-conjuntos de X , de-

signados de conjuntos abertos, satisfazendo ãs seguintes condiç6es: 

IY 



Na classe "f existem os conjuntos�vazio 1) (também sim- /': 
bolisado, as vezes, por () e o conjunto referencial X 

- As operaçoes U e () sao fechadas para um numero arbi

trário de uniões U e um número, finito de intersecções () 
A operação é fechada se o conjunto resultante pertence a I. 

Um espaço topológico simbolisa-se, geralmente, da forma se-

guinte: 

b) Espaço de Hal;lsdorf 

Um espaço topológico (!.. 1T) diz-se um espaço de Hatlsdorf se J 

para todos os pares de elementos de X) exü;tirem vizinhanças 

disjuntas . 

c) Conjuntos de Borel 

Seja dado um espaço de Halllsdorf localmente compacto X . 

JJ�. Os 
I 

3 ' 

e a classe de todos os sub-conjuntos compactos 

de X. 
o \5""""-anel gerado por e 
a classe de todos os conjuntos abertos perten

centes a S 
conjuntos pertencentes a s designam-se por os conjuntos 

X 

Funções mensuráveis 

Sejam dados: o conjunto X 
o conjunto 

a função � 
M c \R (reta real) 

real gue aplica X E�m t\1\ I. I • 



Introduz-se a função � _) que aplica M em X , assim: 

r A ( M) = t ?C •• � (-:.:) f. \'{\ } 
e que se designa de imagem inversa. 

Convém chamar a atenção para as seguintes propriedades: 

a) r) ( }!. M;) }-lA r A (�\À') 
b) r� c\"\- \V) rA c\"\)- r� c�) 

Introduzindo a definição do conjunto 1\1 ( � ) como sendo: 

t ::c ·. � (. ';1;) t o 1 
e possivel definir uma função mensuráv�como sendo aquela em que · 

�(�) n �-A(M) for um conjunto mensurável. 

( ';{, j ) Como propriedades importantes, temos: ---· 

a) Se s for a classe de conjuntos de Borel 

s 
Jt 

for a classe de conjuntos mensuráveis a Lebesgue 

um 
-------� c::r--anel, 

·'-�-------- ---··-- ! 
obtemos, respectivamente, as seguintes funç6es: 

função mensurável a Borel 
I " " a Lebesgue 

" " 

b) Se � �""} for uma sequência de funç6es Reais num espaço 

mensurável, então, são mensuráveis as seguintes funções: 

� (-x) 
� (?C) 
r� c'.}:J 
�* (x) -

S.v..\?. t �CV\ (_�) CVl = 

-r�\- l �<V' ( �) . (VI 

L ' <."<"n S .u. \? ��(';C) 
L. <VV\ -:s:-(V\\ �t")(rx:), 

.1,.:2, ... ) 
). :L . . . } J I 

CV\ 

("' 

-:: ) :.l I J 

.À :2. ... I J 



4) Capitulo Converg�ncia e Integração 

4,1) Converg�ncia 

O conceito de converg�ncia e básiço nesta matéria e precede 

o de integração. 

Há várias formas de testar a converg�ncia o que dá origem 

a vários tipos de converg�ncia. 

4, 1.1) Converg�ncia quase em toda a parte (q. t.p. ) 

Seja dado um espaço medido" ( "f< 1 5 J r) e seja declarada cer

ta proposição em relação aos elementos desse espaço que é verda-

deira, escepto para alguns elementos, os quais formam um conjunto 

de medida nula; então, a pronosição diz-se verdadeira quase 

em toda a parte (q. t. p. ) .  

- Assim, se uma sequ�ncia t �"" J converge para � 
mente q. t. p . ,  tal significa que o conjunto dos termos 

uniforme

� l<> onde 

\T 

tal proposição nao se verifica, constituem um conjunto cuja medida t"' 
e nula. 

- Assim, se ) 
para que a segu�ncia ��il convirja q. t. p. , e necessário e sufi

ciente que: 
M 

n o 

4, 1. 2) Converg�ncia em medida c�:> 
A sequ�ncia l � <"\ J converge em n1edida e111 g se para t )>O 

e arbitrário for: 

Li(VV) fA tx 
• \ t� (?C) - � c�) l ";} t} o . 

""-i> ... 



4, 2) Integração 

A introdução deste conceito faz-se a partir de uma classa de 

funções designadas por funções simples, e, depois, é estendido 

a funções mais complexas e irregulares., 

4, 2.1) Função simples 

Esta classe de funções tem a forma geral seguinte: 

� = L_ (/.j. 
j. .. }, 

onde X E c e a função caracter is-

tica dum conjunto Et que, como é sabido, toma dois valores 

o e l. 

(?C) t: 
/.:A:. ::X:. f �l. 

Sendo :X:. E.: I � = E.: 
e e definida num espaço medida (x , s, r) 

4, 2. 2) Integral de uma fun�'ão s�es 

Para que uma função simples seja integrãvel e necessãrio e 

sc;ficiente que f"- (f�J .( o0 

com E.: E. S . 
, para todo o À. onde tJ<..:. f O 

Simbolisa-se o integrãvel respectivo da forma seguinte: 

Assim, ·teremos os seguintes casos típicos; 

J 
) ;\!(; J. r 
Se c o( � � r <t) J. r 

J. r r (E) 
o< t� � J.y +(3fE � Jf 

- Se �. for nao negativa q. t.p. , então: 

s� � o 

\ lS 



- Se q.t. p. , então: 

- Se o( � � L. p com p( e r € HeaJs, então: --

t)( f (E) � )E � J. r L. Pt (E:) .._ 

4, 2.3) Integral indefinido de � : (v) 
VE mensurável ) v c�) �E � J..r 

- Se então, V e rnonót: o no 

V e absolu tamente continuo se f for i.n tegrável 

V e numeravelmente aditivo. 

A distáncia entre as funçoes � e <}, e definida pela ex

pressão seguinte: 

2 fácil de provar que se trata efectivamente de uma distância. 

4,2.5) �uência de funçoes simnles i.nteqráveis e sua inte-

graçao 

A primeira generalisação consiste em estudar a classe de funçoes 



que sao limites de sequências de funções simples; estas funções 

limites não são necessariamente funções simples. 

- Sequência fundamental em média 

Sejam dados um espaço medida ( X 1 S 1 f) e uma sequência 

t �<"' 1 de funções simples, tal que f ( �M 1 ��) -"> O 

quando m e lXV\ tendem para oe 

por 

Simbolisa-se a função limite dessa sequência fundamental 

- Integral de � � --9 9'-

O integral de � e definido como se segue: 

o 

- O integral de ; é absolutamente contínuo e o integral 

indefinido é numeravelrnente aditivo. 

- As restantes propriedades referidas para funções simples 

integráveis em 4,2.2) , 4,2.3) , e 4,2.4) apJicam-se a � 

4,2.6) Convergência em média 

Diz-se que \ �<"' 1 converge em média para � 

r (�(V) �) = J \ �� - \ \ d r -/ o 

se: 



4,2.7) Convergência limitada 

Sejam dados: 

- Uma sequência t��l que 

- Uma função % integrável 

a Lebes9-':l-'= 

converge em 
� 
mtH3 · ?a em � 

Se \�"" �\ � 't�q.t.p., enüio, � e integrável 

e t �""! &Gil'>""'''!" 91H n.édiu em � 
Se t for mensurável e 't integrável e t � \ � \ � \ q. t. p. 

então 1 e inteqrável 

- Se ! 9 l "L JM J for uma seqt1�ncia crescente de funç6es men-

surâveis e nao negativas e 

L�� .... (r.x:):::. � <_'JC)?·t·"·· 

L�) ;('<)c�) J. r(�) 
então: 

- Uma função mensurável so e inte�rrãvel se os seus valores 

absolutos tambêm o forem. 

- Se � for uma função integrável e � for uma função es-

sencialmente limitada, ent�o, ! � � e integrável. 

Uma função % e essencialmente limitada se a medida do conju 

junto onde � nao for limitado e zero. 

- Se � for uma função essencialmente limitado em 

um conjunto mensurável de medida finita, então, � 
em E 

4, 2.8) Lema de FatoM 

ê integrável 

Se \ �<" J for uma sequência de funções nao negativas e inte-

gráveis, e ���':;\-5�"",}.}' .( .,., enLao � ( -:x:) � L�_;:_\f� .._ (x) � 
ê integrável e _) �. J !"- � L\� '""\ s �� j r 



5) Capítulo: Medidas com sinal, complexas, derivadas e 

generalisação a espaços produtos cartesianos 

5,1) Medidas com sinal 

As medidas, tal como introduzidas, sao essencialmente nao 

negativas. 

Estende-se o conceito de medida a medidas com sinal da forma 

seguinte: 

onde r• e uma medida , tal como definida inicialmente, e J..;. um 

real (portanto positivo ou negativo) . 

Para conservar o sentido de uma medida corn sinal da forma 

F (E:):::: r)- _r:�. quando r) e r :I, ::: ""' / m,oõe-se que, pelo 

menos uma das duas medidas seja finita. 

Se E e f= forem dois conjuntos mensuráveis e JM" uma medi-

da com sinal, E c 

- Se t f..,.., l for uma sequência 

sinal e I r ( �;) E�) I < 00 
' 

sera absolutamente convergente. 

, então \ JM" (E:)\< 
di.sjunta, fu. 
então, a série 

uma medida com 

i. r (sM) 
M:::A. 

- Se 3 \r c�"')\< "" 

o<> e �E"" J for decrescente, então 

r (L� f(V)) 
5, 2) Medidas Complexas 

A passagem ao espaço complexo faz-se com facilidade a partir 

das medidas �om sinal1da forma seguinte: 

r c�) 

- . 



As propriedades res ultantes decorrem das propriedades com 

s inal que serviram para a res pectiva cons trucção, como por exemplo: 

A medida conjugada de fM" (ti) ser a dada por: 

r:: (E) - "' n (t:) · 

5,3) Medida com sinal, abs olutamente continua 

Seja dado um espaço mensurável (X1 S) e r e V duas me

didas com sinal s obre S . Diz-se que V é absolutamente conti

nua em relação a r e simbou.sa-se v c::<. F , s e  v (.:>) =o 

para todo o conjunto 1::: mensurável. de (X 1 S) , para o qual for 

Ass im, são equivalentes as expres s oes segui.ntes: 

O ooerador L..<. é reflexivo e transi.tivo. 

Com efeito, oor exemplo: 

Se 1\ 

- 1'eorema de Radon-Ni.kodyrn 

Se (X 1 S 1 ).AA) for um espaço medido e 

então existirá uma função � , tal que: 

5,4) Derivada de medidas com sinal 

�-finito, 

e Única# 

e s e  V L..-<. F 

A partir do teorema de Radon-Nikodym, pode introduzir-se o 

conceito de derivada. 

Com efeito, a função � referida no teorema e a derivada de V 



em relação a }'-"' ' e simbolisa-se da forma seguinte: 

� à V 0ÁÁ- J.'C �- J. ;.-u.. - d}"'-
Vejamos algumas propriedades mais relevantes: 

- Se V -'"'- r -'"' ).. 
J.V à.v a; - cl}"'-. 

- e, então será ainda: 

então, 

. a " 

5,5) Generalisação do ConceiLo_a espaços produtos cartesianos 

- Espaços produ�os cartesianos mensuráveis 

Se ()<. 1 S) e ( Y1 \) forem dois espac,;os mensuráveis, então, 

o espaço (X X Y l S X \ ) tambêm ê mensurável. 

(e 

- Espaços produtos cartesianos medida (e \S:""-.finitos) 

Se (X 1 S 1 f) e 

"f -finitos) , então, 

( y 1 \ 1 �) forem dois espaços medida 

o espaço produto cartesiano (X X Y > S X\) 
goza das seguintes propriedades: 

- Se 

Sendo 

1 for t!ten.surável E c X X y 
�c�)== r (e-:.:) 

e for: 

� e 't mensuráveis e 

\� (?C I�) E_ �J 
::: \ 'X •• ('x. I '-õ) E E � 

n�o negativas, e onde : 



- Produto de medi�as 

Se }. (6) for uma função definjda em E E S X \ 
pela expn>s s ão: 

então, f.. (E) é uma medtda �-finita ,  tal que: 

Se A X B :: E [ 5 X I sera: 

Á (A X G) :: fi (�J -
e " diz-s e o produto das medidas r e --J , ou s eja ;( ::: fi' X \) 

Então, o espaço mensurável (X X Y 1 S X \) tem 

uma medida__E_Jóoduto_ (f.). 

5, 6) Integral Duplo 

Seja dada uma fun<;:ão � ( "X. 1 �) , onde ("X 1 'i) E: X X Y 
e é integrável. então: 

Daqui decorrem algumas proprl.eclades, nomeadamente as s eguintes: 

e 5 �(::.c) à r (-:x:) ' forem ambas definidas, então: 

) � J. f -= 5J � (x1�)- J \) (�). J.y (-:x:.) 
:: ) J f ( �) ) � (X 1 �) J )) ( I�) 

\ � J-Á = SJE t J r· J. "0 ::: SSE � A ·--J. ct r 



onde: 

e 

são diversas as formas de simbolisar o integral duplo: 

) � c -:c ) �) . a ( }M x v ) � S � c 'X) J. r c�) = 5 � c�) J. '\) c�) 
� (-;C J :: ) 9.-. (X 1 �) • à --) ( �) 
e>ol�) =)�c�,�) a JJ c�) 

- Os conceitos definidos podem ser generalisados para espaços 

produtos cartesianos em número fini.to e até o<:> mas numerável. 



6) Transformadas 

Às aplicações de um conjunto X num outro Y , ambos nao 

vazios, vai aqui dar-se a designação gen&rica de Transformadas. 

Por demais conhecidas, não se faz aqui referência ãs prin� 

cinais propriedades das aplicações em geral e funções em parti-

cu.lar. 

6,1) Transformadas mensurãveis 

Sejam dados dois espaços mensurãveis 

e será uma transformada mensur�:-::et ele (X, S) em ( y, I) se: 

''A imagem inversa de todo o conju11to mensurãvel for mensurãvel''. 

6, 2) Se e for uma transformada mensurãvel de (X 1 S) em 

(y ,
l ))e 

tão, %· e 
<õ, for uma função real mensurável sobre y , en

é mensurãvel em relação ao T -anel e-J (I) 

6,3) Se e transforma o espaço medida (>< J 5 I r) em ( y I\)) 
e 'õ for uma função real mensurãvel em y , então: 

� 'b a l f'- e-k ) � � c� e') a r 
isto é ,  se qualquer dos dois integrais existir, o outro també m 

existe, e são iguais. 

6,4) Se e transforma (x JS 
I r) em ( y l \)v), e o se-

'<í"""" e·) 
gundo espaço medida for \) -finito, e ainda r for absolu·ta-

men te contínuo em relação a � , então ex is U.rã uma função cp 
em y , tal que: 

� � (ec-x)). à r (-;e) 



6,5) Se 8 for uma transformada (.A,).) de (x,-s) em ( y1í ) 
e se e e e. A 

forem ambos mensurãveis, então: diz-se que e 
preserva a mensurabilidade. 

6,6) Se, nas condições anteriores, mas tratando-se de espa

ços medidas, (X) s) f) e ( y I\ I .Y)' então, diz-se que e 
preserva a medida. 



7) Capitulo Estruturas alg§bricas tlpicas , espaços de funç6es, 

funç6es de conjuntos e funç6es de ponto. 

Neste capitulo recapitulam-se alguns conceitos que interes s am 

a introdução da teoria formal das probabilidades. 

56 esta circunstãncia justifica incluir, num capitulo, matê-

rias tão distintas . 

7,1) Estruturas algêbricas tiplcas 

7,1.1) Anel de Bool 

Um conjunto não vazio 6 e duas leis de compos içao interna 

v e 1\ , ambas comutativas e associativas ,  e A distributiva 

em relação a V , constituem um anel de Bool (_ G I V J ,/\ ). o 

qual goza das seguintes propriedades fundamentais: 

- Tem um elemento neutro único O em relação a 

resulta que s e  E E (e, 1 V1 ;\) • então, 

Des igna-se: v por Sorna 

f,1.2) 

e )\ por Produto. 

� -anel de Bool 

S"VO --
o 

v. 
c: 

donde 

'I'rata-se de um anel de Bool c G J v) A) com mais as s eguintes 

propriedades: 

E E. ( \31 V1 A) e onde E· l. E 

f . .. 



r 

para 

7, l. 3) Algebra --ª� Bool 

8 um anel de Bool que contém um elemento S o , tal que, 

E. )' E se verifica que f.: c. 

7,1.4) �-Alqebra de Bool 

Definição idéntica a anterior (6,1.3) mas a partir de um 

� -anel de Bool . 

7,1.5) Conceitos de funr;Ões,_ mensurabilidade e de medida 

Todos estes conceitos podem apl icar-se a estas estruturas 

algébricas e, a seguir, apresenta-se um exempl o: 

7, 1. 6) Definição de uma medida posi_ ti v a num �-anel. 

Seja dado um �-anel e defina-se uma medida positiva f 
que é sem�re positiva, excepto para o el emento O que é nula. 

O que se disse para � -anéis diz-se para �- álgebras. 

'I' em interesse recordar que se se ver i ficar f (C: 0) -= .A 
a medida diz-se normada, corno sucede na medida de probabilidade. 

Veja-se a definição de E0 em l,L3). 

Certas classes de funções podem ser estruturadas formando 

espaços algébricos. Algumas destas classes té m aplicação na teo-

ria das probabilidades, e, por isso, tem interesse apresentar 

alguns exemplos. 

�,2.1) Cl asse de funçõe��---

30 



jl 
é a classe de funções re�.!:_':'_ e inteqráveis sobre o espa-

ço medida 

- O integral de.módul o de J com � € J;. sera simbolisado 

por: li t \[ - ) I � I J )A 
- A distância entre duas funções � 

nida por: 

e � de J. .I ser a defi-

ji�-3[J.r 
- Por ser uma distância, 00zava da propriedade importante 

seguinte: 

Se o então � 

7, 2. 2) Classe de funções J.,--

Esta classe de funções goza da pror•riedade seguinte que as 

define: 

- Sejam dados dois reais maj.ore':'_ do que a unidade, '\> e � 
e satisfazendo ã condição seguinte: 

J_ + _\ \> " = ,l 

Sejam dadas ainda duas funções 

classes J� e � , então, sera: 

a) �. % f. J.A 
b) 

e (s respectivamente das 



í: l 

Se e 'õ pertencem a classe , então, será: 

a) � -+ 'b E i� 
b) L.. -
Estas desigualdades correspondem as regras do triângulo 

próprias da definição de distância t 

7,3) Funções de conjuntos e funs;_§es do Ponto 

Tem interesse na teoria das probabilidades fazer o confronto 

entre funções cujo dominio são conjunt��' e funções cujo domlnio 

são elementos (Pontos), e procurar encontrar certas correspon-

dências entre elas. 

7, 3.1) Aplicação a recta real 

Sejam simbolisados: 

Por X o conjunto de el ementos (Pontos) da recta real. 

Por S a classe de todos os conjuntos de Borel da 

referida recta real. 

Por uma medida de Lebesque definid.f! sobre 5 . 
Por uma função cujo dominio e X 'e que tem as 

seguintes propriedades: monóto.Qa __ 

limitada 

Então, se � (- oa):::: O 

tal que � Q lv 

� (?C)4 � l�) /;>-(. � ,_{,� 
o ...... à.. ?C 1 'i:, E. X 
� (<:e) e � ( �) existem e sao 

=-v ""' )-::> - oo finitos 

existir5. uma medida \) em 5 



• 

• 

Se '\) for medida finita em 5 e ainda se para todo o real ::C. 

for: 

(1-t : -

então, �.,) e uma função limitada monótona, continua a esquerda e 

o 

Estes dois resultados mostram a existência de uma correspon-

dência entre � (-:x:) ' função do ponto (el emento :X. de X ) e a 

medida )) ' função do conjunto ( - cr>) se] E s 
- Este resultado pode ter uma representação grãfica que ilus-

tra razoavelmente essa correspondência: 

y 
------- -->< 

I 
I 
I 

_ oo  

o :cf.X 

No grãfico temos r epr esentadas : 

uma funcão � "l> (. -;c.) cujo dominio e )( (Heal ) e contradominio 

e y ( Heal ) 

e uma medida \) ll- oD 1 'JC. J) , cujo dorninio e , classe de conjun-

tos da forma genêrica 

e contradorninio y (Heal) 

Assim, o mesmo real 'ó f y 
�)) (�) e de \) ( (_ .,o 

J 
x.]J. 

e o resul tado da apl icação de 

Portanto, o ponto X (el emento de X ) e a função �':>) (?C) 
e o conjunto (-o<> 1 X J e a medida \) ( ( - """1 'X]) têm por v a-

lor o mesmo r eal '0 E y . 
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