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” Introducdo

CAPITULO 5
RELAGOES BINARIAS

5.1 DEFINICAO E PROPRIEDADES

Se X =Y =entdo X X Y =(XUL=1062 e 14* serd
o conjunto referencial. De novo (2, V.,A) seja um
reticulado e J a famflia das aplicagdes funcionais de9(;?
em £2.

As principais propriedades que podem possuir as
Relagbes Binarias sao:

5.1.1 SIMETRIA

seV (u,, u,) € qe2 Ja (ug,up) =J4 (ug,uy) entio
A 6 uma relagao simétrica.

5.1.2 REFLEXIVIDADE

seV (u,u) e Q62 for J 4 (u, u) =1 entdo A é uma

relacio reflexiva (repare-se que nao basta ser
Ja (u,u) >0)
5.1.3 TRANSITIVIDADE (DIRECTA)
Se ¥ {uy, u,), (u2. u,) & Q42 for
[JA (Uil U3) I:A(JA(UInUi ) JA(Uj,U;g))]} :
Y;
= Jp Uy uy) SR

entdo A 6 uma relagao transitiva.

Note-se que a transitividade se testa pela compo-

.snc;ao de "A 0. A; com efeito

. AAoA'=_ .E {A[JA(ul,uj ).:JA(u;’,u,}]}

-

5.1.4 TRANSITIVIDADE (INVERSA)

seV (ug, u,), (uy, ug) € Q42 for:
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A{ I (U ug), & [v(JK(ul. u ) Ix ity .uaa)]}=

= JK {u,, uy)
entdo A é transitiva (inversa).
Esta definicao sé pode ser aplicada se o conjunto

reticulado for complementado ou, quando muito, pseudo-
-complementado {3 Zadeh).

Os resultados das duas formas, directa e inversa,
ndo sdo, em geral, os mesmos.

5.1.5 ANTI-SIMETRIA

sel (u,,u,) € 96 for:

[J A(ul’ U2) :;& JA(U2' Ul)] U

U[JA (ul'd2)=JA (Ul,Uz)]=o

entao A 6 anti-simétrica.

o 5 1 6 ANTI SIMETRIA A ZADEH

56 58 apllca a retlculados ({O 1} T,9).

-'SeV (U,,'uz) S ‘m for

[ JA {up uz) > OJ % [J (!.12, LI1) = OJ

entdao A 6 anti-simétrica & Zadeh.

5.1.7 FECHO TRANSITIVO DUMA RELACAO BINARIA

Seja A S 9 e simbolize-se por A2=A o0 A. O

-

elemento gené:ico J,, (u;, u;} € A? terd a forma:

{*) .Continuacdo do trabalho «Introducdo aos Conjuntos Vagos» publicado na Técnica-433, Fevereiro de 1976, psg. 201 a 217.




Jae Uyl EAE=

= V {A[ JA(Ui,uk ): JA(ukluj) J}
U

e se A for transitiva directa j4 vimos que Ja Vv J » =

=J, ou seja JA> Jpz 0u A2 A2 (veja-se 4.1.3 )
Dum modo geral Ak o akFT

Chama-se fecho transitivo duma relagao binaria a

AU Al
t“i=1

a) Se A for transitivo entdo A é transitivo.
t
b) Se A 2 A entao A é transitivo.
t

c} Se A = A? entao A 6 transitivo.

d) Se a partir da order_n_ K, AKXt = Ak gntao

sdo propriedades que:resultam da definigdo imediata-
mente.

5.1.8 CAMINHOS NUM GRAFO FINITO

Seja dado:

Um grafo A & 902 cujo caracterizante J, C {2, V,4)
reticulado, onde Card 9¢ é finito.

Define-se caminho finito c; e ~de u; para ug ;i num ..
grafo finito A, um g-uplo, com a segumte forma [:]

proprledades

a) clk (u1 '

cujos elementos vao ser resnmbollzados, passando a :

escreve'-se R
S = Lu g u)
coeom ,u = ui e qu. = Up {q >2 e finito).

b) VIEU,....Q)-iu E‘u’:

c) VLpE'H q),iu =+ pl

donde resultarad que
1u =y 7‘— U=

d)V T [-1 E(1.. wq=1):

V.[JA (jU:j+1U):0 ]-’,’: 0
onde 0 é o lnflmo da Q2.

O compnmento h de ¢;; é dado (g—1):
“h (c“( ) =q- 1

U8 acabados em uk pode’ ser dIVIdIdO em
de:: equwaléncla usando o comp.lmento h com

: dos em’ ui e termmados em “k que tenham u

A largura | do caminho c;,
seguinte:

é definida da forma

i ‘Cik) =? [JA( ’-ij+1l.l)] coij(1 e Q — 1), e

5.1.9 CAMINHO DE MAIOR LARGURA DE u; PARA u.

Seja /g”\ o conjunto vulgar de todos os caminhos
distintos iniciados em u; e terminados em u; .

Os caminhos ¢ ik € Kk e cl"k S5 (‘;ik dizem-se
distintos se os respectivos g-uplos forem distintos, isto é,
tiverem pelo menos um elemento distinto, ou a ordem
é diferente, ou q & diferente. Entdo o caminho de

maior largura serd o caminho c{k tal que:

v fttc;k), I {cf) ] =1 {cf,)
[ .

A [1 (Crk)_l (Cisk') |_m 1 ‘cnl')

S s . S _z AT
paraf cf; & %1: € Cik 7 Cik

Simboliza-se | (c}'k) = Ly,

5.1.10 CAMINHOS DE MAIOR LARGURA E DE'UM;
DADO COMPRIMENTO h.

O conjunto gde todos os éaminhos iniciados em

de_classmcacao

':_ ASSIm g representaré todos os cammh
ik B
primento h e
U h Z/_:ik = gik =
h N

Pode definir-se a largura .h:l.'i.l.é':- do’ Caml_nhd:_dg
maior largura e de comprimento h .- T

h lk =1 (clk)

que satisfaz ao seguinte conjunto de 6ondicﬁe§ﬁ-

a) ¢ € "
b) ¥ [ el ) i(c?k]]= e}

8 A [ Hef ) Hed,) J




5.1.11 APLICACAO DESTES CONCEITOS A GRAFOS
CUJOS RETICULADOS (R, v, A) ASSOCIADOS SAO
TRANSITIVOS, COMO SUCEDE COM OS RETICULA-
DOS DE ZADEH.*

A transitividade exprime-se pela proposigao:

:(A(a. m = «) U (A(a, B = é)](==}a <p

Entao teremos:

Via prene

a) Iyl =4 L"A‘ Wit v :| iell,...qa—1}
]

Haverd pelo menos um J 5(yu, 4, u) =1lcy)
com le(1,....q— 1)

o) Ly =l = v (o). Hefe) )=o)
I c‘k ik

é suficiente para definir Ly,

m U meq U T Ly

c) Hé pelo menos um J 4. (

me(1,...,.q—1)

d) porque

Lik=v{ A[ JA (ju.j+qu) :]}

e da definigao de fecho transitivo (5.4.3) pode estabele-
cer-se que:

Al lujou ) =y L

ile-<- (directamente)

e) Ja lujoue) =Ly (directamente) -
f) Se h > Card 96 entao
hLil-: “m Lik

para m < Ca:d 9(. Basta lembrar ‘que 0"g: _'fo_.i_é"':fi'ni_fd S

‘e hue ‘caminhos com h > n téem r‘epetic'i')e
coes) que nao alteram o resultado devudo é fdempotén-
. cia .dos operadores AeV.

a) A=) A e n=Card 96
’ i=1 ’

t

pelas razdes ja invocadas.

{*) Veja-se Anexo 2,

: VA GA

“(clrcula-

5.2 — DEFINICOES DE VARIOS TIPOS DE RELAGCOES

5.2.1 PRE-ORDEM VAGA

Pre-ordem vaga é uma relagao binaria, transitiva e
reflexiva. Daqui resultam as seguintes proprledades:

a) A2Z=A o0 A e

JA2 (U1:U2)= AJA(“i'Ui)AJA(Ui'Uz)]

mas para i = 1 serd
Jalugu)ady (uy.u,)
e porque J, (u;, u;) =1 (reflexividade) serd
Ja (upuy) AJdp (upuy) =Jd, (uguy)
Atendendo a transitividade

Jalupul >oa
donde -
Jaz {ugup) = Jdpy {ug,u,)
e finaimente

2= A (o nao apenas A2 - A)

b) Dum modo geral Ak = A e A=A (feho tran-
sitivo) ) t

5.2.2 SEM! PRE-ORDEM VAGA

Relagao bindria nao reflexiva e transitiva.

5.2.3 . PRE-ORDEM ANTI-REFLEXIVA VAGA

Transitiva mas Y u e ‘UZ,: JA‘-(u';_'gJ)':'i 0

1 5.2.4° RELAC/IO DE SIMILITUDy (o’u SEMELHANCA)

‘E:uma; relaqao pré- ordem .vaga stmétrlca
Porque _E'slmétnca pode escrever-se -

a'—- J a (ul, Up) = J7 (g0 uy)

' _B_JA (Ugoug) = 3 (U0 u,)

. y=Ja (upug) =J, (ugu,)

Dadas as relagdes de transitividade sera:
a>B Ay
B > a Ay
Y S>aAR

donde o seguinte conjunto de restrigoes:




Y > a5 =8
Y> B> a=p
Y> eza=B=Y
Y>B>7=8
Y>> aP7a
Y >B 2 a=B=Y

ea>B N B> a A
«ae>B AN B> a A
a>T7YANB>Y A
e >SYANB>Y AN
a>27T AN B>a A
a> 7Y ANB>a A
Y>> e a=y
Y>B3B=7

e>2Y A B>y A
e>YANB>SY A

Estas propriedades resultam da simetria e podem resu-
mir-se:

>B=7VB>a=7V (y>a=4)

5.2.6 SUB-RELACOES DE SIMILITUDE DUMA PRE-
-ORDEM VAGA

Seja dada uma p:é-ordem vaga A € Q62'e 16, c U
um sub-conjunto vulgar que constitui um sub-referencial
e J, C J um sub-conjunto de J e relativado a qf,: se
v Uy, Uz = Uy

Jda (upup) = J 4 (uz,uy)

os elementos de ., formarao uma sub-relagdo de simi-
lidade.

Uma sub-relagdo de . similitude .6 maximal. se nao

estiver contida noutra sub relacao de slmllltude

A élasse de todas as sub-relac; s de snmllltude-_f‘_--'_'.. S
maximais se existir ‘numa " pré- ordem desngna -se por';'__ Relagao estricta -

classe de SIMIIItUdeS da pré-ordem.

Uma pré-ordem que pode ser decomponrvel em
classes de similitude diz-se uma pré-ordem redutivel.

5.2.6 ANTI-SIMETRIA (VAGA)

Yiu,u) €902 gu, -,

[34lu;, u._’]w,«J:JA(u_,,", u 3l ou [J 4 (uy, u,) = Jg {up, v,) = 0]
diz-se que a relagdo a anti-simétrica.

5.2.7 GRAFO ANTI-SIMI:‘TH‘ICO VULGAR ASSOCIA-
DO A. UMA RELACAO VAGA

v (uy, uy) € 02
Ny i Al Ja ) > I (0, w) |
: ..'._[-(ul.‘uz) €6 e(uz,.u1)¢ G]
2) u, # uz[JA (uyiuy) =J 4 (u,, ul)] >
=} [ (u1 _u:g)_ e (uz. u,) ¢ G]

"Relagdo ‘ndo’ estricta

5.2.8 ANTI-SIMETRIA PERFEITA (VAGA)

Define-se V(ul,uz) €962 e (Ul=rL—'Uz)

serd: se J, (u, u) >0 entdod, (upu,) =0

5.2.9 RELACAO DE ORDEM VAGA

E uma relagdo bindria reflexiva, transitiva, anti-
-simétrica. Porque J (uy, up) >J 4 (u, uy) em Qf in-
duz-se uma ordem:

U, U

5.2.10 RELACAO DE ORDEM TOTAL VAGA
Se o grafo vulgar associado representa uma or-

dem total.

5.2.11 RELACAO DE ORDEM PARCIAL VAGA

Basta que o grafo vulgal" associgdo seja de ordem
pa:rcial,
5.2.12 RELACAO DE ORDEM PERFEITA (VAGA)
Se se usar para definigdo de anti-simetria a de-

finigao 5’.2.8.

5 2. 13 RELACA'O DE ORDEM ESTRICTA (VAGA)

transmva
anti-reflexiva
““anti-simétrica

transitiva"
- reflexiva
anti-simétrica

5.3 — OUTRA RELAGOES : TIPICAS

5.3.1 RELACOES ORDINAIS (VAGAS)

Sao relagdes que gozam das seguintes prop:ie-
dades:

— reflexiva

— anti-simétrica (veja-se 5.2-6, 7, 8)

— nao tem circuitos no grafo vulgar associado de
comprimento superior a 1.

5.3.2 FUNCAO ORDINAL DUM GRAFO VAGO

Veja-ss Anexo-3 que trata este tema para grafos
vulgares.

A definigao de relagio de ordem vaga'ordinal im-
pde que goze das seguintes propriedades: - . :

— reflexiva




— anti-simétrica

— sem circuitos

— transitiva

E possivel definir uma fungdo ordinal para a rela-
¢ao de ordem vaga ordinal. Para o efeito usa-se o

método descrito no Anexo-3 para onde se remete o
leitor interessado nesse método.

5.3.3 RELACAO DE DISSEMELHANCA (OU DISSIMI-
LITUDE) VAGA

Caracteriza-se por ser:
— simét:ica
- anti-transitiva

.Falta definir o que se entende por anti-transitiva.
Anti-transitividade define-se como segue:

Vo(wv), (viw), (u,w) C 902

Ja luw) < ALL(LV) VU4 (vw)]

v

5.3.4. Tem interesse em confrontar a edissemelhangan
com a «semelhangan

a=Jpluw)=J, (w, u)

pseudo complementariedade. A demonstragao seguia os
mesmos passos.

5.3.5 Relagao parecenga é reflexiva e shinétrica.

5.3.6 Relag¢dao de ndo parecenga é anti-relexiva e si-
métrica.

5.4 —RELACOES E SUAS PROPRIEDADES QUANDO
O RETICULADO E DE ZADEH ([0.7]1. 4

Embora se tenham feito algumas referéncias ao
reticulado de Zadeh e porque este 6 dos mais empre-
gados em conjuntos vagos, convém -dedicar uma alinea
ao estudo de algumas situagbes tipicas que oco:rem
com as relacdes ja apresentadas no caso do reticulado
se;r de Zadeh.

5.4.1.— CONCEITO DE DISTANCIA MIN MAX (D)
ENTRE ELEMENTOS DUMA RELACAO BINARIA.
dA(U,V) =1 "JA(U:V)-
com uv €U o Jy € (10:1], 4 ., ¢)
e se A for o compleménto de A
day (u,v) =Jg (uv)

Estas definicoes serao aplicadas a varios tipos de
relagées e hd que provar, em cada caso, se a definigao
de dp satisfaz as regras de uma disténcia.

Aplicagdao a uma relagdo de samélhancé‘--(ver). R

dA(u.v) Jalurv)

sendo A uma relacao de semelhanca vaga Gl
A é transmva (dlrecta : sl

‘Porque & transitiva teremos:

(u, W) £J (W, )]

Semelhanga: simetria B=uplu vI=Jy (v, u)
y=Jdalvew) =, {w,v)
a=Jx (u,w) =g (w. u)
Dissemelhanca  simetria { g = Jg (u,v) =Jx (v.u)
v = JF (vow) =Jdg (w,v)
Sao ambas simétricas.
Dissemelhanga J 5(u, u) =V (v A0=O T
Semelhancga Jaluu)=0 NVIFEO =
Finalmente
Semelhanga

>vig,av,)

Dissemelhange «a< A (”I},, V_{v ) L

a -aplicagao das leis de De Morgan. verlflcam as ex-
pressoes de transitividade.

Portanto se o reticulado for complementado e se
JA satisfizer as regras de semelhanga entao J-— ve-
rifica as regras de dissemelhanga.

Pode estender-se esta afirmac¢io aos reticulados
de Zadeh ([0,1], 4.%¥) que gozam da propriedade da

transltividade

Jaluv)> ¥ [,
w

ou

<A 0 —Jpluw) ¥ (1 —Jp tw,v))]
w

1 —Jpluv)

ou

dp (U, V) < 4 [dy (U w) ¢ dy (W, V)]
w

Porque & simétrica:

Jp {u,v) = Jdylv, u)




donde _
dp(uv) =1 =Js(u,v) =1 —Jpulv,u) =dylv,u)

Porque é reflexiva: -

Ja (u,u) =1 (supremo)
donde g
dplu,u)=1=J,(uu)=1—-1=0 (infimo)
o =0 B 1—Jyluw) =0 ou Jluw =1

e daf que u=w
logo 6 mesmo uma distancia.
Finalmente tem interesse em reparar que se desig-

‘ narmos por A a relagdo complementar de A com J, =
=1-Jx entio JA (uv) =Jg (uv) e ‘ainda que o
operador que conjuga d, (u, w) com d, (w, v) é:

& [dy{u, w) ¥ dy (w, u)]

e daf a designagao emin . rridx.

Aplicagdo a uma relagao de parecenca (ver 5.3.5).

Uma relagio de parecenga A & reflexiva e simé-
trica; daf que .o fecho transitivo A; 6 ainda transitiva
(directa) portanto A, é simétrica reflexiva e dal uma
relagio de similitude (ou-semelhanga).

Define-se distancia entre dois elementos u,v de
A, como sendo :

dy (u.v) _=,1_+_dA(q,:_y)-.--__-s_.._-_'

TRE ELEMENTOS DUMA RELACAO BINARIA.

Os operadores sdo agora 4 e = (soma disjuntiva)
Se A for o conjunto dado seja A* o conjunto ob-
tido de A pela operagao seguinte:

Jas (U, v) =9 [p (U W) U4 (W, V)]
: w
que designaremos por min soma.

Aplicagao a uma relagao de parecenga

Dy (uv) =1 ~ Dy, (u, v)

JAt {u, v} = JAt {(viu) 2Dy u, v)

JAt'__(u', u) .‘=_' d p’At (uu =0

e finalmente

ou

1-Jx (u v)> s’f.[1"ﬁ‘Jgtﬂ‘(_u,z\b{)f} a %_th--(w,v)')]

w

5.4.2 — CONCEITO DE DISTANCIA MINSOMA D EN-

1-Jg (wLv)> ¢v[1 - g (u,w')%JK" (w, v) -
t w t t

5, lwow) . Ig (w v.)):]n

AR . h W (uw) I (w,v)]
At. < \‘N .At . . At h .
como se desejava demonstrar

D (uv) >D (uw) @ D (w, v)

onde Qé a ope'at;ao minsoma no dominio do reticulado
de Zadeh.

5.4.3 — FECHOS TRANSITIVOS ™

a) Fecho transitivo do tipo méax. prod.
Os operadores definidos no reticulado sao {(y, ®)
ou seja Max. e prod. vuigares.
Se A for um conjunto vago,.numa relagdo a com-
posicao do tipo méx. prod. seré:
Jar = Jpoa TV [y (u,w) . Jy (w,v)]
w

e se Card A =y entdo o fecho transitivo (max. p:od.)
sera: ‘

Outras formas de’ compor tfplcas 'sao:

.J.-n—J(AoA) _\p [JA(u,v)nJA (w, ]

JA -J(AoA) —'v [JA (u,w) Ady (w,v)]
Note -se que
Jp vow) s dy (W) I (u,w) 43, (W, v)
e daf que, se for verdade A2 ¢ A pela 'o'péracéo‘ p.9)
entdao também pela operagao (¢, °) serd ve: dade que

Az3 A.
Também se pode concluir que
(A< 4 2AYD (ALY "> A)

onde < ¥,%4 > e <, °> sao os operado es max-min
e max- prod. respectivamente.

5.4.4 — COMPOSICAO E DECOMPOSICA'O |

‘Aplicagao destas operagdes a certos txpos de rela-
coes binérias.

a) Relagdo de similitude

-Dum modo geral sera:
R=va.R,
-4



onde 0 <a<1ea.R, 60 producto vulgar a pelos
elementos de R, . R, é o conjunto vulgar de nivel «a.

Demonstrar que se R é uma relagdo de similitude
sera:

(041 > Q’z) é% R oy 2 (Ra:l)

e que, dum modo geral, B, é uma relagdo de equiva-
léncia. Para demonstrar que R, é uma relagao de equi-
valéncia basta verificar se 6 reflexiva simétrica e tran-
sitiva o que é facil sabendo que uma relagao de simi-
litude 6 também reflexiva simétrica e transitiva, e que

a > aeéé Rzl 2 Raﬂ
é igualmente imediata a demonstragao.
b) Relagdo de ordem perfeita.

£ {4cil ver que se

ay > @ 3 Ea[ C Rg,
c) Aplicagdo das composigdes ao caso em que
Q= [a; b]ER.
Seja
Jalxiy¥) =« aEQ

Jplv,2) =8 BEQ
Sejam ¥ e 4 as operagdes definidas em 2 e o operador

de composi¢ao, por exemplo, > 0 h
e
D (JA oJ B) = JA

Jeas) (X 2) = vk y) 8dgy. 2)]
y -

A -
Sejam P, P, P, os pontos de cruzamento;
hé que estudar [0,P,] [P,,P,] [P .V]
Em cada intervalo tomamos:

JA {y) <

«Ja ) > Jg iy
as particdes [P, ; Pg ] sdo fungdo de (x, z)

xJa (¥) se 2Jp (¥)

ou_Jp {y) se

ANEXO 1

A1.1 — Correspondéncias (relagées)

Sejam dados dois ronjuntos (., e 9(, e forme-se
o producto cartesiano U-; X 94, seja GC Ay X qf, -
um sub-conjunto dado; entao G é o grafo da correspon-
déncia 1 estabelecida do conjunto (,, para o con-
junto 4.,.

A1.2 — Aplicagdo é toda a correspondéncia que gosa
da propriedade adicional de: ’

Vx e %13 yE W, :{xy) €EG e GE, X AL,

A1.3 — Uma aplicagao diz-se funcional ou fungdo se
e s6 se existir apenas um y para cada x, no grafo G:

Vx e U, D Yy Eq,:{xY) EG

Al1.4 — No texto, para simplicidade de 'Iinguagem 6
vocdbulo apl:cacao vai ser usado por apllcapao func:onal

Al 5—Rela;;ao blnéna, drz-se das relat;oes cu;os gra~
artesnano ‘](, X ‘lf«

“Uma‘relagao blnérla W deflnlda em ‘L(’,z dlz-se fe-

_-Iapao de ordem se for transitiva e equivalente,

-_a). _ Diz-se trangl.t.:;/a se:
.(.x, y) e.(y,'z) € w entao (x,2) € w.
b) Diz-se equivalente se: _
(x,¥) e (y,2) € w entdo x=y
Al ;7 — Pré-ordem

Uma relagao binaria diz-se uma pré-ordem se for
reflexiva e transitiva.
A reflexividade define-se como:

Vxe‘l{,,(x,x)eu




A1.8 — A nogao de inclusdo ( & ) permite ordenar o
conjunto das partes de U6, D (¢ ).

Com efeito, ‘sendo :dados ‘A e B 'ECID('%-) como
6 possivel definir B:.C-A ou.A £ -B:serd entdo possivel

ordenar os elementos de C]D ().
A1.9 —'Rélagies -de sordem -mais usadas e seu signi-
ficado seméntico.

a) (>) —x-6 .maior ou:igualtay:x > vy

b) (>) — x é maior que y:x >y
Assim x D y=(x>y)Vix=y)

A1.10 — Cofinal (coinicial)

‘Num conjunto ordenado :(4qf, >) :@o :conjunto
X:€ 9% da-se o noms de ‘cofinal (ou coinicial) se se
-verificar:

t

~ Vyeqd xe x:x> vy louy >x)

A1.11 — Elemento minimal (maximal) em (U6, > )

O elemento a € U, é minimal {ou maximal) se,

'sendo a >-x {ou'x >'d), entdo tivermos x = a

A1.12.—Elemeiito menor (maior)

a e (9% >) serd .elemento .menor ‘{ou maiar)

seV x € 90 for x > a (ou x < a).

A1.13 — Conjunto minorante (majorante)

O elemerito xE(?¢, >) é minorante (ou majoran-

te) do conjunto A C 96 seV y €A fory Dx:loux>y).
O conjunto minorante m {ou majorante M) de A
6 o conjunto contitufdo por :todos ;0s :elementos -x .tais

quev Yy E.A tem-se y > x (ou.x > y).

A1.14 — Limite inferior (superior)
Limite inferior (superior) é o elemento malor {me-

nor) do .conjunto .minorante {majorants).

A1.15 — Conjunto filtrante

Todo o conjunto A, pré-ordenado, & filtrante 2
direita (3 esquerda) se toda e qualquer parte finita de
A ndo vazia for majorada {minorada).

(*) Outras deslgnagdes ,para .feticulado Vemos, .por -exemplo:

—iLATIS (ou LATA) expressdao portuguesa
— REDE ‘ORDENADA.

‘A1416 —'Reticulado (*) 6 ‘qualquer ‘conjunto ordenado
Q¢ onde todo -0 ‘A C Q¢ ‘tem limite ssuperior ‘e 'limite

‘inferior, e ‘esses ‘limites *pertencem ‘a 0.

-ANEX0.2 —'CONJUNTOS REFICULADOS

A 2.1 —Definigdo

Seja dada :uma triada (2, V,A) onde £ 6 um con-
junto com dois .ou mais elementos e V e A sao duas
operagdes internas conjugadas definidas em 2 e que
gozam das seguintes :propriedades: '

a8) fechadas e unicidade ‘no resu/tédo
Vi{ie.B) =88

Ala,B) = y:ER

VY (a. B) € Q2
Y la Bie22

8 e 7y sao dnicos. .

b) v, A .s3o:operagdes ‘associativas
\Y [a:V(ﬁ, 'Y)] =y [V (alB)l Y]
Ala, A(B, ¥)] =A [ A (e B} Y]

para{ -« B,y EN.

c) V. A sdo operagdes comutativas
Via, B) =v.(B.a)
Ala, B) = A, a)
para Ya. B E @

d) Existéncia e unicidade dum supremo e dum
infimo. ‘ :
Existe um 'sé elemento V.€ Q 'tal .que
Vee,viaVv)=V (supremo)

Joea:Vaco, (0 0)=0 (infimo)

e) Idempotentes
Ve, a) =«

" Alad) = a

para VaESZ

f) Absorventes
Ala, Vv (@ B)] = a

Ve Al Bl =«




Para Va pe &

Em geral o conceito semdntico destes simbolos
operatdrios 'sdo ‘respectivamerite:

‘A —!limite :inferior

v —.limite .superior

A 2.2 — Propriedades mais interessantes dos reticulados

a) Em consequéncia Ha comutdtividade e da asso-
ciatividade é facil ve:r o seguinte:

A{A[Ala, B). 7], 8} =p pode escrever-se sim-
bolicamente A (a. .7, 8) = p tendo esta representagao
um significado claro.

Se ainda designarmos por A = {a, B,y.8} e AE.Q
entao

A[Al =p

e se B={a, v, 7.6} com B S Q entdo podemos escre-
ver exp:essdes tais como:
A [tA MBYWY . {v}]

O mesmo se diz para o operador V. Em qualquer
dos casos had que determinar os elementos co;respon-
dentes e:que.satisfazem 3a:expressao :entre:os ipaséntesis
rectos antes de operar com V ou A,

b) Sejam
A/BCQ
6.v.8 €8

v [Bl =96
viIAl'=y
v[AUB] = s

Entao 6 facil ver que
viev.8) =5
podendo eventualmente 6 e {ou) vy serem iguais a §. O
mesmo com A.
c) Supremo e fnfimo
Seja:
a €9, ACQ, Card A > 2
Entdo teremos:
v (A.V)=V
A(A. V) =4 (A)

v (A, 0) =v(A)

A(A,0)=0
V (0=«
AfeQ) =0
W e M) =V -
Ale. V)=«

d) Relagées de ordem ‘e pre-ordem parciais

'Vamos ‘estdbélecer a segtinte equivadléncia entre
as operagdes internas i('v.), {A) e a relagao de or-
dem (<),

Sendo (a, B) € 22 seja

HAlB)=aU(¥(aB)=p1 €2 <Al

Estd assim definido um nexo entre os referidos
simbolos operatérios e a‘relagao-de-ordem.

S6 quando for verdade o primeiro membro é pos-
sivei definir uma relagao de ordem e nem para todos
os ‘pares '(, B)e 92,A'(a, B) o/ou V ‘la. B) 'sdo « e/ou
B; 'em muitos tasos V («/B) =8 6/ou A'le,B) =y
sendo & 3=« ® f'y=*a ®B. Entdo entre ‘la, B) ‘ndo se

‘pode estibélecer 'uma ‘rélagao de ‘ordem: dai que esta

ordem seja parcial. .
‘Mdis adiante ‘Hemonst-ar-se-3 a transitividade, equi-
valéncia e reflexividade da relagao (<) e ainda que
ela nao 6 total em geral, mas o ‘seu grafo nao é vazio.
Antes ‘de passar a essas .demonstragdes 6 facil
de verificar a verdade das seguintes expressdes:

[a (e B)=28] 3 [(<a nis<B)]
[vieB)=712 [<y)In(B<Y]
Com efeito:
8=A(a,B) =4 (A(a,a).B) =

=A(A (e, B))a) = A (S,0)
mas

[A 13, a) = 81&D [8 £ o]
Repotia-se igual raciocinio para 8 e obtinha-se [§ < 8]
g.e.d. .
"Q :mesmo .para :a -operagao (v ). ) .
Vejamos agora se o operador € é efectivamente
uma ‘rélapdo-de ordem partial‘e uma pré:ordem ‘parcial.

Com .efeito

| — Transitividade
Se for ‘la <B) e {BK ) eritio (a'<Y)
Com efeito
(@< B)ED LA (@ B) =a UV laB) =8)]
B<NEDTA B Y =B (v (B.7) =7)]
Ha as quatro seguintes hipSteses a. .estudar:
[A (o, B) = ] N[A(B,7) = 6]
[ (e B) =l Nv(B, V) =7] |
[ vla ) =B10 AR, ¥) =81
[V B)=RINLY (B Y) = 7]




Vejamos para a primeira;

Alay)=A[A(aB).v] =Ala,A(B, V)] =
=A(aB)=«a
8 se
[A (e, 7) = al

Para as formas v (B.7Y) = y basta recordar que

AB,v(BYI=R

ou

AB.Y)=8
[viB.y)=7v1 2 A(B.7)=8

Pode acontecer que nem Af{a, 8) = « nem vy {a, B8) =
=B e entio nao se pode declarar que f{a < B).
Jsto significa que haveré pares (a 8) que nao perten-
cem ao grafo da relagao de ordem e dal que a ordem
nao & total, em geral.

Por outro lado existirao sempre um V e um O
tais que

V({eV)=V V
Aa0)=0 «E
e pelo menos se pode:d declarar que
a<V
0<a Vaesa

daf a existéncia de uma ordem parcial.

Il — Equivaléncia

Esta propriedade expressa-se pela seguinte frase

Ha<BIN(BLa)lED [a=8]

Com efeito

(A (@ B) =) U (v(aB) =p)] €(a< p)
[A (a B) = B U (Y (2, B) =a)] € (B<a)
(e<BIN (B<)ES _
€S [Alaf)=a)N (AlaB) =R U
UlA (@B =a)n (V(aB) =a)]U
ULV(e B =pn(alef) =R1U
U (v(eB) =8IN(V (e B) =all
ou
(a=B)U(a=p) Ula=p)U(a=p)

togo R AR S
(@=8) €3 Ue<p) n (B<a)]

11l — Reflexividade
Vaca,Alma)=a o V.(.a.,a) =a
Daf que (<) seja também uma pré-ordem. A pré-

-ordem e a ordem definidas sdo parciais, como j& se
disse.
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e) Conceito de méximo e minimo

Quando for:

V(a,B)EW(A(a,m:a vieB)=8
®* latepr=8 V(0 B)=a

entdao os simbolos A e v serdo substituidos por, res-
pectivaments, 7+ e ¢ e cor;espondem ao conceito se-
maéntico eméximo» e emfnimo». :

Note-se que se B @ a ={a B} e jogando com as
propriedades da associatividade e comutatividade, te-
mos que: '

A{A)=8 sE 9 {em geral § EA)
mas )

i (A)=: e€EACQ

ldenticamente
v(A) =Yy

com Card A >2

yeAt q

Pode ainda escrever-se:

(2)

2@ =0 =0
(@y=v

v()=V

3

A
em vez de
v

A.2.3 — Propriedades adicionais dos operadores Ae V -

A23.1— Distribuﬁvidade
Os reticulados dizem-se distributivos se:
7 8 (B V)] = ALY (@hB).Y (ay)]
e Ala vV (8 7)] =V [AlaB).Ala 7)]
quaisquer que sejam «, 3,7y pertencentes a ..

O grafo seguinte ndo é distributivo

v

A2.3.2 — Complementariedade
B é complementar de & se for
'V (e, B) =V
e A (a Bl =0
Se B for dnico .hara_.__.;:ada_a entao B diz-se o

complementar de « e representa-se por @

Caso esta propriedade e reéspectiva unicidade seja
verdadeira para todos os elementos de ., (2, v,A) -
diz-se complementado.




e T

A principal brdbriedade déqui resultante 6 a da
involugao: )

(;) =a ) aE
Com efeito :

v ((x.;) =V

Ala,a) =0 (por definigao)

donde
v [{a), (@] =V
ALla), (@1 =0

mas o complementar de « é Unico, logo

(a) = a Vee 2

A2.3.3. — Pseudo-complementariedade

Se ¢ =2 for um elemento relacionado com a € 2

de tal modo que (x) = a. isto &, a aplicagdo sucessiva
do operador (~) reproduz o elemento de partida (ou
seja, (~) goza da propriedade da involugdo), entao
diz-se que se pode definir em (2, v.A) uma ;;seudo-
-compiementaridade.

E evidente que se ndo exige que

Vvimal=V e Alma)l=0

A2.3.4. — Teoremas de Morgan
Os teoremas apresentam-se da forma seguinte:
Teorema 1 — v (a B) = A (a. E)
Teorema 2 — A (a, B) = V la. B)

Para que se verifiquem os teoremas de De Morgan
é necessdrio que:

— O reticulado 'seja complementado.

V_a € Q existe um s6 elemento g =« em O

tal que:
Viwal=V

Alaa) =0
-~ Se designarmos por
Vimpl=v, yEQ
Ala,B) =8, s EQ

como (2,v,A) é complementado y e & éxistern e sdo

unicos.

* — Finalmente

p e ¢ sao igualmente Gnicos.

Em resumo:

v (a, f)EQ2 existirdo e serdo tnicos: :,]5: Y. 8,
p. ¥, ao todo oito elementos contando com « e f3. Estes
oito elementos estdo entre si vinculados po: oito pro-
posigdes:

v lma=V
Alaa) =0
v (B.BI=V
A(B.p =0

viviaB), Al@ B =V ou v [y.pel=V
A v (a B). Aw(_c;;,ﬁi] =0 ou Aly.pl=0
vialaB), vi@BI1=V ou. y[syl=V

AfaleB), viep)1=0 ou Als¢]=0

Nao hd muitos reticulados que satisfagam 3s con-
. digbes de De Morgan. Como’ exemplos teremos:

Uj . .
a( >B
0 0

fig. 1 fig. 2

Por simples verificagao é facil de ver que sao
complementados e que as leis de De Morgan se aplicam.

O reticulado da figura 1 é o reticulado de Bool.

Os teoremas de De Morgan também se: aplicam
a certos reticulados pseudo-complementados, - como .0
reticulado de Zadeh .assim definido: ’ .

(10,11, ¢, 5).° dlstlbutlvoe b_s',:é_ud_c._)-_'c.:pmblementado.

.'dés,_:pr'dp.;_ie'd_aqés" de The ser
remas. de De Morgan.
to, "definindo "~ "

o Veegia=1-c ¢ @=a

" {~) simbolo do pseudo-complemento.

entao:

v(@B)=v(l—a1—-B)=

=1— 4 (a B) =
=3 lap)

o mesmo se podendo fazer em relagdo a4 (a. B)-




A2.3.5 — Reticulado Modular

Se Va, L, vE Q for:

<P D> avBAY=lavBIAY

diz-se que (£, v,A) é um reticulado modular.
Como exemplo temos:

A2.3.6 — Conceito de domindncia e comparabflidade

Seja dado o produto cartesiano x Ai e sejam
=1

igualmente dados dois e)ementos (Xy0 X0 .., Xy
(Y1 Va0 ... ¥, ) ONde x; e y; EFA; e tan.
Diz-se que {x,, ....x, ) domina (y,,...,y ) se:
V.i E{1,...n}, x;>v;
e domina estrictamente se
V.ettiunh x >y
Se nem(x,, ..., x,,} domina (y,. iy nem lyy, ayy)
domina (x,, ..., x, ) entdo dizem-se dois ‘eleméntos ndo

comparaveis.

A2.3.7 — Producto de Reticulados

dois . V. A) e

(23,v, A). Forma-se o producto cartesiano 2, X 3. Con-

Sejam dados reticulados (@,

sideremos um conjunto G C £, X Q3. Se quaisquer 2
elementos de G forem comparéveis entre si, G é orde-
nado pela relagdo deé oidem domindncia (estricta ou
lata conforme o caso).

A2.3.8 — Cadeias Maximais

Empregando a relagio de ordem « definido num
reticulado é possivel partindo de (O) ou (V) atingir
respectivamente (V) ou (O). Escolhendo entre todas
as cadeiag assim construfdas aquelas que ndo tenham
elementos comuns (com excepgdo de O e de V) obtém-
-se o conjunto de cadeias maximais do grafo.

12

Esta definigdo autoriza que existam mais do que
um conjunto distinto de cadeias maximais.

A2.3.9 — Exemplo de um producto cartesiano de reti-
culados

@ Bo=0

Mg

Forme-se o producto cartesiano §2, X 23 . Os
pares que pertencem a esse producto sio: .

(aqu Bo) Ly, Bo) Lz, Bo) lags Bo)
(e, By) (al'Bl)_ lez,'By) ey, By)
(“o' /32, (@, B2) (0‘::' B.) (“3' 82)

Vamos usar o critério de dominancia () —nédo
estricta —.

(‘3-'3: Bz)} (ﬂ’;;l 181) ,>/ (0.'3, ﬁo} >"(a2’ ﬂ0)>—(d1, BO')>('IO' ﬁD}

O conjunto G £ (2, X Q3") formado por estes
pares estd ordenado pelo critério da dominancia nao
estricta (>). :

Note-se:

i) Se 2, e @3 forem totalmente e estrictamente
ordenadas, entio obtém-se um reticulado vectorial
(ver A2.43). '

i) Se 2, e Qg forem distributivos também

GE (2,X0g) se'é dlstnbutlvo

A2.4 — ESTUDO DE ALGUNS CONJUNTOS RETICULA- '
DOS MAIS USADOS E

2.4.1 — Conjunto de Zadeh ([0, 71, %, w &

Ve:ifica-se facilmente que ([0,1] ;, sb) tem as
seguintes propriedades:




a) Fechado

b) Associativo

c) Comutativo

d) Existéncia e unicidade de supremo e infimo
e) Idempotente

f) Abso:vente

g) Distributivo

h) Pseudo-complementado

i) Aplicam-se os Teoremas de De Morgan
¢ 4 » significa «o minimo de»
eyy significa o emdximo de»

Neste conjunto [0, 11, e para qualquer elemento
a € Q=[0, 1] é possivel definir duas operagges in-
ternas fechadas: o producto e a soma disjuntiva.

A2.4.1.1 — Producto (*)

B = =
Ctl ai ﬂtk al. . ai

onde (.} é o simbolo do producto vulgar.
Esta operacao interna (*) definida em [0, 1] é:

— fechada

— associativa

— comutativa

— «O» é o elemento absorvente

—«1» é o elemento neutro

A2.4.1.2 — Soma disjuntiva (T)

“iT"-'j ="‘m=“i+“j"“i' «;

onde
«+» 6 a soma usual
«—» 6 a di‘fe.—enca usual ‘
«.»'é o producto usual
Note-se que sendo «; © a E[0,1], i
o tep > e | _.:
donde o simbolo (—) pode aplicar-se 'é_dal resulta

e, € [0,11.

A soma disjuntiva 6 uma operagao interna definida
em [0,1]:

(1} Ver exemplo em A2.3.9

— fechada
— comutativa
— associativa

— O é o elemento neutro.
A2.4.1.3 — As operagdes (*) e (T) sdo distributivas

A2.4.1.4 — Tem interesse escrever a expressdo de apli-
cagao sucessiva da soma disjuntiva:

o Ta,T.. . Te, =

u u
={—1)° Z a; + (=11 E (e; @ )+ ...+
=1 =1
. NI R o )+
- 43 ves o
+ (= 1) p3 ! !
Toeer 1=1 K

F=1 (e ey )

A2.4.1.5 — Pode definir-se o operador {—), significando

a; —aj a diferenga vulgar, mas apenas seo

a1>a, .

A2.4.2 — Conjunto de Bool.

Para este suporte £ ={0, 1} o reticulado ({0, 1},
da.p) 6

a — fechado

b — associativo

¢ — comutativo

d — Existem supremo e .Infimo, sendo- dnicos

_e —idempotente”

_D_IS_tI?'_i.bq:iIYO <
Coﬁ;bléméhtédo:
A 0,1)=0 e ¢(0,1)=1

i — Aplicam-se as leis de De Morgan

A2.43 — Reticulado Vectorial (?)

Sejam dados n conjuntos A, A,, ..., A qualquer
deles completamente ordenado pela relagdo de ordem
estrita (>) — & > B significa a8 — e tendo um
supremo e fnfimo.

Forme-se o producto cartesiano




n
V4
h}yz X Ai
i=1
Se usarmos a relagdo de dominagdo assim definida:
{a), ..8, ) > (bbb
com (aj, ...,ap), {by,....b,) € A

se a; >b; Vie (1....n}, -

‘entdo o conhjunto Q{é um reticulado dlstnbutlvo mas
nao complementado Com efeito: '

a) — Fechado
L A PRIE- PR (""bi b1 = e ,...)]

onde Yi .¢; =V (a; .b; ) ecomo A; é completa e
estritamente ordenado (ci =a;) ou {c; =b; ).

ldenticamenté para (A},

b — Associativo (*)

¢ — Comutatividade (*)

d ~-Todos os A; tém um 'si.-lpr.emO'e“um fhf'irr;o
e — ldempotentes {*) o

f — Absorventes (*) .

- g — Distributividade

g — Distributividade
o[ Goapod 8 Tb

=A [v [...,a

vil..a;.
=aAll...b
em que
e
v ... 55,

h, =v la; ;a{by. ;)]
Por outro lado |
vI....,a;, .00 (o by eid] = (' 'i';

I =via; .b ). Vi

{¢) & 6bvio a partir da definigéo.
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ANEXO 3

e ‘p-EN, mais pequeno, tal que:

vil.oa; o do b,y )l = (i my )

m; =vi{a;, c; ). Wi

e
ALy ends omy )] = Cng s e
n =4 (I 'm; ) =Aly (a; ,b ), v (-ai ,c'-".')]

mas A; ¢é completa e estritamente ordenado e’ portant
dnstrlbutnvo e daf

=y [a Alb . )]=

= ALV {a; . b; ), via; ;)] = hy

h — Nido é compiementado em geral'a nao ser.que_'éadé

A;o seja (conjuntos de Bool).: .

2.4.4 — Reticulado Lék’icbéiéfico e

Serd .um retlculado_ vectonal ‘com os elementos
totalmente or denados :

A3.1 — Fungdes ordinais de um grafo vulgar sem c:r
cuitos.

No={'~’j "’VG‘ {u; ) = @ }

vo N} =@




Os sub-conjuntos (vulgares) N; ,i € {0, ..., r} for-
mam uma partigdo de (. e estdo estrita e totalmente
ordenados, isto é:

tk <N €2 (Ng <N;)

Fung¢éo ordinal
definida como segue:

dum grafo vulgar sem circuitos'é

Nivel de particGo é dado pelo fndice da partigéo.
Assim, Ny tem o nfvel ou ordem) k.

Qiu; )=k sey & N,

A3.2. — Extensdo da nogdo de fungdo ordinal a grafos
com circuitos

Para o efeito formam-se as classes de equivaléncia
do grafo G dado, onde a relagdo de equivaléncia é:
«existe um caminho de u; para u; e de u; pera u; 2.
Os conjuntos assim formados e maximos formam ctas-
ses de equivaléncia e constituem uma ordem total ou
parcial. Se for total teremos a fung¢do ordinal desejada.
Se for parcial construa-se o grafo vulgar sem circuitos
a partir dessas classes e a fungao ordinal desse grafo
sem circuitos serd a funcdo ordinal desejada.

Na figura estd representado uma parte de um
grafo onde existe uma circulagéo entre os pontos u,, u,,
Ug Uy ‘

Esta circulagio pode descrever-se pela equivalén-
cia referida ao principio: «existe um caminho de u;
para u; e de u; para u; ». R

Nao sendo possivel declarar quem precede quem,
os quatro elementos u;, U, U, U, sdo tratados como

se se efundissem» num unico elemento uy e a figura
acima pode ser substitufda por esta outra

o2

FIG. 2

Desta forma suprimem-se o0s circuitos e entdo
cai-se na situagdo geral de grafos sem circuitos.
Por exemplo, na fig. 3

1, 2 e 3 6 um circuito (1)
9, 10 e 11 é um outro circuito {ll)
4, 5, 6 e 7 é outro circuito {ill)

7. 6 e 8 ndo é circuito

FIG. 4




