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" Introdução aos conjuntos vagos"<"> (continuação) 

CAPiTUlO 5 
RELAÇÕES BINÁRIAS 
5.1 DEFINIÇÃO E PROPRIEDADES 

Se X ""V""' então X X Y ='l(,X·ll\='lf,' a 'li>' será 
o conjunto referencial. De novo (Q, v, A) seja um 
reticulado e J a famflia das aplicações funcionais de'l�z 
em n. 

As principais propriedades que podem possuir as 
Relações Binárias são: 

5.1.1 SIMETRIA 

Se V (u1, u2) E 'lf,2 
J A (u1, u2) = J A (u2, u1) então 

A é uma relação simét;ica. 

5.1.2 REFLEXIVIDADE 

Se V (u, u) E 'l(,2 for J A (u, u) = 1 então A é uma 
relação reflexiva (repare-se que não basta ser 
JA (u, u) > 0). 

5.1.3 TRANSITIVIDADE (DIRECTA) 

v { J A (u,. u,) , �J t.( J A (u,. u1 ) , J A (u1 , u3) ) J }� 
= JA (ul, Ua) 

então A é uma relação transitiva. 
No\e-se que a transitividade se testa pela campo­

. sição. de ·A o. A; com efeito 

5.1.4 TRANSITIVIDADE (INVERSA) 

Se V (u1, u,), (u2, u3) E 'lf,2 for: 

António Gouvêa •Portela 

Prof. Catedrático I. S. T. 

então A é transitiva (inve:-sa). 
Esta definição só pqde ser aplicada se o conjunto 

reticulado for complementado ou, quando muito, pseudo­
-complementado (à Zadeh). 

Os resultados das duas fo�mas, directa e inversa, 
não são, em geral, os mesmos. 

5.1.5 ANTI-SIMETRIA 

Se V (u1, u2) E 'lG for: 

[ J A (u1, u2) =f: J A (u2, u1)] U. 

U [ J A (u1, u2) = J A (u1, u,J J = O 

então A é anti-simétrica. 

5.1.6 ANTI-SIMETRIA A ZADEH 

Só se aplica a reticulados ({O, 1 }. 1<, .p). 

Se V (u,. u2) E 'l� for 

então A é anti-simétrica à Zadeh. 

5.1.7 FECHO TRANSITIVO DUMA RELAÇÃO BINARIA 

Seja A .S. 'lf, e simbolize-se por A2 = A o A. O 

elemento genérico J A2 (ui, ui) E A2 terá a forma: 

(*) Continuação do trabalho «Introdução aos Conjuntos Vagos:o publicado na Técnlca-433, Fevereiro d.e 1976, pág. 201 a 217. 
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e se A for transitiva di;-ecta já vimos que J A V J A 2 = 
=JA ou seja JA> JA2 ou A".?. A2• (veja-se 4.1.3). 

Dum modo geral A k .=!.A k+1 • 

Chama-se fecho transitivo duma relação binária a 

a) Se 
b) Se 

c) Se 

AU A1 
t 1=1 

A for transitivo então A é transitivo. t 
A �A então A é transitivo. t 
A =A2 então A é transitivo. 

d) Se a partir da ordem lk, A k+1 =A k então 
k 

A= U A1 
t 1=1 

são propriedades que. resultam da definição imediata­
mente. 

5.1.8 CAMINHOS NUM GRAFO FINITO 

Seja dado: 
Um grafo A .S. 'lC,2, cujo caracterizante JA E. {n, V, .6.} 
reticulado, onde Card 'lC, é finito. 

Define-se caminho finito cik de ui para ult, num 
grafo finito A, um q-uplo, com a seguinte forma e 
propriedades: 

a} cik = {ui; . . .  , uk } é um q-uplo ordenado, 
cujos elementos vão ser resimbolizados, passando a 
escrever-se: 

cik = {1u, ···•q u} 

com 1u =ui e Qu = uk (q > 2 e finito). 

b)'fj E(1, ... ,q),ju E'l& 

c)'lj,p E(1 . . .  q).iu o/= Pu 
donde resultará que 

d) V ·i,j :l-1. E(1. ... , q-1); 

:. � [ J A ( 1u, i·+, u), O J of= O 

onde O é o infimo de n. 
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O comprimento h de cik é ·dado 
h (c1k) = q- 1 

(q-1): 

A largura I do caminho cik é definida da fo:ma 
seguinte: 

llc;k)=O. [ JA(;u•;+1u) ] com j E(1 ... q- 1).1 E!1 J 

5.1.9 CAMINHO DE MAIOR LARGURA DE u1 PARA uk. 

Seja �k o conjunto vulgar de todos os caminhos 
distintos iniciados em ui e terminados em uk . 

Os caminhos ci� E �lt e cnt E �k dizem-se 
distintos se os respectivos q-uplos forem distintos, isto é, 
tiverem pelo menos um elemento distinto, ou a ordem 
é diferente, ou q é diferente. Então o caminho de 
maior largura será o caminho cfk tal que: 

5.1.1 O CAMINHOS DE MAIOR LARGURA E DE UM 
DADO COMPRIMENTO h. 

O conjunto �de todos os caminhos iniciados e.rrl 
u1 e acabados em uk pode ser dividido em classes 
de .equivalência usando o comp;imento h como critério 
de classificação. 

Assim h �k representará todos os camiríhos inicia­

dos em u1 e terminados em uk que tenharri um com-' 
primento h e 

u h�t= �{ h 
Pode definir-se a largura h Lik do caminho. de 

maior largura e de comprimento h 

que satisfaz ao seguinte conjunto de condições: 

a) c! E ê..c? lk h v ik 

b) 



5.1.11 APLICAÇÃO DESTES -CONCEITOS A GRAFOS 
CUJOS RETICULADOS (fl, V, !>.) ASSOCIADOS SÃO 
TRANSITIVOS, COMO SUCEDE COM OS RETICULA­
DOS DE ZADEH. • 

A transitividade exprime-se pela p:oposição: 

Então teremos: 

Haverá pelo menos um J À ( 1 u, t+ 1 u) = l(cilt) 
com I E (1. . . . •  q- 1) 

é suficion�e para definir Lili 
c) Há pelo menos um J A" ( m u, m+ 1 u) =Lu, 

mE(1. ... ,q - 1) 

d) porque 

Lil, =V { !>. [ J A (l "'J+qu) J} 
e da definição de fecho transitivo (5.4.3) pode estabele­
cer-se que: 

e) J A {u i' uk ) = l'nc t 
f) Se h > Card % então 

(directamente) 

(directamente) 

para m < Ca;-d �1e,. Basta lembrar que o g:-afo é finito 
·e Que caminhos com h > n têem repetições '(clrcula­
çõe�) que nãO alteram o resultado devido' à Idempotên­
cia .dos operadores d e V 

g) 
n 

A � U Ai e n = Card -% t i=1 
pelas razões já invocadas. 

($) Veja-se Anexo 2, 

5.2- DEfiNIÇÕES DE V AR lOS TIPOS DE RELAÇõES 

5.2.1 PRE-OROEM VAGA 

Pre-ordem vaga é uma relação bináiia, transitiva e 
reflexiva. Daqui resultam as seguintes p;oprledades: 

a) A' = A o A e 

JA' (u,.u,)= �i[_JA(ul,u;)AJA(ui ,u,)J 

mas para i :::: 1 será 

J A (ul, ul) AJA (ul' u2) 

e porque J A (u1, u1) :::: 1 {reflexividade) será · 

J A (ul, ul) A. J A (ul, u2) :::: J A (ul' Uz) 

Atendendo à transitividade 

donde 

e finalmente 

A2 ::::.:: A (a não apenas A2 c A) 

b) Dum modo geral Ak =A e A =  A (feho tran-
sitivo) t 

5.2.2 SEM/ PRÉ-ORDEM VAGA 

Relação binária não reflexiva e transitiva. 

5.2.3 . PRÉ-ORDEM ANTI-REFLEXIVA VAGA 

Transitiva mas-V u E 'tf:,: JA (u, u' =O 

5.2.4 RELAÇÃO DE SIMILITUDE (OU SEMELHANÇA) 
VAGA 

� uma relação p;é-ordem vaga simétrica. 
Poi"que é. Simétric'a Pode escrever-se 

a.= J A (ul''uz}::::: J A {Uz, ut) 

� = J A (u2, u3) = J A (u3, u2) 

y :::: J A (ut, u3} ::::.:: J A (u3' ut) 

Dadas as relações do transitividade será: 
a;;,� Ay 

P'>a Ay 

y;;,a A{3 

donde o seguinte conjunto de restrições: 
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a> f3(\ P> a (\ Y"> a9 a={3 

a> {3 (\ {3 > a (\ Y">f39 a={3 

a> y (\ f3">Yf\ Y> a9a={3=y 

a:;;,.y(\ {3 > y ,, Y">f39y={3 

a:;;,.y(\f3>a (\ y > a 9y=a 

a> y (\ {3 >• (\ y >f39 a=f3=y 

a:;;,.y (\ f3 ).y (\ y;;>a 9 a= y 

a).y(\{3'::;,.y (\ Y">f3 9f3=y 

Estas propriedades resultam da simetria e podem resu­
mir-se: 

(a> f3 = y) V ({3). a = y) V (y). a= /3) 

5.2.5 SUB-RELAÇõES DE SIMILITUDE DUMA PRÉ­
-ORDEM VAGA 

Seja dada uma p�é-ordem vaga A .f. ct.C.2. e 'lf,1 c 'lf', 
um sub-conjunto vulgar que constitui um sub-referencial 

e J1 c J um sub-conjunto de J e relativado a 'tf,1; se 

J A (u,. u2) = J A (u2, u1) 

os elementos de 'lC-1 formarão uma sub-relação de simi­
lidade. 

Uma sub-relação de similitude é maximal se não 
estiver contida noutra sub-relação de simllitud�. 

A classe de iodas às sub-relaÇões de similitude 
maximais se existir numa pré-ordem designa-se por 
classe de similitudes da pré-ordem. 

Uma pré-ordem que pode ser decomponfvel em 
classes de similitude diz-se uma pré-ordem redutfvel. 

5.2.6 ANTI-SIMETRIA (VAGA) 

diz-se que a relação à anti-simétrica. 

5.2.7 GRAFO ANTI-SIMÉTRICO VULGAR ASSOCIA­
DO A. UMA RELAÇÃO VAGA 
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V (u,. u2) E 'lC' 

1) u,,Pu2(\[ JA (u1,u,)>JA (u2,u1l ] 9 

[(u1, u2) E G e(u,, u1) f G] 
2) u, of u2 [ J A (u1, u2) = J A (u,, u1) J 9 

9 [ (u1, u2) e (u2, u1) $ G J 

5.2.8 ANTI-SIMETRIA PERFEITA (VAGA) 

Define-se V (u11 u2) E 'l62 e (u1 =F u2) 
será: se J A (u1, U2) > O então J A (u2, u1) = O 

5.2.9 RELAÇÃO DE ORDEM VAGA 

Ê uma relação binária reflexiva, transitiva, anti­
·Simétrica. Porque J A (u1, u2) > J A (u2, u1) em 'li, in­
duz-se uma ordem: 

5.2.10 RELAÇÃO DE ORDEM TOTAL VAGA 

Se o grafo vulgar associado representa uma ar� 
dem total. 

5.2.11 RELAÇÃO DE ORDEM PARCIAL VAGA 

Basta que o grafo vulgar associ�do seja de orçfem 
parcial, 

5.2.12 RELAÇÃO DE ORDEM PERFEITA (VAGA) 

Se se usar para definição da anti-simetria a de­
finição 5.2.8. 

5.2.13 RELAÇÃO DE ORDEM ESTRICTA (VAGAI 

l transitiva 
Relação estricta , anti-reflexiva 

anti-simétrica 

Relação não estricta reflexiva 
l transitiva 

anti-simétrica 

5.3- OUTRA RELAÇÕES TIPICAS 

5.3.1 RELAÇõES ORDINAIS (VAGAS) 

São relações que gozam das seguintes proprie-
dades: 

-reflexiva 
-anti-simétrica (veja-se 5.2-6, 7, 8) 
-não tem circuitos no grafo vulgar associado de 

comprimento superior a 1. 

5.3.2 FUNÇÃO ORDINAL DUM GRAFO VAGO 

Veja-s& Anexo-3 que trata este tema para grafos 
vulgares. 

A definição de relação de ordem vaga ordinal lm� 
põe que goze das seguintes propriedades: 

-reflexiva 



·. 

-anti-simétrlca 

-sem circuitos 

-transitiva 

!:: posSível definir uma função ordinal para a rela­
ção da ol'dem vaga ordinal. Para o efeito usa-se o 
método descrito no Anexo-3 para onde se remete o 
leitor interessado nesse método. 

5.3.3 RELAÇÃO DE DISSEMELHANÇA (OU DISSIMI­
UTUDE) VAGA 

Caracteriza-se por ser: 

-simét:ica 

- anti-transitiva 

Falta definir o que se entende por anti-transitiva. 
Anti-transitividade define-se como segue: 

V (u, v), (v, w), (u, w) S:. %' 

J A  (u,w) <A [JA(c,v) v JA (v,w)] 
v 

5.3.4. Tem interesse em confrontar a «disseme/hança» 
com a «semelhança» 

Semelhança: 

Dissemelhança 

simetria {l ='A (u, v) = J A (v, u) 
l a = J A (u, w) = J A (w, u) 

simetria 

y = J A (v, w) = J A (w, v) 

;;-= JA (u, w) = JA (w, u) 
{J = Jx (u, v) = Jx (v, u) 
y=JA(v,w) =JA (w,v) 

São amb3s simétricas. 

Dissemelhança 
Semelhança 

Finalmente 

Semelhança 

J A(u, u) =V 
JA (u, u) =O 

v 
·lJissemelhanç� ;-:.( d CPv V} v ) 

v 

e 
A O= O 
V ó =V 

t�ansltividade 

a aplicação 'das leis de De Morgan verificam as ex­
pressões de transitividade. 

Portanto se o reticulado for complementado e se 
J A satisfizer as regras de semelhança então JA ve­
rifica as regras de dissemelhança. 

Pode estender-se esta aflrmaçao aos reticulados 
de Zadeh ([0,1 ], f-,1}') que gozam da propriedade da 

pseudo complementariedade. A demonstração seguia os 
mesmos passos. 

5.3.5 Relação parecença é reflexiva e slinétrica. 

5.3.6 Relação de não parecença é anti-relexiva e si­
métrica. 

5.4- RELAÇõES E SUAS PROPRIEDADES QUANDO 
O RETICULADO É DE ZADEH ( [0,1]. f, tl 

Embora se tenham feito algumas referências ao 
reticulado de Zadeh e porque este é dos mais empre­
gados em conjuntos vagos, convém dedicar uma alínea 
ao estudo de algumas situações t{picas que oco:-rem 
com as relaÇões já apresentadas no caso do reticulado 
se; de Zadeh. 

5.4.1. -CONCEITO DE DISTÃNCIA MIN MAX (D) 
ENTRE ELEMENTOS DUMA RELAÇÃO BINARIA. 

com 

dA (u, v) = 1 - J A (u, v) 

u, v E 'tC,. o J A E ( [0;1]. f· , tJ 

e se A fo;- o complemento de A 

dA (u, v) = JA (u, v) 

Estas definições serão aplicadas a vários tipos de 
relações e há que provar, em cada caso, se a definição 
de dA satisfaz as reg:as de uma distância. 

Aplicação a uma relação de semelhança {ver} 

sendo A uma relação de semelhança vaga 
A é: transitiva (directa) 

ou 

reflexiva 

simétrica 

Porque é transitiva teremos: 

JA(u,vl> t [JA (u,w)fJA(w,v)] 
w 

1 - J A (u, v) < � [1 - J A (u, w) t (1 - J A (w, v))] 
w 

ou 
dA (u, v)<� [dA (u, w) i' dA (w, v)] 

w 
Porque é simétrica: 
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donde 
dA (u, v) = 1 -J A (u, v) = 1 - J A (v, u) = d A(v, u) 

Porque é reflexiva:· 

JA (u, u) = 1 (supremo) 
donde 

d A (u, u) = 1 -JA (u, u) = 1 - 1 =O 

e daf que u = w 

logo é mesmo uma distância. 

(fnfimo) 

Finalmente tem interesse em reparar que se desig­
narmos por A a relação complementar de A. com J A = 
·= 1 -JA então J A (u, v) = JA (u, v) e ·ainda que o 
operador que conjuga dA (u, w) com dA (w, v) é: 

e daf a desig-nação 'a:min . rriáx». 

Aplicação a uma relaÇão de parecença (ver 5.3.5). 
Uma relação_ de parecença A é reflexiva e simé­

trica; daf que ·O fecho transitivo A1 é ainda transitiva 
(directa) portanto At é simétrica re�lexiva e daf uma 
relação de similitude {ou semelhança). 

Define-se distância entre dois elementos u, v de 
A, como sendo 

dA (u, v) = 1 - dA(u, v) 
t 

5.4.2 -CONCEITO DE DISTANCIA MINSOMA D EN­
TRE ELEMENTOS DUMA RELAÇAO 8/NARIA. 

Os operadores são agora 1 e ± {soma disjuntiva) 
Se A for o conjunto dado seja A* o conjunto ob­

tido de A pela operação seguinte: 

JA, (u, v)= t [JA (u,w) ± JA, (w, v)] 
w 

que designaremos por min soma. 
Aplicação a uma relação de parecença 

D A (u, v) = 1 -DA (u, v) t 

J A (u, u) = 1 � · D A (u, u) = O t t '. 
e finalmente 

ou 

(u, w).. JA (w, v)] . . t 

1-Jp; (u,v)).Y, [1-Jxc (u,w) . (1-JA (w,v))] t w t t 
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1 - JA (u, v) ). .P [1 - (JA (u, w) + JA (w, v) -· t w t t 
-JA (u, w) • JA (w, v))] t t . _ . 

. Jp; .< � [JA (u,w) ± Jxc (w,v)] t w t . t 
como se desejava demonstrar 

D (u, v) ). D (u, w) 8 D (w, v) 

onde 8 é a ope�aç�o mins_oma no domínio do reticu�.ado 
de Zadeh. 

5.4.3- FECHOS TRANSITIVOS·. 

a) Fecho transitivo do tipo máx. prod. 
Os operadores definidos no reticulado são {,P, • ) 

ou seja Máx. e prod. vulgares. 
Se A for um conjunto vag� •. numa relação a com­

posição do tipo máx. prod. será: 

JA,=JAoA =.P [JA (u,w) . JA (w,v)] 
w 

e se Card A = y então o fecho transitivo (max. p:od.) 
será: 

ou 

Outras formas de compor tfpicas são: 

�A'=J(AoA) =.P [JA (u,v) tJA (w,v)] 
w 

JA'=J(AoA)=v [JA (u,w) "'JA (w,v)] 
w 

Note-se que: 

e daf que, se for verdade A2 c A peJa operação· h!<.? 
então também pela ope�ação (,P, G ) será ve:dado que 
A22_ A. 

Também se pode concluir que 

onde < .p,? > e < .p, 0> são os operado;cs max-min 
e max-prod. respectivamente. 

5.4.4- COMPOSlÇAO E DECOMPOSIÇÃO 

Aplicação destas operações a certos tipos de rela� 
ções binárias. 

a) Relação de similitude 

Dum modo geral será; 
R=va:.RI% 

• 
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) 

onde o < a .:Ç 1 e a: • f\ é o producto vulga; a pelos 
elementos de Ra . R� é o conjunto vulgar de nfvel a. 

Demonstrar que se R é uma relação de similitude 
será: 

(a1 > a2) �9 R a1 :::> (Ra,l 
e que, dum modo geral, Ra é uma relação de equiva­
lência. Para demonstrar que Ra: é uma relação de equi­
valência basta verificar se é reflexiva simétrica e tran­
sitiva o que é fácil sabendo que uma relação de simi­
litude é também reflexiva sfmét�rca e transitiva, e que 

al > a2 {::9 Ra:l :::> R a2 

é igualmente imediata a demonstração. 
b) Relação de ordem perfeita. 
!: fácil ver que se 

a·1 ;>. a2 9 �a:1 C �o::! 
c) Aplicação das composições ao caso em que 

!l = [a; b ]  c R. 
Seja 

J A (x, y) =a 

JB !v •. z) = f3 
a:ED 
/3E!l 

Sejam 1{' e � as operações definidas em .n e o operador 
de composição, por exemplo, }I 

4-? 
e 

' ' 
/ 

/ ' 

ojt(JA, J B)=JA 

J(A,B) (x, z) = v [J A (x, y.) à JB (y, z)] 
y 

z 
11 

----------------- -------
' ' 

v 

X 

y 

' 
"J A(y) = ,J(y) 

Sejam P 1 P 2 P 3 os pontos de cruzamento; 

há que estudar [0, P1] [P1, P2 ] [P11, V ]  

Em cada intervalo tomamos: 

xJA 

ou zJB 

(y.) 
(y) 

se x JA (y) < 
se x JA(y) > 

zJB (y) 

zJB (y) 
as partições [P a: ; P� ] são função de (x, z) 

ANEXO I 
A1.1- Correspondências (relações) 

Sejam dados dois ronjuntos �1C-1 e 'tf.2 e forme-se 
o p;oducto cartesiano 'lC·1 X 'lf,2; seja G f. 'l.h X 'lf,2 
um sub-conjunto dado; então G é o grafo da correspon­
dência r estabelecida do conjunto 'lC,1 pa:a o con­
junto 'le.2• 

A 1.2- Aplicação é toda a correspondência que gosa 
da propriedade adicional de: 

V x E 'U, 1 3 y E 'lC·, : (x, y) E G e G f. 'lC·1 X 'lt·, 

A 1.3 -Uma aplicação diz-se funcional ou função se 
e só se existir apenas um y para cada x, no grafo G: 

Y x E 'l(, 1 31 y E 'L(,2 : (x, y) E G 

A 1.4 -No texto, para simplicidade de linguagem o 
vocábulo aplicação vai ser usado por aplicação funcional. 

A1.5- Relação binária, diz-se das relações cujos gra­
tOs G estãO 'ConticioS-,' no 'p�od-�cto' CSrt8siario''lf, X 'lf� 
que simbolizaremos pai"' 'l(',2,-

A 1.6 -.cConjuntos .-Ordenados. 

Uma relaÇão binári-a w" definida em 'lf:,2 diz�se re� 
/ação de ordem se for transitiva e equivalente. 

a} Diz-se transitiva se: 

(x, y) e (y, z) E w então (x, z) E w 

b) Diz-se equivalente se: 
(x, y) e (y,z) E w então x = yr 

A 1.7 -Pré-ordem 

Uma relação binária diz�se uma pré-ordem se for 
reflexiva a transitiva. 

A feflexivldade defineMse como: 

'{ X E 'U,, (X, X) E " 
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A 1.8 -A noção da inclusão ,( S. ) permita ordenar o 
conjunto das partas da 'tf:., 1) ( �rc. ) . 

Com !fifeito, -'sendo :dado·s :A a 8 .. E'1)( 91) como 
é possfvel definir 8 ·S -A ou .A E. -8 -será então possível 
ordenar os elementos da 10 ('li,). 
A 1.9 -1Relações -êle 'ordem mais usadas e seu signi­
ficado semlJntico. 

a) ()d-.·x · é-maior ou:iguallay : x)> y 

b) !>) -x é maior que y :  x > y 
Assim x > y = (x > y) V (x = y) 

A 1.1 O- Cofina/ (coinidial) 

�Num conjunto ordenado :( lil'C,, >) ·ao �conjunto 
X:S .. !tC, dá-·s·e ro nome êfe ·:cofinal ·(ou .coinicial) :se se 
-verificar: 

V y E 'l& 3 X E X: X > y (ou y )>.x) 

A1.11 -Elemento minimal (maximal) em !('tf:,, .>) 

O elemento a E 'tC, é minimal {ou maximal) se, 
''sendo a ;;;>·x (ou ·x ·;;;>·a·), então tivermos x ·::::::: a 

J\1,:12· -·E/emerito menor (maior;) 

a E .(. � .. > ) será .elemento menor tau maior) 
se V x E 'l& for x > a (ou x <a). 

A1.13- Conjunto minorante (majorante) 

O àlemerito xE(�le,:>J é minorante ·{ou majoran­
te) do conjunto A E 'lC se'V y E A for y > x:(ou:x>y). 

O conjunto minorante m {ou majorante M) de A 
é o conjunto contitufdo por ttodos 10s ·efemeritos ·X .tais 

que V y .E .A tem-se tY .;;;> x .(ou .x ,:> y). 

A1.14- Limite inferior (superior) 

Limita inferior (superior) é o elemento maJor {me­
nor) do ._conjunto .minorante {majorante). 

A 1.15 -Conjunto filtrante 

Todo o conjUnto A, pré-ordenado, é filtrante à 
direita (à esquerda) se toda e qualquer .parte finita 1de 
A não vazia for majorada {minorada). 

(•) Outras da31gnações ... para .. reticulado Vemo•, ,.por ,exemplo: 

- .LATIS (ou LATA) -expressão portuguesa 

-REDE ORDENAD:A.. 

-A1:16 -'Reticu/ado {*) é ·qualquei ·conjunto ordenado 
•lf, · onde ·todo ·o A ·_s. ·'lf� 'tem limite 'SUperior e 'liniita 

·inferior, ·e esses :limites ·pertencem ·a''l'f,. 

.ANEX0.2 -'.C0N:JUN110S RE'FICl:JLADOS 

A 2.�1 -·D'efinição 

Seja dada uma triada ·(n, ·v ,.A) onde n é um con­
junto com dois .ou mais elementos e v e A são duas 
operações interna·s corijugadas êfe'finidas em n e que 
gozam das seguintes ·propriedades: 

a) fechadas e unicidade no ·resultado 

v (a,'Jl) ="8Eil 'V (a.Jl) Ell' 

•A(a,;Jl.) = :y•E·Il V ,(a, /U"Eil' 

a e y são únicos • . 

b) v ,  !\..são 'operações ·associ"stivas 

v [a,-v!P., y)J ·='v [·v .(a,,Jl), rl 
A[a, A(/1, y).] =A [ A.(a, Jl). y] 

para ·V ·a. {3. 'I Ell. 

c) v, A são op_erações comutativas 

V (a, Jl·) =·v (Jl, a) 

A (a, {J) =A "({J. a) 

para V a. {J E ll 

d) 
intimo. 

Existência e unicidade dum supremo e dum 

E,(lste um ·só eJemento V.E n ·tal .que 

V aE ll, V (a, V) = V .(supremô) 

3 O E ll: V a E!l, A (a, O) =O 

e) Idempotentes 

V .(a, a)= a 

··A {a, cl)::::::: a 

para Y a E n 

f) Absorventes 

A [a, V (a, {J:)] =a 

V [a. A (a. {J )] = a 

(lnfimo) 



Para V a, fJ E  !l 
Em geral o conceito semllntico destes Simbolos 

operatórios ·são ·respectivamente: 

1:J.. _\limite �inferior 
v -.limite .superior 

A 2.2 -Propriedades mais·interessantes·dos'feiict.Jiados 

a·) Em conseqUência t:la comuta'tiViélade e da · asso� 
ciatividade é fácil va:- o seguinte: 

D. { D. [ 6.. (a, j1), jÍ].li} = p pode escrever-se sim­
bolicamente A (a, (3, ."'·li) = p tendo esta representação 
um significado c�aro. 

Se ainda designarmos por A ::::::: {a,  (1, .y, 3} e A f. n 
então 

t>. [A] = P 
e se B = { a, y, 71· 8} com B S. n então podemos escre­
ver exp:essões tais como: 

O mesmo se diz para o operador v. Em qualquer 
dos casos há que determinar os elementos co;respon­
,dentes e ,que .satisfazem à expressão ·entre.os ípa�êntesis 
rectos antes de operar com v ou A. 

bl Sejam 

e 
o, y,ô E !l 

v [B] =o 

·v '[A]·= y 

V [A'U B] = ô 

Então é fácil ver que 
V (O,y,/l) = ô 

podendo eventualmente 8 e (ou) y .se;em iguais a 3. O 
mesmo com A. 

c) Supremo e intimo 

Seja: 

a En,  CardA> 2 

Então teremos: 
V (A, V) =  V 
.!>. (A, V) = !>. (A) 

V (A, O) =v (A) 
!>.(A, O) =O 
V ·(a, O) = a 

t>.,{a,O) ='O 

•v •fa ,M) =V 

b. (a, V) = a 

d) Relações de ordem ·e ·pre�ordem ·parciBis 

Vamos •eStàbt!lecer a Mgtiinte eqLiivàlência entre 
as operações internas t.v ,), i(�) e a relação de or­
dem (<;;). 

Sendo (a,  jl) E !l' seja 

[( !>. (a,fl} = a) U !v (a,fl) = jl};] �9 [a< fl] 

Está assim definido um nexo ent:e os referidos 
simbolos ope;at6rios e a •relaÇão ·ti e ·ordem. 

Só q�ando for verdade o primeiro membro é pas­
sivei definir uma relação de ordem a nem para todos 
os pares '(·a:, ·pyE: ·n'2 ,·A '(a, 'lJ) ·a/ou v '(a, '/3) ·são a e/ou 
p; ·em mUitos -ca·s·a·s v '(a:,1{1:) ·= li ·e; ou �'(a, {1) ·= y 
sendo 3 #= a  -e {1 ·.,r#= a -a '(1, 'En:tão entre '(a, ln · ·não s·e 
·pode est!ibélecer ·um·a ·rela·ção de ·ardem: deli qu·e esta 
ordem seja parcial. 

··Mais ·adiante ·éfemonst;ar-·se.:à a · transitiVidade, equi­
valência e reflexividade da relação (<l e ainda ·que 
ela não é total em geral, mas o tseu grafo não é vazio. 

Antes 'de passar a e.ssas .demonstrações é fácil 
de ve�ificar a ve;dade das segUintes expressões: 

[�(a .  fl) = 8] 9 [(ô <a) n (ll < fl)] 

1[V'(a,fl)=y] 9 [(a<;;,y) n !fl<y) ] 

Com efeito: 

mas 

� = b. (a, jl) = b. (!>. (a, a ) ,  fl) = 

= b. (!>. (a, fl}. a) = b. (ll, a) 

Repetia-se igual raciocrnio para fJ e obtinha.:se [li ::< {1] 
q. e. d. 

·O •mesmo .para .a .operação ;( y ). 
Vejamos agora se ·a operador :< é efectivamente 

uma ·rdlatião ·de oálem psrtiiaJ •e uma pré�ordem parcial. 

Com .efei_to 

I -Transitividade 

Se for '! a<'fl) e 'ffJ•<·"f) então '( a"< y) 

Com efeito 

( a <  fl) �9 [(!>.( a ,  fl) =a) U (V (a,  fl) = fl) ] 

!fl < rl �9 [(t>. (fl, rl = fl)U !v (fl, y) = rll 

Há as quatro seguintes hipóteses a .estudar: 

[!>. (a, fl) = a] n [!>. (fl, y) = fl] 

[t>. ( a ,  fl) = a ] n[v!fl, y) = y]  

[v: la,  Jü =,Jil n '[:qp, rl =,Jl) 

[v (a, fl) = fl] n [V (fJ, y )  = y ]  

'9 



Vejamos para a primeira: 

a se 

A (a, y) =A [A (a, f3), y] =A [a, A (f3, y)] = 

=A (a, f3) =a 

[A (a, y) =a] 
Para as fo:mas v (fJ, y) = y basta recordar que 

A [/3, V (f3, y)] = f3 
ou 

A (/3. y) = f3 

[V (f3, y) = y] 9 A (f3, y) = f3 
Pode acontecer que nem A{a, /J)= a nem v {a, /J) = 

= p e então não se pode declarar que {a � /3). 
Isto significa que haverá pares (a, /3) que não pe;ten­
cem ao grafo da relação de ordem e daf que a ordem 
não é total, em geral. 

Por outro lado existirão sempre um V e um O 
tais que 

V (a, V)= V 
.i (a, 0) = O 

V a E !l 

,e pelo menos se pode:á declara; que 

V a E il 

daí a existência de uma ordem parcial. 

11- Equivalência 

Esta propriedade expressa�se pela seguinte frase 

[( a< f3) n (/3 <a)] �9 [a= /3] 

Com efeito 

ou 

logo 

[(A (a, /3) =a) U (V (a, /3) =/3)] �9 (a<; /3) 
[(A (a, f3) = f3) U (V (a, f3) =a)] �9 (/3 <a) 

(a < f3) n (/3 < a) � 9 
�9 [ (A (a, /3) =a) n (A (a, /3) = f3)] U 

U [(A (a, /3) =a) n (V (a, /3) =a)] U 
U [(V (a, /3) = /3) n (A (a, f3) = f3)] U 
U [(V (a, /3) = /3) n (V (a, /3) =a)] 

(a= f3) U (a= f3) U (a= f3) U (a= f3) 

(a= /3) �9 [(a< /3) n. (/3 <a)] 

III -Reflexividade 

V a E n , A (a, a) = a e V (a, a) = a 

Daf que. (�) seja também uma pré-ordem. A pré­
-ordem e a cirdem definidas são parciais, como já se 
disse. 
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e) Conceito de máximo e minimo 

Quando for: 

V (a, /3)E �' {A (a, /3) =a 

A (a, f3) = f3 

V (a, /3) = f3 

V (a,f3)=a 

então os símbolos .à e v serão substituídos por, res� 
pectivamente, 1· e ..p e cor:-espondem ao conceito se­
mântico «máximo» e «mínimo». 

Note-se que se p e a E {a, [J} e jogando com as 
propriedades da associatividade e comutatividade, te­
mos que: 

mas 
A (A) = 8 o E !l (em geral o E A) 

1- ( A )=E EEA.S.n 

Identicamente 
Y, (A) = y y E A� !l 

com Card A >  2 

Pode ainda esc:ever-se: 

7 (!l) = o 
"'(!l) =v 

em vaz de 
A (!l) = O 
v (!l) =v 

A.2.3- Propriedades adicionais dos operadores A e v . 

A.2.3.1 -Distributividade 

Os reticulados dizem-se distiibutivos se: 

v [a, A (f3, y)] =A [ V  (a, p). V (a, yll 
e A [a, V (f3, y)] = V [A (a, p). A .(a, y)] 

quaisquer que sejam a, [1, y pertencentes a n .. 
O g:afo seguinte não é distributivo 

v 

a 

A2.3.2- Complementariedade 

p é complementar de a se for 
V (a, f3) = V 

a A (a, f3) =O 
Se p for único para cada a então {1 diz-se o 

complementar de a e representa-se por ;;: 
Caso esta propriedade e respectiva unicidade seja· 

verdadeira para todos os elementos de n, (n, v, A) 
diz-se complementado. 



' 

A principal ProPriedade daqui resultante é a da 
involução: 

Com efeito 

donde 

(�::::::a 

V (a, ;;j =V 

t> (a, ;;j = O 

v [{;;) ,  {;;) ]  =v 

" [(;;j", (;;j"] = o 

(por definição) 

mas o complementar de a é único, logo 

(-;;j =a V a E P. 

A2.3.3.- Pseudo�complementariedade 

Se ; c= n for um elemento rel3cionado com a E n 
de tal modo que (;) :::::: a, isto é, a aplicação sucessiva 
do operador (--) reproduz o elemento de partida (ou 
seja, (--) goza da prop:iedade da involução), então 
diz-se que se pode definir em (n, v, A }  uma Pseudo­
�complementaridade. 

É evidente que se não exige que 

A2.3.4.-Teoremas de Morgan 

Os teoremas apresentam-se da forma seguinte: 

Teo:ema 1 - v (a, flÍ = t> (;;: /Jl 

Teorema 2- t> (a, fl) = V (,Z ii) 

Para que se verifiquem os teoremas de De Morgan 
é necessário que: 

-O reticulado ·seja complementado. 

V a E n, existe um só elemento f3 =a em n 
tal que: 

V (a, a)= V 

t> (a, a) =O 

-Se designarmos por 

V (a, {J) = Y, y E P. 

l> {a, fl) = 8 , 8 E P. 

como (n, v , �) é complementado -y e ô existem e são 
únicos. 

-Finalmente 

V (a, fl) =i', i' E ll 

t> (a, fl) = p ,  p E ll 

p e .p são igualmente únicos. 
Em resumo: 
V (a, {3) EU2 existi;ão e serão únicos: -;;: {3, -y, a, 

p, if, ao todo oito elementos contando com a e {3. Estes 
oito elementos estão entre si vinculados po;- oito pro­
posições: 

V (;;;-a)= V 

t> (a, a) =O 

V ({J,{J)=V 

" ({J. {J) = o 

'[v {a, {J), t> (;;',Jlij =V ou v [y, p] =V 

t> [V (a, {J) , t> (a,íJj] =O ou t> [y, p] =O 

V [t> (a, {J) , v{;;, fl)] =V ou V [8, l'] =V 

t> [t> (a, {J). ;v (;,p)] =O ou t> [8, tl =O 

Não há muitos reticulados que satisfaçam às con­
dições de De Morgan. Como· exemplos teremos: 

r o 
fig. 1 

a(>v . (! uA 
.

. 

' 

p 

o v 
fig. 2 fig. 3 

Por simples verificação é fácil de ver que são 
complementados e que as leis de De Morgan se aplicam. 

O reticulado da figura 1 é o reticulado de Bool. 
Os teoremas de De Morgan também se aplicam 

a certos reticulados pseudo-complementados, como o 
reticulado de Zadeh assim definido: 

([0,1],!f,? ), distributivo "e pseudo�complementado. 

Este roticulado,_goza pas ,propriedades de lhe ser 
aplicávBI Os, i�ore�aS 'dB .De Mcirgàri. 

Càhi efeitO, definindo 

V a E:.: n:;;:::::: 1 - a e (=;) = a 

( ,._,) símbolo do pseudo-complemento. 

então: 

i' (;;, p) = i' (1 - a, 1 - {J) = 

= 1 - ? (a, fl) = 

= � (�. fl) 

o mesmo se podendo fazer em relação a {I {;, ji). 

1 1  
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A2.3.5-Reticulado Modular 

Se V a, p, yE n for: 

(a < fl) 9 a V (fl A y) = (a V fl) A Y 
diz-se que (f.!, v, A) é um reticulado modular. 

Como exemplo temos: 

v 

a 

o 

A2.3.6- Conceito de dominância e comparabilidade 

n 
Seja dado o produto cartesiano X �i e sejam 1=1 

igualmente dados dois elementos (xl' X2, • • •• x11), 

(y1, y2, • • •  , Yn ) onde xi e Yi Ef Ai
·
, Vi E (1 ... n). 

Diz-se que (x1, • • •  , x11) domina (y�, ... , Yn) se: 

V; E {1 ..... n). x; >v; 

e domina estrictamente se 

Se nem (x1, • • •  , x11) domina (y1, • • •  , Yn) nem (y1, • • • , y 11) 
domina (xl' ... , x11 } então dizem-se dois elementos não 
comparáveis. 

A2.3.7 -Producto de Reticulados 

Sejam dados dois reticulados (n.x , v. A) e 
{D;31V, .l). Forma-se o producto cartesiano n:zX n�. Con­
sida;-emos um conjunto G f. .n:c X n�. Se quaisquer 2 
elementos da G forem comparáveis entra si, G é orde­
nado pela relação dO ordem dominância (estricta ou 
lata conforme o caso). 

A2.3.8 -Cadeias Maximais 

Empregando a relação da ordem 6:1 'Ciefinido num 
reticulado é possfvel partindo de (0) ou (V) atingir 
respectivamente IV) ou (0). Escolhendo entra todas 
as cadeias assim construfdas aquelas que não tenham 
elementos comuns (com excepção de O e de V) obtém­
-se o conjunto de cadeias maximais do grafo. 
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Esta definição autoriza que existam mais do que 
um conjunto distintO de cadeias maximais. 

A2.3.9-Exemplo de um producto cartesiano de reti­
culad:>s 

a =V B =V ' 2 

a, �o= O 

Forme-se o producto cartesiano ll::c X n� . Os 
pares que pertencem a esse preiducto são: 

(a0, fl0) (a1, /l0) (a,, flol (a,, flol 

(a,, fl,) (a,, /3,) (a,, /l1) (a,, /3,) 

(ao, f12} (a1, /l2) (a,, fl) (a,, /3,) 

Vamos usar o critério de dominância 1>-) -não 
estõicta -. 

O conjunto G � ln.x X n�-) formado por estes 
pares está ordenado pelo c�itério da dominância não 
cstricta !;;;,). 

i) Se n::c e n� forem totalmen;e e estrictamente 
ordenadas, então obtém-se um reticulado vectorial 
(ver A2.4.3). 

ii) Se n:t e n � forem dist�ibutivos também 
GE. (na: X n�) se;á distributivo 

A2.4- ESTUDO DE ALGUNS CONJUNTOS RETICULA­
DOS MAIS USADOS 

2.4.1 -Conjunto de Zadeh ([0, 1]. i, .Pi 

Ve:ifica-se facilmente que ( [0, 1], ? , !JI) tem as 
seguintes propriedades: 



a) Fechado 

b) Associativo 

c) Comutativo 

d) Existência e unicidade de supremo e ínfimo 

e) Idempotente 

f) Abso:vente 

g) Distributivo 

h) Pseudo-complementado 

i) Aplicam-se os Teoremas de De Morgan 

« f. » significa «o mínimo de» 

ft:fll significa o «máximo de» 

Neste conjunto [0, 1], e para qualquer elemento 
a· E n-== [O, 1] é possível definir duas operações in­
t�rnas fechadas: o producto e a soma disjuntiva. 

A2.4.1.1 -Producto r•) 

onde {.} é o símbolo do producto vulgar. 
Esta operação interna (*) definida em [0, 1] é: 

-fechada 

-associativa 

-comutativa 

-«0» é o elemento absorvente 

-«h é o elemento neutro 

A2.4.1.2- Soma disjuntiva {1) 

onde 

«+» é a soma usual 

u-» é a dife�ença usual 

<L>>· é o producto usual 

Note-se que sendo ai e o:j E [0, 1], 

a:i + aJ > a1 a:J 
donde o sfmbolo (-} pode aplicar�se a daf resulta 

"mE [0,1]. 

A soma disjuntiva é uma ope:ação interna definida 
em [0,1]: 

{1.) Ver exemplo em A2.3.9 

-fechada 

-comutativa 

-associativa 

- O é o elemento neutro. 

A2.4.1.3 -As operações (•) e (T) são distributivas 

A2.4.1.4- Tem interesse escrever a expressão da apli· 
cação sucessiva da soma disjuntiva: 

u u 
= {- 1)' � "i 1=1 

+ {-1 )' :E {a; "i ) + ... + 
l,j=1 

, u 
+ {-1)k-1 :E 

1, .... 1=1 
{ai · "' '"I ) + 

k 
)u-1 1· ) + (-1 a1. a2 . ... . au 

A2.4.1.5- Pode definir�se o operador {-) ,significando 
ai -ai a diferença vulgar, mas apenas sa 

a:i > aJ 

A2.4.2- Conjunto de Bool. 

Para este suporte P.={O, 1) o reticulado {{0, 1). 
? .I') é: 

a -fechado 

b-associativo 

c-comutativo 

d- Existem supremo e fnfimo, sendo tlnicos 

e-idempotente 

f-Absorventes 

g-Distributivo 

h- Complementado: 

? {0, 1) =o e 1'{0,1)=1 

i-Aplicam�se as leis de De Morgan 

A2.4.3 -Reticulado Vectorial (1) 

Sejam dados n conjuntos Al' A2, ... , A11 qualquer 
deles completamente ordenado pela relação de ordem 
estrita t>l - a > f3 significa ao/=/3 - e tendo um 
supremo e fnfimo. 

Forme-se o producto cartesiano 
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n 
,y/ = X Ai 

1=1 
Se usarmos a relação de dominação assim definida: 

com (a1, ... , an }, (b11 • • •  , b11) E A 

se ai )>b1 V Í E {1 • . . .  ,n). 

·então o conjuhto sffé um reticulado diS'tributivo . mas 
não complementado. Com efeito: 

a)-Fechado 

v [ {. ... ai , ... ) , { .... b i , ... ) ] = (. ... c 1 , • • •  ) J 

onde Vi. ci :::::v (ai , bi ) e como Ai é completa e 
estritamente ordenado (ci =ai ) ou {ci = bi ). 

Identicamente para (:l). 

b-Associativo {"') 

c-Comutatividade (*) 

d _..:_Todos os A i  têm um supremo e um rnfimo 

e -Idempotentes (*) 

f -Absorventes ( *) 

· g-Distributividade 

g- Distributividade 

v[ ( ... ,ai, . .. ) ó [{. ... bi, ... ). ( ... ,ci, . . .  )JJ] = 

= t. [v [( ... ,ai • . . .  ). (. ... bi • . . .  )].v 

v [( ... ,ai • . . .  ). (. .. ,ci • . . .  )] ] = 

= .>[( .... bi • . . .  ). ( .... ci • . . .  )] = {. ... gi � ... ) 

em que 

e 

v[( .... a1 , . . .  ), ( ... , 9;, . . • )] = ( .... h1, ... ) 

h1 =v [a1 ,!!. lb1 .c1 )J 
Por outro lado 

V[( .... a1 , ... ). ( .... bi, ... )] = (  . . . , I ; ,  . . .  ) . 

{*) � óbvio a partir da detlnlçio. 
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e 

v[( .... a1 • . . .  ), ( . . . , c1 • . . .  )] = (. ... m1 , ... ) 

!!.[( .... 11 , ... ). ( .... m1, ... )] = ( .... n1 , .. ,) 

n1 =a(l1 .m1 ) =A[v (a1 .b1 ).v (ai ,cill 

mas Ai é comJ)Ieta e estritamente ordenado e portanto 
distributivo e dai 

h -Não é comp�ementado em geral a não se; que cada 
Ai o seja (conjuntos de Bool}. 

2.4.4- Reticulado Lexicográfico 

Se:á um reticulado vectorial com os elementos 
totalmente ordenados. 

ANEXO 3 

A3.1 -Funções ordinais de um grafo vulgar sem cir­
cuitos. 

Seja Gc 'lf,2, finito, antl-simétrico e sem circuitos. 

lJ! a famflia de todas as aplicações (funcio­
nais ou não) de 'lt em 'l& 

ljJ E lJ! um membro da fam,rHa f. 

f·l a . aplfca�ão invers� de ,P.< 

Define-se, de um' modo geral, N 1 , um sub-con­
junto vulgat, do seguinte modo: 

onde 

" ; E 'l6 e 

N, = { 

p-1 } 
U NK k=O 

O<;; K <;; p-1 K1 P e:: N 

"; , "'a tu; l = 0 J 
e p EN, mais pequeno, tal que: 



Os sub-conjuntos (vulgares) Ni , i E {O, . .. , r} for­
mam uma partição de 'i_C, e estão estrita e totalmente 
ordenados, isto é: 

Função ordinal dum grafo vulgar sem circuitoe· é 
definida como segue: 

Nível de partição é dado pelo fndice da partição. 
Assim, N k tem o nfvel ou ordem) k. 

A3.2.- Extensão da noção de função ordinal a grafos 
com circuitos 

Para o efeito formam-se as classes de equivalência 
do grafo G dado, onde a relação de equivalência é: 
«existe um caminho de ui para u1 e de ui pua ui ». 
Os conjuntos assim formados e máximos formam c'tas­
ses de equivalência e constituem uma ordem total ou 
parcial. Se for total teremos a função ordinal desejada. 
Se for parcial construa-se o grafo vulgar sem circuitos 
a partir dessas classes e a função ordinal desse grafo 
sem circuitos será a função ordinal desejada. 

Na figura está representado uma parte de um 
grafo onde existe uma circulação

. 
entre os pontos u11 u2, 

u3' u4. 

u, 

FIG. 1 

Esta circulação pode descrever-se pela equivalên­
cia referida ao princípio: «existe um caminho de ui 
para u1 e de ui para ui ». 

Não sendo possível declarar quem precede quem, 
os quatro eiementos ul' u2, u3, u4 são tratados como 
se se «fundissem» num único elemento u� e a figura 
acima pode ser substitufda por esta outra 

FIG. 2 

Desta forma suprimem-se os circuitos e então 
cai-se na situação geral de grafos sem circuitos. 

Por exemplo, na fig, 3 

1 ,  2 e 3 é um circuito (I ) 
9, 1 0  e 1 1  é um outro circuito (11) 
4, 5, 6 e 7 é outro circuito {III) 
7, 6 e 8 não é circuito 

• 

3 

10 
11 

FIG. 3 

8 

Na fig, 4 está repreentado a forma slmplicada e 
sem circuitos do grafo dado. 

g 1 
]I I 

FIG. 4 
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