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lnttodução aos conjuntos vagos 

RESUMO 

Trata-se duma intro_dução à Teoria dos Conjuntos 
Vagos com vista a aplic�Ç'ões a·:'vários domlnios nomea-
damente à Engenharia. 

� ·' 

1.° CAPÍTULO 

JUSTIFICAÇÃO DO CONCEITO DE CONJUNTO 
VAGO. 

.,, 

Na descrição do universo real o Hoinem usa espa
ços artificiais para neles projecJar. imagens de�:;e real. 

As vantagens deste procedhllento são variadas: 
Na imagem foi abstraído tudo o que no real 
não é relevante para: � resolução do problema 
em .causa. . 

I sto significa que tOÍ usado· um operador
-filt�ante para project�r o objecto _real nesse 
espaço imagem. 
As imagens porque são formas ((purificadas» 
têm propriedades mai� uniformes e ·sujeitam
-se a ope:-ações formais rigorosas. 
O real só depois de Convertido em imagem 
tem t:atamento formal.: 

Por outro lado, sucede ·que·. certas conclusões ex
traídas de processos e raciocínios formais realizados 
sobre imagens, ao serem reconvertidas no domínio dos 
objectos reais não se adequam ãos factos observados. 

_Com efeito, as «purificações.» e filt;ações feitas ao 
objecto real para criar a ·image� desejada foram leva
das ao ponto de uma, ou várias; informações relevan
tes terem sido perdidas no· proceSso. 

Este inconveniente força a C:�iação de novos espa
ços-imagem gozan·do d e  novas pl'opdedades e onde as 
imagens não perderam as tais . informações relevantes 
pa;a a resolução do problema. 

Os conjuntos vagos foram :desenvolvidos com a 
finalidade de  solucio-nar certas situações reais onde os 
conjuntos usuais e respectivas �_eorias se mostravam 
inadequados. 

António Gouvêa· ,p
"
ôrtÊIIa 

Prof. Catedrático 'do 1. S. T. 

SUMMARY 

An 'Introduction to the Theory of Fuzzy Sets, ir. 
view of app/ications to various domains, namely to En
gíneering Scíence. 

Pela apresentação de alguns. problemas e casos 
tfpicos vão ilustrar-se as insuficiências da  teoria clás
sica. _dos conjuntos. e simultaneamente justificar-se a 
teo:ia dos conjuntos vagos {*). · 

Exemplo 1: 

O «expe:imentado:», engenheí;o, fls.ico, médico. 
sociólogo, etc., é o indivíduo ràsponsável pela sonda
gem do universo real e pela criação da ({imagem)) do 
real para posteriores manipulações formais. 

Foi um ({experimentador» encar;egado de Jormar o 
Conju,nto dos:objàctos_ ieaÍS.de -co•:-\fBr�e exisiei-ttes no 
laboratóiio e Stribuir-Ihes ·um. _�fmbolo _ (_al' a2, • • •  ) • Esta 
instrução simples, aparentemente, tem a -dificuldade da 
definição do que se entende por um objecto de cor 
verde. 

V e. de é toda a radiação compreendida entre duas 
frequências dadas. 

Um objecto é ve:·do se . .  60% da radiação reflectida 
cai na banda do verde?e se for só 40% ainda se desi�na 
de verde? 

Numa lógica vulgar a resolução deste problema 
envolvia a definição de um conjunto de propriedades 
P1, P2, . . .  , Pk e o estabelecimento de Uf!l especificador 
que permitiria fo�mar o co�'junto (X� ). dos objectos 
verdes. Assim 

X,= { x; P,. Í'2, ... , Pk) 

e o conjunto referencial dbs···Objectos do laboratório era 
dividido em dois sub-conjuntos: os verdes X�· , ·e os 
não verdes X v . 

Outra forma de resolver este problema serià sim..: 
p'lesmente pedir ao experime'lltador que m'eça: a:·- p�réen-

(*) :A expressão «COnjuntos va�os» corresponde às expressões c<Fuzty Sets» referida na literatura inglesa e_,.__�
Ens

_
embles 

Flous» referida na -literatura francesa. Trata-se de um neologismo. 
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tagem de energia na, janela do espectro considerado ver� 
de e forneça uma tabela onde a cada objecto se faz 
cOrreSj)àiíder eSsa pe�cehtagem de verde dada pelo 
aparelho empregado. 

O resultado toma a forma seguinte: 

} = x, 
onde: a i é o símbolo dos OÍljéétOs do laboratório; v i é 
a percentagem de verde de um objecto (o:::;;;vi <1) e X v 
será designado o «conjunto vago» dos objectos existen� 
tes no conjunto universal do laboratório- U. Feito agora 
o pedido ao experimentador de formar o conjunto dos 
objectos «pesadosll existentes no mesmo conjunto univer
sal � U o experimentador não terá mais do que munir-se 
de um instrumento adequado (balança) e proceder à 
pesagem dos objectos que pertencem a U. O e)qJériiriEni
tador fo. necerá um conjunto X e especificado da se
guinte forma: 

onde e, é a percentagem do peso do objecto ai para o 
peso total do conjunto U. 

Novamente, o eXperimentadOr hãO teve que decidir 
se um Objecto se deVe considerar «pesàdChl àu «levá». 
maS àpehas indicar o peso, i"elegarido para a teoria o 
tratamento de informação éolhida. 

Uma teoria de conjuntos vagos te�á de ser consti-
tuída para resolver problemas tais como 

xe n XV 
xe i.J XII 
X e {CCmij:lléni8ntàf de Xe J 
êtC., etc., ... 

Neste primeiro eXemplo não reSta dúvida que o 
ptoblem8 é a difiCuldade foràrh ti"ansferidàS do experi
llietitado: para o fàt-nia11Sta. 

Í\lurh COiljuntà vaQo, a Cáda um dos, pares {a/a} 
dá.;se O nome de «ca7CCteriZ.9rite» e càfi"ésjjôndé à tra
dução de «membership» da literatura inglesa e «áPPiif
tenancÉ�ll da literatUra franCeSa. 

Ao conjunto de todos os ai dos elementos a /à i 
dá-se b nome de cúacterfstica do conjunto vago. 

Exiúnpio 2: 

Um cémjuilio U de irês caixaS (A, 8 e c') cOOi 1bo 
parafuSos cada, é encarado, dassicamenie, comO �ni 
conjunto de três elementos {a, b, c} = U. 

Um subconjunto será, por exemplo; {a, b}, ou seja. 
{1 elemento a, 1 eiemento b. 6 .efemélito c} e a carac
terística do Sub"'-conjuntà {a; O} Será {1, 1, O}. 

Vejamos agora como deScrever o cbr'ljunto usUal X, 
constituído por 20 parafusos do tipo a, 30 do tipo b e 
zero do tipo c. 

·Este conjunto não tem descrição clássica no refe
rencial Ü={S, b, c) porque se consideram a, b e c como 
atómicos� isto é, indivisíveis. 

b PfoéasSO üSual de i"ésàlver éi Pfobléina êbriSisté 
em construir um conjunto U* formado por 300 elemen� 
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tos, {300 parafusos}, susceptíveis estes de se o:g;uparem 
em 3 classes de equivalência a, b, e c, com 100 ele
mentos cada. O conjunto p�oposto seria descrito como: 

cem 

/3; E b 

X E... U* 

Usando o conceito de «conjunto vagOl) a descrição 
de X tomava ·a forma 

{ a I� , b I _:o , c/ -1°0--0- } � X 100 100 

ou 
I a/0,2 , b/0,3 , c/0 } = X 

Re�ar:J-se que as fracções 

20 30 
100 100 

e�c. 

poc!em descreve:-se do um modo geral como 

card {a'} 
c::�rd {a } 

onde {a} é, neste caso, o conjunto de parafusos da caixa 
A 1100 parafusos) e {a'} é um sub-conjunto de a, neste 
caso, 20 parafusos. Ora: 

card {a'} �zo 

êard {a} = 1 oo 

R9j)3r€:-!Jé Qué, ébhió {a'}.=_ {à} se tiVe�moS: 

e d<!í Que 

card {a'} <. card {a} 

card {â'} 
o.; .;1 card {a} 

Esta forma de representar o conjunto é menos pra- · 

cisa (mais vaga) do que a anterior, porque n5o exige a 
nomeação, ou identificação, dos elementos. 

Os resultados tambéni São diferentes quando se 
opera com estes conjuntos. Com efeito, seja definido 
outro conjunto 

y 5.. U* 

constituído por 5 elementos de A, 7 elementos de 8 e 1 O 
elementos de C, isto é: 



a· • E a 

fJ; E b 

Y; E c 
A reunião X U Y  se;á: 

Z::::: XUY = {a:1, • • • tr:.!;:;• /31 •••• Pa<• 'Y1•· • •  Y1ol 

Note-se que houve o cuidado de  fazer xnY=Zl, mas se Y fosse especificado como se segue 

* Y:::::: {a1, ... a:;• f314'''' fi2o• Yt•··· Ywl 

então a sua reunião com X forneceria o seguinte resul
tado: 

*z::::: XU 'i' Y::::: {ai'''' Ct:!!U' {31• • •  #:lO' f1 • • •  )':!;:,} 
De:Ha observação resulta que 

xuv + xu*v 
No entanto, se dBfinisseitlos os «conjUntos vagos» 

correspondentes á Y e * Y, te;famos ém ambos os casos 

V OE Y 
.• 

(o/0,05, b/0,07, ci0.10} 

logo o processo é cego na descrição atómicà dos con
juntos Y e *Y, e daí resulta, antecipando conhecimentos, 
ç.:a 

X U Y = X U * Y = (a/0,2; b/0,3 ; c/0,1} 

expre:;s[io que mostra uma aproximação ent�e os con
jun:os vagos e clássicos. 

Exemplo 3: 

Tem interesso neste exemplo chamar a atenção 
p::ra o contexto em que é descrito um conjunto vago. 

(<Um leão atacou e mordeu um homem». Geraimãnte 
2C.:mitcwse que foi definido previamente Um conjunto 
universal, assim, neste caso ele pode�ia ser o seguinte: 

b 
Ccn;unto Univc sn I U = { a 

leão elefante 

O sub-conjunto vago A de animais de U que atacam 
o homem pode ser definido deste modo 

A= (o/0,9; b/0,7; c/0,01} 

O conjunto vago 8 dos animais que usam morder 
para atacar 

8 = (a/0,8; b/0,01; c/0,8} 

o conjunto intersecção A n 8 será dado, antecipando 
conhecimentos, por: 

A n 8 = (a/0,8; b/0,01; c/0,01} 
o qt:e aponta para o leão (a) como o animal culpado 
do acto. 

Exemplo 4: 

Neste exemplo vai chamar-se a atenção para as 
rel.::ções entre conjuntos. 

Seja, por exemplo, o conjunto usual constitufdo 
pelos elémentos: cão (a), pato (b}, foca (c), pombo (d), 
e o cojunto de atlibutos «viver na água» (Ag), «viver na 
terra» (Te), «viver no ar» (Ar). 

Em conjuntos clássicos o modo de descrever a 
relação entre o conjunto {a, b, c, d}  e o conjunto {Ag, 
Te, Ar} é, por exemplo, o seguinte: 

Ag Te Ar 

a o 1 o 
b o 1 o 
c 1 o o 
d o o 1 

se atendermos que as focas e os pombos também vi
vem em terra, e que o cão também pode nadar, e que 
o pato não só voa como nada, outra forma · de descrever 
a relação será a seguinte: 

Ag Te Ar 

a 1 1 o 
b 1 1 1 
c 1 1 o 
d o 1 1 

Qualquer das duas formas de descrever a relação 
não satisfaz o experimentador encarregado da descrição: 

- a  primeira é muito rest. icta 
- a  segunda é muito lata 
Mas se aceitarmos que a percentagem do tempo 

que, em média, os animais referidos gastam em terra, 
na água, ou no ar, é uma resposta ao problema então a 
descrição já pode ser mais consentânea com a realidade: 

Ag Te Ar 

a 0.01 0,99 0,00 
b 0,60 0,30 0,10 
c 0,70 0,30 0,00 
d 0,00 0.70 0,30 

Este exemplo rriostra conió o conjui1tô vâ.Qo, Como 
conceito, descrevà itlelho; O real, êitl c8i"téis Sltliàções, 
do que os conjuntos usuais. 

Se se desejar descrêVer, Pói' exemplo, um conjunto 
A constitufdci pelos pares: (a; Ag}, (b, Ar}, (d, Ag} de
verá usar-se a forma seguinte: 

A= ( (a, Ag)/0;01; (b, Ar)/0,10; (d, Ag}/0,0; 
restcHttés/0,0} 

Exemplo 5: 

EStá exemPlo procura chamar a atenção para o 
Caso do referencial U não ser discreto. 
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Seja então um registador de som que grava uma 
fita magnética. O resultado é ob��do quanto ao nfvel so
no:o foi indicado na figura A. 

/ 

o X 

Tomou-se nota do valor máximo ( Imax ) que é 
possfvel r�gistar na fita. 

Desgravando e tornando a gravar outro registo 
sonoro na mesma fita obtém-se a figura 8. 

/// . /  

o 
Figura B X 

Estes dois registos efectuados podem entender-se 
como a descrição do dois conjuntos vagos A e 8 defi
nidos sobre o referencial U. 

Podem reunir-se, intercepta:-se, complementar-se, 
etc. 

Exemplo 6: 

Até aqui. nos exemplos apresentados os valores 
que afectavam os elementos do conjunto referencial U 
eram semp:e colhidos no intervalo [O, 1]. 

Aqui, procura-se fugir a esta regra porque não é 
forçoso que assim seja. 

Vejamos o seguinte problema: 
<c Falar verdade» se:á simbolizado por a:. 
a Falar mentiral> será .siinbolizado por {3. 
«Falar parcialmente verdãde» será simbolizado por y. 
Admite-se que a:;> {3 :> y 
{a, b, c} ::::: U é um conjunto de três pessoas que 

declararam, cada uma, uma proposição. 
O valor do conjunto das três proposições é o con

junto vago X assim descrito: 
X'= {a/a; b/y; e/a} 

O utro conjunto de três proPosições foi feito e seja ele 
representado por Y 

Y = {a/{J; b/y; c/y} 
Então, por exemplo, a intersecção será: 

X n Y = {a/ fJ ; b/y; c/y} 

A creditibilidade da conjunção das proposições 
{X n Y) é efectivamente muito pequena. A não ser a que 
faia um3 vez p3rci3lmen�e :�,_�r·ctBde no conju�to (X n Y). 
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b e c falam falso e daf a declaração que a conjunção dos 
dois conjuntos de p:oposições feitas pelos três indiví
duos é «praticamente falsa». 

Já a reunião se apresentaria de outra forma: 

X U Y = {a/a; b/y; e/a} 

Pode estabelecer-se um paralelo. entre este exemplo 
e a situação de um exame onde: 

Na visão (X n Y) o que se procura são os erros 
(falsidades). 

Na visão (X U Y) o que se procura são as cois3s 
certas (verdades). 

Os exemplos ap;-esentados mostram que há vast9 
cópia de situações reais onde se afiguram mais ajuSta
das as imagens projectadas em «conjuntos V3gos» do que 
em conjuntos vulg3res. 

Os exemplos apontam para o seguinte esquema de 
construção dos «conjuntos vagos»: 

1. Um conjunto referencial U (conjunto vulgar); 
2. Um outro conjunto o:denado n onde se Projec

tam as imagens dos elell)entos de U po: meio de: 
3. Uma injecção funcional J, ou seja UJ.n donde 

J(x E U} = (a E !1); 
4. Cada conjunto vago é desc:i�o por meio de um 

J que lhe é próprio. 
Tem interesse reconhecer U, J, n nos vários exem

plos apresentados anteriormente: 

1.0 Exemplo 

U :::: {a1, a2, ... ) os objectos do laboratório; 

n ::::: [0, 1] percentagem de radiação verde; 

o conjunto [O, 1] é ordenado como se reCjuere Para n. 

Para X v temos: 

v1 ::::: Jv 
v2::::: Jv 

Para Xc temos: 

el :::: J e 
ez:::::: J c 

2." Exemplo 

(n,) } 
espectrografo 

(a,) 

(a,l } 
la,) 

balança 

U :::::: {a, b, c} caixas de 100 parafusos 

11 = { 1�0 • 1:0 · · · ·  :�� } 
percentage·m de parafusos tomados. 

Para X temos: 

0,2 ::== Jx (a) 
0,3 = Jx (b) 
0,0 = Jx (c) 



pJra Y temos: 

3.0 Ex�mplo 

Para A temos: 

Para 8 temos: 

Para A n 8 temos: 

0,05 = Jytal 
0.07 = J J' (b) 
0,10 = J_,.Ic) 

U = (a, b, c) 
!l = [0,1] 

0,9 = JA (a) 
0,7 � JA (b) 

0,01 = J A (c) 

o,8 = J8ial 
0.01 = J 8ibl 
0,01 . = J8(c) 

0,8 = JAnB (a) 
0,01 = J AnB (b) 
0,01 = J AnB (c) 

O animal a (leão) é o que toma maior relevo por
que tem a dupl.3 prop:iedade de «atacar o homem» e de 
«morder)). 

4.0 Exemplo 

O conjunto universal U é o produto cartesiano de 
(a, b, c, d} e {Aa, Te, Ar} ou seja: 

(a, Ag). (a, To). (a, Ar) 
(b, Ag). (b, Te). (b, Ar) 

(c, Ag), (c, Te). (c, Ar) 

(d, Ag). (d, Te). (d, Ar) 

Assim, Card (U) = 4X3 = 12 

Q = [O, 1] ó o conjunto onde se projectam as 
imJgens. 

5.0 Exemplo 

As funções 

IA = IA (x) 
18 = 1 8  (x) 

com I E [0, 1] , são as funções que caracterizam respec
tivamente os conjuntos A e 8. 

I 1 

o X 

6.0 Exemplo 

O conjunto universal é 
U = {a, �.c) 
!l = {a, {3, y) 

isto é, n é um conjunto ordenado por>, significando 
J (M) :::-,.J (N) 

que M falou mais verdade do que N 

\ Jx (a) = a  Jyl•l = f3 
Jx� 

1 
Jx (b) = y Jy => Jy (b) = y 
Jx·(c) = a: Jy(C) = y 

2. • CAPÍTULO 

CONJWITOS VAGOS; SUA FORMALIZAÇÃO 

2.1 - INTRODUÇÃO 

Os «conjuntos vagos)) constituem uma extensão ao 
conceito de «conjunto)). 

Ao expor-se a teo:ia dos «conjuntos vagos)) su
põem-se esclarecidos os seguintes temas: 

- A  Teoria dos Conjuntos (vulg3res), bem como 
as teorias e conceitos dela decorrentes; 

- Os motivos semanticos que conduziram à neces
sidade de estender o conceito de conjunto 
vulgar foram já expostos no Cap. I; 

- A  teoria dos conjuntos vagos deve incluir como 
caso particular a teoria dos conjuntos vulgares. 

2.2- SIMBOLOGIA 

a) Quanto à simbologia ofe;ece-se uma alternativa: 
ou os conjuntos vagos vêem afectados de um indicativo 
os símbolos que os representam, como por exemplo, em 
vez de A, 8, X teríamos �· .ê· ?S para significar que os 
conjuntos A, B, X são vagos; 
ou se faz o inverso, os sfmbolos dos conjuntos que não 
são vagos, por se tratarem de conjuntos vulgares, vêem 
os sfmbolos respectivos afectados de um indicativo, 
como, por exemplo, A, �· � 

Porque o conjunto vulgar é um caso particular de 
conjunto vago, as exp:essões e f6:mulas aplicáveis a 
conjuntos vagos tembém são verdadeiras para conjuntos 
vulgares, e daí que se uma preposição ou frase só for 
válida para conjuntos vulgares se anotará esse facto 
sutlinh::n:::!o com um traço. os símbolos respectivos. 

b) Quanto a símbolos usaremos os seguintes: 

Simbolos latinos: 

Letras maiúsculas para representar referênciais 
(conjuntos referenciais) e dum modo geral conjuntos que 
podem ser indistintamente vagos ou vulgares; 
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Letras minú�culas para representar elementos de 
conjuntos (os elementos nunca são sublinhados porque 
não são conjuntos) . 

Símbolos gregos: 

letras maiúsculas simbolizam referenciais ou con
juntos vulgares apenas; 

Letras minúsculas simbolizam elementos. 

Simbolos góticos: 

Segue-se um procedimento idêntico ao dos sím
bolos gregos. 

Em geraL a dife�ença ent:e letras góticas e gregas 
está no seguinte: 

Letras gregas se:vem para descrever simbolica
mente reticulados e seu• elell)entos. 

Letras góticas para representar conjuntos refe;en
ciais (vulgares) e seus elementos. 

Finalmente, usar-se-ão mas raramente os símbolos 
colocados inferiormente (-....) e (-) para significar ex
pressamente que certa Jétra representa um conjunto 
vago ou vulgar (como por . . exemplo A ou A). 

2.3- DEFINIÇÃO DE CONJUNTO VAGO 

Sejam dados: 
- Um conjunto-referencial, não · vazio, �ll·. Este 

conjunto é vulgar. 

- Um reticulado (vulgar) {n, h..,-v } onde n é um 
conjunto vulgar com dois ou mais elementos e 
�. v , são duas operações internas, fechadas, 
comutativas, associativas, existindo e sendo 
únicos um ·supremo e um intimo, idempotentes 
e absorventes. (Veja-se anexo 2). 
Podem ainda gozar de mais propriedades no
meadamente: complementaridade e distributi
vidade, e ·aplicarem-se os teo�emas de Morgan. 

-o conjunto r das aplicações (funcionais) de 
· 

�1c 'lC,em n, isto é, I'=== n 
, 

A cada aplicação 
r E r , dá-se o nome de «caracterizante» ou 
«função de apareniamento» -ou ainda «função de 
pertença». 

- Define-se «Sub-conjunto Vago» A do referencial 
ctC,, ao grafo rA duma aplicação funcional de 
'1.1, em n. 

Assim teremos: 

onde: e i E {1, .... C"d 'lC,) 

então: 

I' A se�á o caracterizante do conjunto vago A. 

A função semântica do caracte�izante é fazer cor
responder a cada elemento ui Ect� um (e só um) ele
mento o:i E n. 

Deste modo toda a informação a respeito de A 
cstó contida em r A, e daí a designação de caracteri
zante. 

O modo de escrever frases com os símbolos ope
ratórios definidos no reticulado n é do c:onhecimento 
e âmbito da Teoria de conjuntos e é recordado _no 
Anexo 2. 

Aqui limita-se a uma apresentação de algumas ex
p�essões, a título de exemplo: 
v (a, fJ) também se esc�eve a v {1 

\�(a, ({J v y)) também se escreve v (a, {J, a) ou a v {J v a 

Quanto ao sfmbolo � procede-se dum método 
idêntico. 

As propriedades das operações v , ó. bem como 
d'outras 1f ou � encontram-se revistas no referido 
Anexo 2. 

2.4- DEFINIÇÃO DE ALGUNS SIMBOLOS· 

Pertencer ( E) 

So for A um sub-conjunto de "l( e rA o re3pectivo 
caracterizante e se ui to: um elemento de �u, então: 

u, E A se e só se rA (ui ) 4= O ,  caso contrário u 
não pe�tence a A e escreverMseMá ui � A. 

Estar Contido (c ) ou (.=_) 

Sejam dados doi3 sub-conjuntos A e B dectC,; o 
sub-conjunto A está contido no sub-conjunto B e escre
ve-sa A c B se: 

V U; E'lC, [ l'A (ui ) vr8 (u; ) = r8 (u; )] A 

A [ rA (u, )Ar8tu; )= rA (u; )] 

Uma forma mais fraca poderá ser d!ô!finida e sim
bolizada por A E_ B quando fo:: 

V ui E ·1C· : [ l'A(ui ) v r8 {u; ) = r8 {u; )] V 

V [ l'A (ui) 6 l'B (ui ) - l'A (ui) ]  

Finalmente é fácil de·'ver que AC 'l� e A r::. 'll·. 
Igualdade { =) 
A= B dizem-se conjuntos iguais se V u i E 'lC- for 

NrO"fA: em francês diz�sa «appartenance» e na literatura inglesa cmember Slip». 

NOTA: Para reduZlir a extensã� da expressão e:Sub-conjunto Vago», diz�sa «Conjunto Vago» ou «C. Vago» ou ilti «.Conjunto» 

se tal não introduzir ambiguidade. 
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Conjunto Vazio (•0 ) " 

O conjunto definido como segue: 
V ui E "1(,: r (ui l = O, onde O é elemento fnfimo de n, 
diz-se con}unto vazio e simboliza-se po; 0. 

União (U) 

O conjunto C =A U B define-se como segue: 

�'c= rAUB = rA V rB 

cnde: A. B, C c ·ll� 

r A , rB e �'c os ;espectivos caracterizantes. 

Intersecção ( n) 

Dum modo idêntico: 

2.5- PROPRIEDADES DAS OPERAÇÕES U e n 

As princip:.>is propriedades são: 

a) Fech<1das e unicidade 

V A e s c  '1(,; { AUB = C:õ.'lJ', 
Ana = D:õ .'(C, 

: e D são únicos. 

b) Comutativas: 

A e B � •ll'· será 
{ AUB = SUA 

Ana = snA 

c) Associativas: 

VA. B e C:õ.'l(, 
• { AU(BUC) = (AUB

.
)UC 

se:-a An(snc) = (Ans)nc 

d) Operações com os conjuntos 'l_C, e 0: 

{ 'lf,nA = A } 
V 

'li, UA = '(C, ' A.<:_ 'l� 

e) Idempotência: 

vAc · 
· 

" { AUA = A  
_

'lf, ,  AnA = A  

f) Absorventes: 

A e B·C · V { An (AUB) = A 
_'l�. AU (AnB) = A  

As propriedades a) a f) dos operadores U e n re
sultam di;ectamente das propriedades correspondentes 
de r À e r8 E n: reticulado onde as operações internas 
v e l1. nele definidas têem propriedades equivalentes: 

v e l1. são operações fechadas, únicas, comutati
vas, associativas, os elementos O e V existem e são 
únicos e têm propriedades correspondentes a 0 e 'te,, 
idempotência e absorventes. 

g l Distributividade: 

Se o reticulado (n, v ,l1.) for distributivo, pode 
ainda ser: 

A B e Cc • V { AU(BnC) = (AUB) n (AUC) 
' _'l�. A n(BUC) =

.
IAnB) U (AnC) 

Resulta directamente da distributividade do reticulado. 

h) Complementariedade: 

Se o reticulado W. v ,l1.} for complementariza.do, 
pode fazer-se Y A =. 'lC, co;responder a um. outro con
junto 8 =..�1c, tal qué: 

IAUB = '(C,) 11 IA n B = 0) 

e B é único e represnta-se po; A. Com efeito: Se rA=e< 

Donde AUB = 'l� 
Ana = 0 

Porque 1"%1 ::::::: a: 

2.6- CONJUNTOS VULGARES 

aõ (i = O  = r0 

onde 8 = Ã 

Convém provar que é possfvel definir um conjunto 
vulgar usando o formalismo dos c. vagos. 

Seja dado o reticulado de  8ool (ver anexo 2): 
({0,1},-fl, ,Y) o conjunto de 8ool só tem dois elementos 
O e 1 ou seja O e V. 

Os operadores � ,Y têem as propriedades usuais 
deste tipo de reticulados; nomeadamente: 

o/(0,0) = o  � (0,0) = O  
;.10,1) = 1  � (0,1) = o  
'1'11.0) = 1 e � (1,0) = o  
'1'11,1) · = 1 � (1,1) = 1 

o reticulado de Bool é complementado e -
{ o =  1 

1 = o  

7 
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e distributivo, por exemplo: 

O V (1 fi O) = (0 V 1) fi (0 V 0) = 1 fi O =  O 

Qualque:' conjunto vulgar A S. '1G tem por caracteri
zante rA que toma valores em {0,1} e é usual fazer a 
seguinte correspondência: Se 

{ (x E �) <---> r� (x) = 1 

(x f �) <---> r� (x) = o 

o:a esta regra é a usada para construir a «indicatrin dum 
conjunto vulgar A� 'l_C,. 

O ca;acterizante dum conjunto A que usa o reti
culado de Bool é afinal a indicatriz do conjunto A 
vulgar. 

Assim os conjuntos vulgares são um caso parti
cular dos conjuntos vagos. 

2.7- RETICULADOS ZADEH 

Os conjuntos vagos podem ser descritos em Varia
dos reticulados mas o reticulado onde n = [0, 1] e os 
operadores são '/' e � (IJláximo de . . .  e mfnimo de . . •  ) 
é tão fundamental na teoria dos conjuntos vagos que 
convém reproduzir os principais resultados. 

Reticulado de Zadeh ( [0,1], '/', f.J tem as proprie-· 

dades descritas no anexo 2, e que se recapitulam: 

- Operações são fechadas e únicas; 

- Comutativas; 

- Associativas; 

- O supremo é 1 e o fnfimo é O; 

- Idempotente; 

- Absorvente; 

- Pseudo complementado. 

Os conjuntos vagos do referencial 'l.f:, construfdos 
com um reticulado de Zadeh como conjunto onda os 
caracte;izantes tomam valores, gozam das seguintes pro
priedades: 

Se A, B e C� 'lf, então", os operadores n e U têem 
3S seQuintes piopriedades: 

1) A n B=C �'lf, "fecliada 
AU B=C' �'l� C e C' são únicos. 

2) A ns=snA Comutatividade 

A U B=B U A 

3) An( s n Cl=!A ns1 nc Associatividade 

AU(B U C)=(A U B)U C 

4) A U  A=A Idempot-ência 

An A=A 

8 

5) Operações com 0 e 'lf:,: 

{ 0 U A=A 

0 nA=0 

{ •1& U A= '1(, 
'lf, nA=A 

6) Destributividade 

{ AU(B n C)=(A U B) n (A U C) 

An(B U C)=(AnB) U (An C) 

Convém mostrar que assim é, 

.r(BOC)= r B � 1�c 9 rAU(BOC) = I'A � ( rB {• r C) 

r(AUB) = rA � TB 

r(AUC) = r A 4 1�c 
mas I'A 4 (r8, � rc) = (rA 4 r8) � (rA � �'c) 

7) Pseudo-Complementado 

8) Teoremas de Morgan 

{ A n B=� U � 
A U B=A n B 

também é fácil de verificar que estes teoremas se 
aplicam. 

Tem inte�esse ainda apresentai dois operadores 
( ±) e (..:..).  soma disjuntiva e produc.to que têem apli
cação frequente: nestes conjuntos vagos -que empregam 
na sua defini_ção o conjunto reticulado de Zadeh. 

çmde + é o sínibolo de ·soma vulgar, e • é o sfmbolo 
do producto vulgar. 

A ± B� r A ..:.. r8 = r A • r8 (producto vulgar) 

é fácil de ver que; 
são ope:ações fechadas e únicas. 

A±B=B±A { 
· 

A 
- Comutativas 

A�B=B� 

A±(B±C)= (A±B)±C { . . . 

- Associativas 
A�!s�cl=!A+Bl �c ... 

' { A± 0=Aisto 

A�0�0 isto 

{ A±�� 'lC· 
A�'1& �A 

é, 0 é o elem'enÍO neUtro (±). 
é, 0 é absorvente. de 1�1. 

(Ã)•=A involução. 



r.• CAPÍTULO 

DESENVOLVIMENTO DA TEORIA DOS SUB-CON
JUNTOS VAGOS 

3.1- CONCEITO DE DISTÂNCIA ENTRE CONJUNTOS 

a) seja dado um referencial 'lf,, um reticulado (ll,l, .6.) . 
o conjunto das aplicações funcionais de �u em 
n l'=n'lC' e dois conjuntos vagos A e BE_'l.f, cujos ca
racterizantes são rA e r8 E n 'tf,. 

Para defini; uma distância D entre A e B é neces
sário que D satisfaça aos seguintes requisitos: 

D( rA, r8) E R+ 

1) D( rA , r8r;;,o 

2) D( rA, �'al=D( �'a· rA) 

3) O( rA, r8)=0 �� rA = r8 

b) Distância normalizada a t 

É possfvel a partir dá D dáfhilr uma outrá distancia 
d normalizada a 1. 

Para tanto defina-se O da forma seguinte: 

D=Max. D( r A !xl , r8!x>) - X E �l.f, 

então: 

c) Distância normalizada a 1 numa classe do con
juntos 

Seja dada a classe C de conjuntos 

então 

Seja 

C = {Al.' A2 • • •  An}, . Ai=. 'l,C, ' 
D11= Máx. !A1, Ai) 
-

X E 'l(, 

e I= Máx�ii 
ij 

d) Forma genérica de definir uma distância 

Seja .6.(x) uma distância eventualmente noimali
zada a 1 e definida em relação a r A {x) e rB (x) isto é 

A(xJ =A( r A (x) , r 8 (x) ) X E 'lf� 

A'AB = Card '1(, l) A(x) 
X E '1(!, 

para Card '1.� finito 

É fácil de ver que sa A (x) for uma distância nor
malizada a 1, A.A B será igualmente uma distância nor
malizada a 1. 

Se Card CU, for contrnuo pode igualmente definir-se 
uma distância porém não normalizável, da forma s�
guinte: 

AAB � ;·
A (x) . dx 

x E 'l(!, 

Identicamente para Card 'l.C, = oo, pode definir-se 

'� A x  
AAB� "-' 

x E '\(, 

e) Distância entre familias de Conjuntos Vagos 

Seja �l(j uma famflia de fJ (finito) conjuntos 'lC.1 -
A cada conjunto 'lC'i , corresponderá o seu reticulado 

(ni v, A), .em geral distinto, e resPectivo conjunto de 
aplicações . funcionais r. = n. 'lC·i . I , I . 

Defina-se em cada 'lf,i uma distância eventual
mente normalizada a 1, Ai. 

Sejam A ·e B� 'lC, duas famflias de conjuntos onde: 

Vi Ai � �1e.i e Vi B i E. 'lf,i 

Ú (A,, A, . . . ) , (81, B, . . . ) = 

_1_ 1) "' 
o o=Card'l(!, 

Se 8 for infinito, ou 'lC, um contfnuo, poderá de
finir-se respectivamente: 

f) Alguns exemplos· de distâncias 

Distlincia de Hamming, aplica-se a um reticulado 
de Zadeh=([0,1]_.,.,�). 

e 

A (x)= I rA (x) - r8 (x) I 
lJ A (x) 
x E 'l(!, 

AAB� -��

Card 'l(!, 

é fácil de  verifica:- que se trata duma dÍstân'éi8'·:.nbhna::: 
lizada a 1. .-- (·,,\ 

Também se definem distâncias dà' Harrirhih9 . ':lã . o 
normalizadas pela expressão: 

I 
I 



" - !) <>(x) AB-. XE'tl, 
e no caso de �lf, ser continuo se:á: 

ó.AB==f ó.(x)•dx 

.X E'l� 
que não é uma distância normalizada. 

Distância quadrática 

Igualmente definida no reticulado de Zadeh 

O (A, 8)= / 3J ( rA (x, ) - r8 tx, ) )2 
1=1 

e L> (A 8) = 
O(A, 8) 

I n 

no Continuo 

0 IA. 81= � J ( rA (xi ) - r8 tx, ) ) 2 dx 

X E'lf, 

É fácil de provar, aplicação diràcta, que todas as dis
tâncias apresentadas satisfazem às condiçõeS que ' per
mitem declará-las como tal. 

3.2} Conjuntos vulgares de ,nivela 

Este conceito aplica-se a Conjuntos Vagos cujo 
reticulado é o de Zadeh. Send� dado um conjunto vago 
A, define-se conjunto vulgar de nfvel a, e simboliza-se 
Aa., o conjunto cujos elementos x E U satisfazem a 
Seguinte regra: 

x E A'% se rA (x) ), a E [0,1] 

ou lançando mão de indicatriz de Aa será 

{lA« 1�1=1 
-�
e �,:�Asxt 

. 

._,.�o:. 
r�!% (x)=O se rA(�}_JÇ�' 

Quando a = 0,5, diz�se de A0 5 que é o conjunto 
vulgar «mais próxifnà»_ :do cóiíjuntO 'va901 A. 

3.3) Indico de Vago 
. 

O conceito de 1ConjU�,to. Vulgar h',��� próximo» 
permite introduzir a noção . . de.indice vago para medir 
a cdistância» do conjunto::v:ago_. ao.-:conjunto-.vulgaf·mBis 
próximo. 

Assim, o fndice de· va.go -pode ter"as seguinte's de� 
finições: 
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n = Card lC-
I (A)= 

I* (A) = 

N= Ca;d (AxÃ) 1t (A):;;; 

Admite-se que o reticulado é de Zadeh·'m'as Podem 
definir-se fndices semelhantes imaginados'.-Pa�a outros 
reticulados. 

3.4) Decomposição e recomposição 

Decomposição de um conjunto vago: 
Seja dado um conjunto vago A, cujo caracterizante 

é rA (x) Efl 'l�. x E 'l� e Card� = n (finito) . . Seja, 
dum .. modo geral, A:.:i o conjunto vulgar de nível ai 

e ai :;;; r A (xi ) com x i � "lC, • Os conjuntos· vulgares 
de níveis a1, a2, • • •  , a11 representam a decomposição 
do conjunto vago A, nomeadamente �a:1, �:z· . . . �a11 • 

A operação inve�sa · designa-se d6 recómposição ou 
composição. 

Pa:a o efeito faç�-se: 

onde: 

Na verdade, para a 4= O r�cti tem pelo menos um 
elemanto igual a 1, pois trata-se de um conjunto vulgar 
obtido de A e de nfvel a. 

3.5) Conjuntos vagos potentes {ou 'das partes) 

Sejam os conjuntos: 
referencial � 
reticuiJdo' (n, v :A) 

O conjunto das parteS de'lf,, simbolizado P ('tC,). tem 
2 Card ·lf, elementos. 

A generalizaÇão para conjuntos vagos introduz o 
Card n, que, -erri'geral,·'- é'maioi" ou 

.
igual a 2 o te�emos: 

Card'll, ( Ca;· d  !!) = Card P ('li,) 

P{'lf,) pode:á ser simbolizado também desta forma: 

d 'l& • 'éntão Card n 'li, = ( Card !!) Card. 'l�. 
'As' propriedades do reticulado (n, v ,A.) induzem pro

p�iedades em ·n 'lC,. Seja então dado o reticulado (f!, v, A.} 

_,, ''""" • AA.�A·--------------------"'--===---==-----------"" 



e os conjuntos vagos C, A, B, D5_'lf,(ou C, A, B,DEn'lf,), 
Ora o reticulado (n, v ,6.) permitiu introduzir as 

ope:-ações U e n (e eventua•lmente-) de forma que: 

A U  B=C 
onde C o D c 'lC· 

An B=D 

então; duas operações internas foram definidas em n 'h', 

'lG lll .n .u) 

e se A, B, forem elementos de n 'l_C, , então te;emos: 

A U B=C E!l'll\ 
AU B=DE!l'l(, 

é fácil de ver que essas operações U e n são: 
Fechadas e únicas. 
Associativas; 
Comutativas; 
Idempotentes; 
etc, etc. 

Pode dizer-se que as operações v e A definidas 
em n induziram .'IS ocwaçÕP.S U e 0 em n'if, 

4.• CAPÍTULO 

RELAÇÕES VAGAS 

4.1 - INTRODUÇÃO 

As relações usuais entre dOis conjuntos referenciais 
dados'tf,1 e 'lC,2, definem-se por meio dum conjunto 
R 5. 'lC,1 X 'tC,2• A extensão deste conceito a Relações 
Vagas é imediato e basta definir um reticulado (n,v, A) 
e aplicar (funcionalmente) o conjunto�1f·='lf,1.X9.f,2 em 
n. Se simbolizarmos por J o conjunto de todas as apli
cações {funcionais) de'tC, em n, uma dada relação vaga 
RA será descrita como um conjunto vago de 'lf, cujo 
caracteritante é J A {u) onde 

{ uE'll\ 
J A (u) E !l 

o conjunto vago A será designado como o grafo da 
relação vaga R A. 

A simbologia que será adoptada é a seguinte: 

J- Símbolo geral -dos caracterizantes dos grafos 
das Relações; 

R - Sfmbolo das relações; 

A,B . .. P, Q etc. - símbolos que especificam a rela
ção ou o caracterizante, e simultaneamente é sfmbolo do 
grafo da reJação. 

A generalização deste conceito a productos carte
sianos de mais de dois conjuntos é imidiata, basta para 
efeito definir 

n 
'lf, � X 'lC·i i=t 

o J será o conjunto {ou famflia) de todas as aplicações 
de 'lC. em .n sendo fl um reticulado. 

4.2- DEFINIÇÕES DE TERMOS RELACIONADOS COM 
AS RELAÇÕES VAGAS. 

a} 1.• Projecção duma relação J A(x, y) com x E'l.f.,1.• 
yE·lC,2 e JAE J onde J é a famflia das aplicações de 
'l.C,1 x'iC,2 em n e n é um reticulado {n. v,Ll.). 

J� (x)= vJA (x, y) 
y 

significando v a aplicação da operação v , defenida no 
y 

reticulado, e estendida a todos J A (xo. y} para um dado 
x, isto é, estendida a todos os pares que de comum 
tenham o mesmo x. 

b) 2! Projecção duma relação� A (x, y). 

Nas condições referidas em a) s�rá dada por: 

JÀ (y) = v J A lx. y) " 
c) 2! Projecção da 1! projecção 

Será, identicamente definida como sendo: 

Jj(' � v v J A lx, y) 
• y 

d) 1! Projecção da 2.• projecção 

Será definida de forma s'emelhante: 

J� �. v v J A (x, y) 
y • 

Porque as operações v são comutativas, será: 

J21 -J12 A-A 

e) Suporte de uma Relação Vaga R A 

É o conjunto vulgar A cujo caracterizante 

{ J � � 1 se J A>O 
JA�o se .JA =O 

f) Relação Inversa 

Sejam dados: dois conjuntos universais X 'e Y- e 
formam-se os producfos c·artesianos: 

'll\=YxX 

'll\-l =X X Y 
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e dois sub-conjuntos vagos, A .5_ 'lf,e s.s_�u,-1, cujos 
caracterizantes respectivos são: 

JA (x,y) E!l 
J8 (y, x) e·u 

0 { X E X 
y EY 

R B é a relação inversa de R A se J8 {y, x) =J A (x, y), 

para 
{V x E 

X simboliza-se R8 por R A 1 • V yE y .. 

É fácil de verificar que a matriz [J8] = [J A] t e 
pode simbolizar-se este facto escrevendo B=Atporque 

em virtude da dupla transposição das matrizes. Repro
duzir a matriz de Partida, será (RA1J-1 =RA, isto é, a 
inve:são goza de propriedade de involução. 

Para tornar a s"imbologia mais leve faremos a se
guinte correspondência de sfmbolos. 

assim: 

g) Introdução dos. sf!ribolos JC u/ n -). 

Uma vez feito o paral8-lo- das· Rel�ções Vagas com 
o conceito dos conjuntos vagos_ todos:-o�:_,simboi<?S apli
cáveis a estes, entendem-se mutatis mutandis àqueles. 

O objectivo aqui é apenas recordar-,'aiQ:Üma:S fór
mulas: 

- Continência (c}: 

n 

Seja 'l(, � X 'll'i 
i=l 

{ u E'l� 
e 

A e B �'lC, 

AC B se para Vu E'\t for: 

- União (U ): . 

m 
Se: A= U A; e ,�, A; E. 'l(, • e u E'l�. 

i =I 
então J A (u) (u) < "" v  {:+A1 (u) • • • .  , JAm (u)) 

- Intersecção (_ n) 

m 
Se: A= n Ar e. V;.A;;.S 'l(, é 

i=I 

então J A (u) (u) l 
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-Complementação J--,-) 

Se o re�ticuiBdO- 'tn; v.-�)' f'or ---corriPfeiTaen-tada· então 
pode defini:-Se córij'unf:O' · 

·é�·mplerri�ntB;r 'dum conjunto 
vago A=._ 'l� e será um co_njunto A, que. goze das pro
priedades seguinteS: 

Jj\VJA=V 

J A • J A=O 

Donde: 

supremo dó reticulado ll 

ínfimo do reticulado· n 

{ � U A =o 'li, 
A0A=0 

-se 
Se um reticulado for complementado pode 

soma disjuntiva: A+B=(AOB)l.Í(ÃUB). 
definir-

h) Introdução dos símbolos operatórios EB t0 e
.nos conjuntos vagos cujos reticulados forem os de 
Zadeh ( [0, 1], ,p, �) e conceito de corijúnto vulgar de 
nível a. 

-Soma de conjuntos (B (disjuntiva) 

Seja: A= E!l [A; ] com i=(1. . . p) 

então JA (u) =J {u) = ±[J .... J l EB i 
. 

A] Ap 
onde·± é a soma disjuntiva defenida como sendo: 

· a±f3=o/(a,f3)- � (a,f3) onde a:,f3 E n 

Veja-se' anexo 2 para mais po:menores. 

então 

ii Conjuntos. vulgares 

É o conjunto vulgar 

O que se 
igualmente aos 



Vagas, usando como já se fez na definição de conjunto 
vulgar de nível a:. 

4.3- COMPOSIÇÃO DE RELAÇõES 

a) Introdução 

Esta operação entre relações vulgares é extrema
mente importante e por isso convém defini; uma ope
ração correspondente para conjuntos vagos. 

Assim se X R A Y relaciona X com Y e Y R 8 Z rela
ciona Y com Z. qual se;á a relação X R* Z onde 
R'(RAe R 8 )1  

Só  deverá depender de  R A e de  R 8 •  
A composição simboliza-se por {o), assim R*= 

=R A o R8 ; em vez de R* pode usar-se o símbolo RA,B 
e se�á R A,B =R A 'o R B 

Definição formal da composição: 

Sejam dados os conjuntos universais X, Y, e Z e 
formem-se os productos cartesianos 

XXY=%1 

YXZ='((.2 

XXZ='lC·5 

Seja dado por outro lado um reticulado {n, ,, ll) 
e sejam ainda: 

J 1 a família das aplicações funcionais de'lf,1 em n 

J, idem de '(�2 em !l 

J 3 idem de clf,3 em n 

Sejam dadas finalmente as relações R A e R 8 cujos 
ca;acterizantes J A e J8 são membros respectivamente 
de J, e J 2• 

Define-se a relação RA,B = RA o R8 pelo conjunto 
contido em·lC, 3 cujo caracterizante J A,B é membro da 
família J3 e cujo valo:- para o par (x, z)e1(-3 genérico, 
é dado pela expressão: 

Tomam-se todos os J A (x, y) ,  cujos pares têem por 
1.0 elemento x e todos os J8 {y, z) cujos pares têem por 
2.0 elemento z formam-se os pares J A (x, y) ,  J8 (y, z) 
que têem o mesmo y, operam-se esses pares com o ope
rador A e depois opera-se com o operador v sobre os 
resultados anteriores. 

Como o producto de duas matrizes é também 
uma composição de relações, a melhor mnemónica para 
realizar esta operação de composição de relações con
siste em: 

-Escrever J A (x,y) na fo�ma matricial (em geral 
será rectangular) 

Car-d (x) = número de linhas 
Card (Y) = número de colunas 

-Escrever J8 (y, z) igualmente na forma matricial 

Card (y) = número de linhas 

Card (z) = número de colunas. 

-Executar a operação usual de producta de ma
trizes onde o operador 

{ v co�responde a + 
6. corresponde a • 

(Soma) 
(P:oduto) 

Por exemplo sejam dados: 

l: 
Card IX!= 2 

onde Card (Y) = 4 
Card (Z) = 3 

JA E J1 família das aplicações de XXY em !l 

> de YXZ em n 

• de XXZ em íZ 

Escrevam-se J A e J 8 sob a forma de matrizaa a 
efectue-se o respectivo producto: 

e onde, por exemplo, a expressão de J AoB {x1 z3) é 
dada: JAoB (x,. z3) =;[t.(JA lx,. y) ,  J8 (y, z,) ]  
ou, representando todas as operações a efectuar, temos: 

J AoB (x,, Z3) = V { t.[J A (x,. y,) ,  J8 (y, z3) ] , 

't.[J A (x,, y,l . JB (y, z,ll ' 

• t.[J A (x, y3), J 8  (y3 z3)] , 

, t.[J A (x, Y.1), J8 (y,, z3)]} 

Como se vê, procede-se como no produto de' ma
trizes onde o símbolo A está pelo produto e v está 
pela soma. 
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Os símbolos A e V podem ser substituídos por 
outros, desde que esses out�os sejam defenidos no con
junto .n; assim, por exemplo, no reticulado de Zadeh 
( [0,1], {I , Y,), A e V serão substituídos po;- � e Y,. e 
a ope�ação V {A [ ] ) pode ser substitufda por 
� ! H Jl. 

É evidente conforme os operadores usados e a 
ordem porque intervêem assim o resultado da compo
sição é diferente. 

Os pares de operadores mais usados são os abaixo 
apresentados e as designações respectivas são as que 
vão indicadas adiante: 

( V, .6.) limite Sup./Jimite lnf. ou Sup./lnf. 

(.6., v ) limite lnf./limite Sup. ou lnf./Sup. 

(Y,, tjl) Max./Min 

( ;, , Y,) Min./Max. 

(Y,. � ) Max./Prod. 

{ i-, ±) Min./Soma 

b) Aplicações particulares da operação da com
posição: 

Se (Card x=Card y) ou (Card y=4ard ;z) então a 
matriz composta (x,z) terá a mesma forma da matr�z 
(y, z) ou da matriz (x, y}. 

Resulta duma das matrizes a composição ser qua
drada. 

o 

(n,n) (n,n) 

(n,n) 

ou o 

(n,n) (n,p) (n,p) 

Se um3 das relações for quadrada e a 'Outra _dege
nerar num vector o resultado será tarnbéril um vector 
do mesmo tipo. 

Como um vector representa o caracterizante de um 
Conjunto Vago. 

Assim uma relação vaga Induz um conjunto vago 
a partir de outro conjunto vago. 

I Conjunto v. I o 

(l,rn) 
A 

Relação 
Vaga 

(rn,p) 
R 

I Conjunto v. l 
(l,p) 

B 

Diz-se então que o conjunto vago A, por meio de 
uma Relação Vaga R, induziu outro conjunto vago 8: 
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A E (1 XY) , B E 1 XZ) e R E (YXZ) 

onde 1 representa o elemento único do conjunto uni
ve;-sa\ X. 

Note-se que o produto cartesiano XXY quando 
C:Jrd X=1· tem por Card (XXY)=Card Y; é pois possí
vel estabelecer uma correspondênc!a ( 1,1) entre os ele
mentos (x, y) de XXY, e os elementos y de Y, de forma 
seguinte: 

V (x, y) :;::: y (X só tem um elemento x) 
y 

c) Família de Sub-reticulados estáveis 

Seja ctado um reticulado m. V, .6.} e seja n um 
I 

subconjunto estável de n, isto é, (n, �, .6.) é um reti-
1 

culado também onde as operações V ,  A gozam das 
mesmas propriedades que gozavam em (n, v, .6.), (no
meadamente são fechadas· e unicas .quando 'aplicadas 
nesse sub-conjunto). O reticulado (n, V, A) é um sub
-conjunto (impróprio) estável dele próprio. 

Vamos designar por F(n) a f.emflia de todos os 
sub-conjuntos estáveis (próprios Ou iinpróprios) de um 
dado- conjunto reticulado (n, V, A). 

Pode então generalizBr-se a �aplicação da operação 
de composição de relações, a relações que não têem 
o mesmo reticulado de refe;ência mas desde que seja 
exigido' -que os reticulados de referência sejam escolhi
dos na mesma família de sub-reticu/ados estáveis. 

É fácil de ver que é cor;ecta a acersão feita lem
b,rúído que os elementos dos sub-conjuntos estáveis sãv 
necessariamente elementos do conjunto n. 

ASsim é possfvel fazer .composições entre conjun
tos vulgares e conjuntos de Zadeh. 

Com efeito: ([0,1], t-.>f} é reticulado de Zadeh; 
'O feticulado de Bool ({0,1}, >f, 'fl) tem todas as pro
priedades do anterior (e mais algumas de que se. não 
tira qualquer pa;-tido), po�tanto é um reticulado e�tável 
do anterior. 

Por exemplo sejam dados: 

O conjunto vago A� X e ([0,1], p, �) 

O conjunto vulgar 8, BE. X X Y e ({0,1}, Y,., � ). 

mas ( {0, 1}, >f, .p ) é um sub-reticulado estável de 
( [0,1], p, � ) e ambos pertencem à família de sub
-reticulados estáveis F( [0, 1], >f, -� ) (reticulado de 
Zadeh). Seja então, por exemplo: 

rA = (x,/0, 1, x,/0,5, x3/0,3] e: 

JB= [ x, Y,:1 

X2 Y1-0 

x3 yi= O 

x, v,=o ]· 
x2 y2=1 
x3 y2=1 



então [ 1Ht-10,1, 1q {0,1,0l.�(0,1,0JJI 1Hf-(0,1.oq (0,1, 1l.�(0,1, 1lll J �'AoB � IH � (0,5, 1). 'i (0,5, 0). ',> (0,5, O}]} I� [ f· (0,5, 0), � (0,5, 1). f· (0,5, 1 )] } _ � 

{H �- {0,3, 1). ;. (0,3, O). 'i' {0,3, O)]} 1\v [ ? {0,3, 0). ;- (0,3, 1).? (0,3, 11]} 

-
lH0.1, o. 01 HO. 0.1. o,1JJ -

[o.: o.1J - 1-(0,5, O, O] 1-[0, 0,5, 0,5] - O,o 0,5 

_H0,3. O, O] 1-[0, 0,3, 0,3] 0,3 0,3 

d) Composição de Relações Vagas e suas princi
pais propriedades 

Recorde�se aindJ que o par de operadores associa

dos ( v , D..) se aplicam em n, n, n, n e n. 

Tem interesse em ve:ificar se as ope;ações sobre 

relações vagas a que se deu o nome de composição 
gozam precisamente das mesmss propriedades das 

composições vulgares de relações vulgares. 

Uma composição vulgar de relações vulgares goza 

das seguintes propriedades. 

I) (RA o RB )-t = RA _, o R8 _, 

III (RA o R8)oRc = RA o IR8 
n 

III) (RA o u P; I 
, = 1 

n 
IV) (R A o n P; � = 1 

onde: 

n 
e V p. c Y '-1 = 11 

n 
= u (RA o pi ) 

i=, 
" 

= n (RA o P; I 
i= 1 

RA!:=.XXY 
R8 5'_ YXZ 
Rc:'.ZXW 

o Rc I 

Conve;tendo estas definições e adaptando a rela-

ções e conjuntos vagos, have;á que definir: 

A família F(n) associada a (n, v ,  .6.); 

As famflias de aplicações funcionais de 

XXY em n E F(!l) --> J, 
1 

YXZ em !J E F(Q) -->J 2 
2 

ZXW em n E F ( n} -->J, 
3 

Y em Q E F(!l) --;.J• 
4 

As relações vagas: A2:_XXY; s.:._ YXZ: cr::_zxw 

têem por caracterizantes respectivamente: 

J A (x, y)EJ, 

J8 (y,z)EJ2 
J c (z,w)EJ, 

�'p. (y) E JK ' 
I' pi; J A , J B , J C E SJ, porque SJ, .ü, SJ, e .U, � H. 

1 2 3 4 

1 2 3 4 
Nestas condições as proposições I), 11), III) e IV) 

podem adaptar-se a conjuntos e relações vagas da for

ma seguinte: 

I) J(A,B )t =J(B1 .A1) 

11) J [(A,B)C] =J[A.CB. C>J 
n 

III) J[ n A. U P ] =.V J IA.P;l 
;j = 1 'i= 1 

n 
IV) J [ " =AJCk.Pi) A. n Pt 

1=1 1=1 

o caracte:-izante de Pi é 1·pi E � � n. 

Há que demonstra� que se verificam ou indicar, pelo 

menos, em que condições são verdadeiras. 

I) J !A,Bl t = JB t o J A t 

J(A,B){x,z) = �[ J A  {x,y} Jl.J B {y,z) J 
mas por definição de relação inversa (veja-se fl será: 

e daí que: 

J (AoB)' (z, x) =J (AoB) lx, z) 

J8t (z, y)=J8{y, z) 

J A t (y, x} =J A (x, y) 

mas, por definição de composição 

Donde finalmente: 

(RAoRB)-1 =Rj31 oRAI 

II) J[<A,B),C l =J [ A,(B ,C)] 

J (A,B) (x, z} = ; [ J A (x, y) à J8 (y, z) J 
J[(A,B),C j (x, -w) = � { ; [ J A (X, y} ,;\ JB (y, z) J; 

Jl.J0 (z,wl } 
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Haverá pois que distribuir o operador 6. em relação 
u V ,  para poder passar à fo:ma: 

� · :,'  j ' [ JA (x, y), J8 (y, z), J c (z, wí .J ] 

para depois se arranjar sob a forma : 

� � � [ J8 (y, z) " J c(z, w)]" JA (x, y) f= J [ · '(x,w) ) A,B,C,J 

Portanto ou o reticulado é distributivo e a associa
bilidade da c

'ómpósiÇão é posSfVel oU n§o é distributivo 
e então, em fi9ôi, 8 ·oPeràçãO d8finida não é uma càm
posição. 

Prefere-se, porém, dize: que se trata de ·uma com
posição não associativa. 

III) J " 
i A, U P. J 
L i=i _I 

Com efeito: 

11 ;] 
v J(A, P·,J = ' V (J A (x, y) " rp. (y)] i = l  i=! "'} I 

os operadores '\' são comutativos e daí que 

IV) 

" 
= V A [JA(x, y) .l l p; (y) ] 

y i=l 

= \"  
y [J A (x, y) J. l.n 

uPi 
i=l 

" 
u P; J (x, y) 
i=l 

(y)] 

Procede-se como 9ffi c). 

Em resumo podà clizãr-se que as comj)osJçoes do 
relações vagas gozam de todas as propriedades das 
compos1çoes de relações vulgares, excepto a as'socia
bilidad'e cjue imPliCa Sei: o ·reticUlado · (n; , ,· 6.) dist:i
butivo. 

Repare-se que o reticulado> de. Bool (que se usa 
em relações vulgareS) é distributivo. 

e) Existência de úma relação neutrà. 

Seja dada ur;na. re,l.aé;,ão. R AS. XXY e F(n) uma fa
mília de reticUi a dos<ãSiá veis asSbbicidO ao reticulado 
(n, .l • .6.) e sejam: 
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H E F (!l) 
�9 
!l E F (!l) 

SZ c= F {!�) 
;.;, 

e J A (x, y) E H e 
xy 

J p (xi I xj ) E n 
XX 

JQ (Y; , Y; ) E !l e 
yy 

Procure-se a forma de 

Rpo RA =RA 

RAó RQ =RA 

(X, y) E X X y 

e {xi , xj } E X x X 

(Y; Y; ) E Y x  Y 

Rp e RQ tal que: 

neutro 'à esquerda 

neut;o à dirGità 

Cou, Os operaaore!> v e .6. podem construir-se du.i� 
Leis de Composição típicas: 

o " [(  
' [ (  

A 
" ( 

Composição do tipó v�i.\ 

).j 
)] = V A 
)] = ).j 

J (A,QJ(x, y) = Y.;  I JA (x, Y ) A J ( ) J Q Y; •.Y 

ou suprmindo os �rmbolos JÁ e ·JQ· ·  

�' j " [!x. y,) A (y,. y< ) ;  (x,y,) A (y2, y < ) ; • • • ] 

= (x, YK I } 
Para que (x, yi ) .6. (yi , y K l -< (x, y K ) e i .:f' k 

basta que (yi , y K ) == O (ínfimo) (Para i ;;f k} 

e p3r.:i que.(x, y K )  .6. (y K , y K ) = (x, Y K ) 

ti�iSüt qJg (y K , y K ) = V ('supremo) 

Em resumo teremos: 

J Q (V; , Y; ) = { Vo 50 i ,:::f= j 
se i = j 

A matriz de J Q toma a forma seguinte: 

v o o 
o v 
o v 



Radocinando dun"t modo idêntico sArá necessário 
ii suficiente aue: 

J Q IY; , yi ) =  { v
o 

se  
se 

i f- j 
i = j  

a a matriz de J Q toma a forma: 

� . .

. L� 
. . ·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

� -11 
v . . . . . . . . . . . . . . . .  o 

_I 

Identicamente pa:a J p . 

Note-se que R Q não se pode compor com Rp err1 
geral. 

Porém, se X:=Y, então teremos: 

Composição do tipo 

J(Q,P) = J(P,Q) = O  

Composição do tipo L\>l v 

V (X; X ; ) E X  

j (Q,Pl = J '  ,Q = V v X ; IX; ) E X  

Porque as composições são de dois tipos, poderá 
simbolizar-se da forma seguinte: 

uu ainda mais pesadamente� 

( V " ) (x, z) A, B 

( " V ') 
A, B 

e 
( '' v ) (x, z} A, B 

Signific3ndo estes símbolos que: 

- RA .S... X x Y  
- R8 :=_ Y x Z  
- O operador é \. [ ( 

ou ,; [ I  
,; I ) l 
" I l l 

- x E X, Y E Y  e z E Z  

e) Da existência de uma relação que Composta com 
ama relcção dada produza a relação R Q ou R p .  

Façamos, por exemplo, para R Q e usando a com
posição ){' . V n  

Seja dada uma relação RA � YXZ e R Q E.. YXY, 
Então a_ relação Rs a enc.ontrar será tal que: 

Ora 

z 

R s .S. Z x Y  
e R A o Ri; = R Q 

y y [ v o o " " " " "] 
y .� . . .  � . . . . . . . . . . . . .  . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  V 

J R Q 

Basta que J R A tenha uma linha sem o elemento V 
para não ser possível formar um V. mesmo que J RS 
fosse todo constituído por V, isto _é, em geral JRS não 
existe. Era fácil de ver que para a outra composição 
{� v ) e para Rp sucedia o mesmo. 

(Continua na Técnica 437 -Junho 1976) 
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