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.RESUMO

Trata-se duma mtroduf;ao a8 Teoria dos Con/untos
Vagos com vista a apl:caboes a Vanos dominios nomea-
damente & Engenharia. -

1.° CAPITULO i T

JUSTIFICACAO DO CONCEITO DE CONJUNTO
VAGO.

Na descricdo do universo real o Homem usa espa-
cos artificiais para neles projectar imagens decse real.
As vantagens deste procedimento sao variadas:

Na imagem foi abstrafdo tudo o que no real
nao é relevante para a resolut;ao do problema
em causa. ool : .

‘Isto* sugmflca ‘que’: f0| usadoum operador-

filt:ante. para pro;ectar o ob]ecto eal: nesse _

espago imagem.

As imagens porque sdo formas «purificadasy -
tém propriedades mals uniformes e su;eltam- '

-se a operagdes formals rigorosas.
O real sé depois de convertido em imagem
tem tratamento formal:

Por outro lado, sucede que.certas conclusdes ex-
traidas de processos e raciocinios formais realizados
sobre imagens, ao serem reconvertidas no. dominio dos
objectos reais ndo se adequam aos factos observados.

Com efeito, as «apurificagoesy e filt-agdes feitas ao
objecto real para criar a imagerri desejada foram leva-
das ao ponto de uma, ou vérias; |nformacoes relevan-
tes.terem sido perdidas no processo B

-Este inconveniente forga“a criagdo ‘de novos: espa-
Gos-imagem ‘gozando de -novas propriedades e-‘onde’'as
imagens ‘nao perderam as tais‘ mformat;oes ‘relevantes
pasa a resolut;ao do-problema. " R

Os conjuntos vagos foram ;desenvol\'li'd'o's' com a
finalidade de“solucionar certas situagdes reais onde os
conjuntos usuais e respectivas teorias se mostravam
inadequados.

(*} ‘A expressdo «conjuntos vagos» corresponde 3s expressdes «Fuzzy Sets» reterida na . literatura inglesa
Flous» referida na literatura francesa. Trata-se de um neologismo. L
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SUMMARY -

An Introduction to the Theory of Fuzzy:Sets, in
view of applications to vanous domains, namely to En-
gineering Science.

Pela apresentacao de . alguns problemas e casos
tfplcos vao llustrar -se as |nsuf|c|enclas da teoria . clas-
sica.. . dos conjuntos e. sumultaneamente justificar-se a
teo:ia dos conjuntos vagos (") :

Exemplo 1:

O «expe:imentado:», engenheiro, flsico, médico,
socidlogo, etc., é o individuo responsével pela sonda-
gem do universo real e pela criagio da «imagem» do
rezl para posteriores mampula(;oes formals '
__F0| um «expenmentador»" Irve

_sfmbolo {a, az, :
|nstrut;ao S|mples, aparentemente, tem a dlflculdade da
deflnu;ao do que se entende por um objecto de cor
verde.

Ve de é toda a radlac,'ao compreendlda entre duas
frequéncias dadas. )

Um objecto é ve:rdo se. GO% da radlac;ao reflectlda
cai na banda do verde?e se for s6 40% ainda se deSIQ_na
de verde? .

Numa légica vulgar a resolugdo deste problema_
envolvia a definicio de um conjunto de propriedades
Py Poeiss Pk eo estabelecimento de um especificador
que permltlrla for mar o conjunto (X ). dos objectos
verdes Assim RS

v — {X, P;l Pzr iy k}
eo conJunto refe,enmal dos objectos do Iaboratérlo era.
dividido em::dois sub- conjuntos os verdes X :

nao verdes X

LR



tagem.de enérgia-hé‘-ja'néla do esbectro considerado ver-
de e fornega uma tabela onde a cada objecto se faz
corresporider essa percentagem de verde dada pelo
aparelho empregado.

O resultado toma a forma seguinte:

{a,/vy, ay/v,, ... )= X,

onde: a; é o simbolo dos " objectos do laboratério; v; é
a percentagem de verde de um objecto (o<vi <1) e X,
serd designado o «conjunto vago» dos objectos existen-
tes no conjunto universal do laboratério - U. Feito agora
o pedido ao experimentador de formar o -conjunto dos
objectos epesados» existentes no mesmo conjunto univer-
sal - U o experimentador ndo terd mais do que munir-se
de um instrumento adequado (balanga) e proceder a
pesagem dos objectos que pertencem a U. O experimen:
tador fo:necerd um conjunto Xe especificado da se-
guinte forma: :

X, = {a,/e,, a,/e,, ...}

onde e, é a percentagem do peso do objecto a;
peso total do conjunto U.

Novameénte, o experimentador hao teve’ que deCIdlr
se um 'objecto se deve corisiderar «pesado» ou «leven,
mas apehas indicai o peso, ‘relegaridb para a teorid ©
tratamento de informacao ¢olhida.

Uma teoria de conjuntos vagos te:d de ser consti-
tuida para resolver problemas tais como

Xo O X,

X Uox,

para o

[
" étc., eic.,..
Neste primeiro &xemplo nao re‘sia ddvida due o
ptoblema & a dificuldade foram transferidos do experi-
m’en’tado para o fokﬁnéils’ta

X (complementar de X )

di-se o nome “de’ «ca cterizante» s corlesponde £y t
dugdao de «membership» da literatura lnglesa e «appar—
tehancey da literatiira francesa. ;
. Ao conjunto de todos os «; dos elemeéntos a / a;
dé-se o nome de caracteristica do conjunto vago.

Exéinhio : 2: :

Um conjumo u de trés caixas (A B e C) com 100:

parafusos cada, é encarado, classncamente, como um_

conjunto de tiés elementos {a, b,c} = U.

Um subconjunto serd, por exemplo, {a, b}, ou seja.'

{1 elemento a, 1 elemento b, 0 elemeénto ¢} e a carac-
teristica do sub-conjunto {a; B} iserd:{1;:1, 0}.

Vejamios agora como descrever:o c'or')junto' usual X,
constituido por 20 parafusos do tipo a, 30 do tipo b e
zero.do tipo c. e

- Este. con]unto nao tem descncao cIassnca no refe-
rencnal U—{a, b, c} porque se consideram a, b e ¢ como
atomicos, isto'é, indivisiveis. i :

O processo” usual de iesolver 6 problema Corisiste
em construir um conjunto U* formado por 300 elemen-

tos, (300 parafusos), susceptiveis estes de se zg:uparem
em 3 classes de equivaléncia a, b, e ¢, com 100 ele-
mentos cada. O conjunto proposto seria descrito como:

oy @yevner Aoge Bye Buseo o ﬁau} =X
ccm a; e a
B, e b

X & u*

Usando o conceito de «conjunto vago» a descri¢aoc
de X tomava a forma

{a/& 2 SR B

100 100 100

ou

{a/0,2,b/0,3,¢c/0} =X
Renarc-se que as fracgdes

20 30
, -, eiC.: -
100 100 :

pocem descreve;-_se'd_o_:ur_n.._modo geral .como
: cérd:[a'}
card {a}

6nde'{a'} é,'neste caso, o conjunto de parafusos da caixa "

A {100 parafusos} e {a’} é um sub-conjunto de a, Tieste’
caso, 20 parafusos. Ora: : '

card {a’) =20

“eard (a)'=100

" Repire-séque. como-{a’) C {a] ‘Se tivéimos:

._c\:al_'d :{a'} < card {a}
é dai due
card {a‘}

<1

card {a}

Esta forma de representar o.conjunto é menos prei T
CIsa (mals vaga) do que a..anterior, porque ndo exige a

_nomeagao, ou |dent|f|ca<;ao, dos. elementos.

.Os:; resultados também sdodiferentes quando se -
opera com  estes conjuntos Com efelto, seja definido
outro conjunto ; g

constituido por 5 elementas de A, 7 elementos de B e 10

elementos de C, isto é:

Y = e fagy Birees Bigs Freerr ¥rof




aq € a
B; € b
Y. € C

A reuniao X U Y se;a:
Z = XUY = {e),-.. @uze Byee-e Byze Yoo oe Vol

Note-se que houve o cuidado de fazer XhY=z’
mas se Y fosse especificado como se segue

LY = Aagie.. age Bygee. s Bags Yeoee Y10}

entao a sua reuniao com X forneceria o seguinte resul-
tado:

L= XU Y= {ageee g Broees Byge Yy -ov Y3
Desta observagao resulta que
XUY £ Xu v

No entanto, se definissernos os «conjuntos vagos»
correspondentes 3 Y e ~=Y’ terfamos em ambos os casos

Y = Y ={a/005, b/0,07, ¢c/0.10)

logo o processo é cego na descrigao atémica dos con-
juntos Y e Y, e dai resulta, antecipando conhecimentos,
(o454:]

XUy =XWuU *Y = {a/0.,2; b/0.3 ; c/0,1)

expressio que mostra uma aproximagao ent;é os con-
jun:os vagos e classicos.

Exemplo 3:

Tem interesso neste exemplo chamar a atengao
pzra o contexto em que é descrito um conjunto vago.
«Um ledo atzcou e mordeu um homemy. Geraimente
admite-se que foi definido previamente um conjunto
universal, assim, neste caso ele poderia ser o seguinte:

a . b ., e
Ceniunto Unive sal U = .
le2o clefante rato

O sub-conjunto vago A de animais de U que atacam
o homem pode ser definido deste modo

A = {a/0,9; b/0,7; ¢/0,01}

O conjunto vago B dos animais que usam morder
para atacar

B = {a/0,8; b/0,01; ¢/0,8}

o conjunto intersec¢do A NB serd dado, antecipando
conhecimentos, por:

AN B ={as08; b/0,01; c/0,01}

o que aponta para o ledao (a) como o animal culpado
do acto.

Exemplo 4:

Ncste exemplo vai chamar-se a atengao para as
rel2gbes enire conjunios.

Seja, por exemplo, o conjunto usual constituido
pelos elementos: cdo (a), pato (b}, foca (c), pombo (d),
e o cojunto de atributos «viver na dgua» (Ag), aviver na
terra» (Te), aviver no ar» (Ar).

Em conjuntos classicos o modo de descrever a
relagdo entre o conjunto {a. b, ¢, d} e o conjunto {Ag,
Te, Ar} é, por exemplo, o seguinte:

Ag Te Ar
a 0 1 0
b 0 1 0
c 1 0 0
d o] 0 1

se atendermos que as focas e os pombos também vi-
vem em terra, e que o cao também pode nadar, e que
o pato nao s6 voa como nada, outra forma de descrever
a relagdao sera a seguinte:

Ag . Te Ar
a 1 1 0
b 1 1 1
c 1 1 0
d o] 1 1

Qualquer das duas formas de descrever a relagao
nao satisfaz o experimentador encarregado da descrigao:

—a primeira é muito rest.icta
—a segunda é muito lata

Mas se aceitarmos que a percentagem do tempo
que, em média, os animais referidos gastam em terra,
na agua, ou no ar, 6 uma resposta ao problema entdo a
descrigao j4 pode ser mais consentadnea com a realidade:

Agd Te Ar
a 0.01 0,99 0,00
b 0,60 0,30 0,10
0,70 | 030 0,00
d 000 | 070 | 030

Este exemplo imostrd como o conjunto vdgo, como
conceito, descreve inelhor o réal, ém certas situagdes,
do que os conjuntos usuaijs. -

Sc se desejar descrever, por exeniplo, um conjunto
A constituido pelos pares::(a; Ag). (b, Ar); (d. Ag) de-
verd usar-se a forma seguinte:

A = { (a, .Ag)/0.01; (b, Ar)/0.,10; (d, Ag)/0.0;
restaites/0,0}
Exemplo-'5:

" Esté exemplo procura chamar a atengio para o

-gaso-do referencial U nao ser discreto.



Seja entdo um registador de som que grava uma
fita magnética. O resultado é obtjdo'quanto ao nivel so-
noyo foi indicado na figura A.

I v LLLSLLLLLL LSS
t - B NIrm‘.'lx.
0 Figura A X

Tomou-se nota do valc_)r maximo (I, 4. ) que é
possivel registar na fita.

Desgravando e tornando a gravar outro registo
sonoro na mesma fita obtém-se a figura B.

: % s

o] i - %
Figura B
Estes dois registos efectuados podem entender-se
como a descrigdo do dois conjuntos vagos A e B defi-
nidos sobre o referencial U.
Podem reunir-se, interceptar-se, complementar-se,
etc.

Exemplo 6:

Até aqui, nos exemplos apresentados os valores
que afectavam os elementos do conjunto referencial U
eram semp:e colhidos no intervalo [0,1].

Aqui, procura-se fugir 2 esta regra porque nao é
forgoso que assim seja.

Vejamos o seguinte problema:

«Falar verdade» se:d simbolizado por a.
«Falar mentira» serd simbolizado por 8.

«Falar parcialmente verdade» sera-simbolizado por y.
Admite-se que a>8>7Y

{a, b, ¢} = U é um conjunto de -trés pessoas que
declararam, cada uma, uma proposigao. ;-

O valor do conjunto-das trés proposigoes é o con-
junto vago X assim descrito: g :

X = {a/a:b/y:c/a}

Outro conjunto de trés proposncoes foi feito e seja ele
representado por Y .

-Y=1{a/B:b/y;c/y}
Entao, por exemplo, a intersecgao sera:

X NY=t{a/B;bly;c/y}

A creditibilidade da conjungdo das proposigoes
(X N Y) é efectivamente mUItO pequena. A né&o ser a que
fata uma vez parcualmente verdade no conjunto (X Ny),

U:=:{a, b, c} caixas de 100 parafusos

IR 1 100
7 00 100 1 100 77100

b e ¢ falam falso e daf a declaragao que a conjungio dos
dois conjuntos de p:oposigoes feitas pelos trés indivi-
duos é apraticamente falsa».

Ja a reunido se apresentaria de outra forma:

XUY ={a/a;b/y;c/a}

Pode estabelecer-se um paralelo. entre estc exemplo
@ a situagao de um exame onde:

Na visdo (X N Y) o que se procura si3o os erros
{falsidades).

Na visdo (XU Y) o que se procura sdo as coisis
certas (verdades).

Os exemplos ap:'esentados mostram que ha vasts: :
copia de situagdes reais onde se afiguram mais ajusta- %
das as imagens projectadas em «conjuntos vagos» do que
em conjuntos vulgares. .

Os exemplos apontam para o seguinte esquema de i
construgao dos «conjuntos vagos»:

1. Um conjunto referencial U (conjunto vulgar);

2. Um outro conjunto ordenado §2 onde se projec-
tam as imagens dos elernentos de U por meio de:

3. Uma injecgdo funcional J, ou seja UJS2 donde
Jx EU) = (a € Q) '

4. Cada conjunto vago é desc:ito por meio de um
J que ihe é préprio. ;

Tem interesse reconhecer U, J, £ nos varros exem-
plos apresentados anteriormente: :

1.o Exemplo

} os objectos do laboratério;

U = {a,, a,...
2= [0,1] percéntagem de radiagao verde;

o conjunto [0,1] é ordenado como se reGuere para Q. -

“Para Xv temos:

v (@)
Vy, = JV (ag)

} espectrografo

Para X, temos:
o, =Jg (a,)
balanga
=J e (ag)
2.° Exemplo

percentagem de parafusos tomados.

Para :-X temos:
02=1J (a)
0,3 =Jdy (b),
0,0=4J, (c)



para Y tcmos: 0,05 = J),(a)
0,07 = J_,. (b)

0,10 = Jy(c)

3.° Exzmplo

U = {a.b.c)
Q= [0,1]

Para A temos: 0.9 = J,(a)
0,7 = J,(b)

0,01 = J, (c)

Para B temos: 0.8 = Jgla)
0.01 = Jlb)

0.01.= Jg(c)

Para A NB temos: 0.8 =Jyqplal
0101 = JAnB (C)

O animal a (ledo) é o que toma maior relevo po;-
que tem a dupls prop:iedade de catacar o homem» e de
«mordery.

4.2 Excmplo

O conjunto universal U é o produto cartesiano de
{a. b, c, d} e {Ag, Te, Ar} ou seja:

(a, Ag). (a, To). (a, Ar)

(b, Ag), (b, Te), (b, Ar)
(c, Ag). (c, Te). (c, Ar)
(d, Ag). (d,Te). (d, Ar)

Assim, Card (U) =4X3 =12

Q= 1[0,1] é o conjunto onde se projectam as
im3agens.

5.° Exemplo

As fungoes
g =14 (x)
Ig=1g {x)

com | €[0.1]. sdo as fungbdes que caracterizam respec-
tivamente os conjuntos A e B.

6.0 Exemplo

O conjunto universal é

U = {a, b, c}
2= (a.B, 7} le> By}
isto 6, 2 é um conjunto ordenado por >, significando
J(M) D J(N)

que M falou mais verdade do que N

E Jx(a) =a Jy(a) =
JiD J b}y =y do= Jylb) =¥
2 JQ(C) =« Jy(c) =v

2.° CAPITULO
CONJUNTOS VAGOS; SUA FORMALIZAGAO
2.1 — INTRODUGAO

Os «¢conjuntos vagos» coenstituem uma extensao ao
conceito de «conjunton.

Ao expor-se a teoria dos «conjuntos vagos» Ssu-
poem-se esclarecidos os seguintes temas:

— A Teoria dos Conjuntos (vulgares), bem como
as teorias e conceitos dela decorrentes;

— Os motivos semanticos que conduziram 3 neces-
sidade de estender o conceito de conjunto
vulgar foram j& expostos no Cap. I;

— A teoria dos conjuntos vagos deve incluir como
caso particular a teoria dos conjuntos vulgares.

2.2 — SIMBOLOGIA

a) Quanto & simbologia oferece-se uma alternativa:

ou os conjuntos vagos véem afectados de um indicativo
os simbolos que os representam, como por exemplo, em
vez de A, B, X teriamos A, B, X para significar que os
conjuntos A, B, X sdo vagos;

ou s@ faz o inverso, os simbolos dos conjuntos que nao
s50 vagos, por se tratarem de conjuntos vulgares, véem
os simbolos respectivos afectados de um indicativo,
como, por exemplo, é B, X.

Porque o conjunto vulgar é um caso particular de
conjunto vago, as exp:ressées e fé:mulas apliciaveis a
conjuntos vagos tembém sao verdadeiras para conjuntos
vulgares, e dai que se uma preposigdo ou frase s6 for
vélida para conjuntos vulgares se anotard esse facto
suklinhzndo com um trago. os simbolos respectivos.

b) Quanto a simtolos usaremos os seguintes:
Simbolos latinos:

Letras mailsculas para representar referénciais
(conjuntos referenciais) e dum modo gera! conjuntos que
podem ser indistintamente vagos ou vulgares;




Letras mindsculas para representar elementos de
conjuntos (os elementos nunca sao sublinhados porque
nao sao conjuntos).

Simbolos gregos:

Letras mailisculas simbolizam referenciais ou con-
juntos vulgares apenas;
Letras minusculas. simbolizam elementos.

Simbolos gdticos:

Segue-se um procedimento idéntico ao dos sim-
bolos gregos.

"Em geral, a diferenca ent:e letras géticas e gregas
estd no seguinte:

Letras gregas se:vem para descrever simbolica-
mente reticulados e seus elementos.

Letras gdticas para representar conjuntos refe;en-
ciais (vulgares) e seus elementos.

Finalmente, usar-se-ao mas raramente os simbolos
colocados inferiormente (~) e (—) para significar ex-
pressamente que certa letra representa um conjunto
vago ou vulgar (como por. exemplo A ou ﬁ).

2.3 — DEFINICAO DE CONJUNTO VAGO

Sejam dados:

— Um conjunto-referencial, nio vazio, 9{.. Este

conjunto é vulgar.

— Um reticulado (vulgar) {2, A,v } onde £ é um
conjunto vulgar com :dois -ou mais elementos e
A, v, sao duas operagdes internas, fechadas,
comutativas, associativas, existindo e sendo
tnicos um supremo e um infimo,-idempotentes
e absorventes. (Veja-se anexo 2).
Podem ainda gozar de mais propriedades no-
meadamente: complementaridade e distributi-
vidade, e ‘aplicarem-se os teoremas de Morgan.

— O conjunto 1" das aplicagbes (funcionais) de
. )

Qhem K, isto é I'=Q 16 . A cada aplicagao

1" 1" , dé-se o nome de «caracterizante» ou

«fungdo de aparentamento» -ou ainda «fungdo de
pertencay. '

— Define-se «Sub-conjunto Vago» A do referencial
Q6. ao grafo Ty duma aplicagao funcional de

U em 2.

Assim teremos:
TaeTe também T, & WXL e seq=Tyly,)

Ui € CL& .
onde: ) '

ei e {1,
ociEﬂ

o Card U6}

NOTA: em francés;d_iz_-sef«appa'rtenance» e na literatura !nglesé :c'u‘ném'

NOTA: Para redualr -a. ex:ensao da expressao «Sub conJunto"Vagox

se tal ndo lntroduzir ambiguidade

entao:
Up =[ugdag) upfays .ooni. ]

N serd o caracterizante do conjunto vago A.

A fungdo semdntica do caracterizante é ‘fazer cor-"-

responder a cada elemento y; €QQum (e sé um) ele-:'_'
mento ¢; € 2. -
Deste modo toda a informagao a respeito de’ A i
estd contida em T,, e dai a designagdo de caracterl-_" "
zante. R
O modo de escrever frases com os simbolos ope-

ratérios definidos no reticulado 2 é do conhecimentd o

e ambito da Teoria de conjuntos e & recordado no"
Anexo 2. S

Aqui limita-se a uma apresentagio de algumas ox-
pressoes, a titulo de exemplo:
v (e, B) também se escreve « v 3 &
vi{a, {8 v 7)) também se escreve y (a, B.a) ou av BV zx"_ .

Quanto ao simbolo A procede-se dum método
idéntico. .

As propriedades das operagées v, A bem como
doutras ¢ ou 4 encontram-se revistas no referido
Anexo 2. '

2.4 — DEFINICAO DE ALGUNS SiMBOLOS
Pertencer ()

So for A um sub-conjunto de ‘}{ e rpo respectivo
caracterizantc e se u; for um elemento de U entao:

u EAseesbdse T'y(u;)+0, caso contrdrio u
nao pe:rtence a A e escrever-se-a u; ¢ A.

Estar Contido (€) ou (Z)
VSejam dados dois sub-conjuntos A e B deq(,; o

sub-conjunto A estd contido no sub-conjunto B e escre-
ve-se ACB se:

Vi, €qt : [7y(u)vrg (u ) =1g (u )] A
ALTy (u)argly )= I‘A(u. )]-::-."

Uma forma mais fraca poderd ser:, defmlda e sim-
bolizada por A € B quando fo:: :

Vo eae : [IA(u)wB('

:diz-se~ «Conjunto - Vago» ou «C. Vago» ou até eConjunto




Iy lu; )= 1g (ug )
Conjunto Vazio (gj )

O conjunto definido como segue:

V"i € UW: I'(uy; ) =0, onde O é elemento infimo de &,

diz-se conjunto vazio e simboliza-se por J. .
Unido (U)
O conjunto C=A U B define-se como segue:
Fe=laug="%a "B
cnde: A, B, C C (-
I'n» Fgelc Os respectivos caracterizantes.
Intersecgdo ( N)
Dum modo idéntico:

C=ANB se 'c=lanpp=Ta 4 Ip

2.5 — PROPRIEDADES DAS OPERACE)ES Ue N
As principsis propriedades sao:
a) Fechadas e unicidade.

AUB = CE44,
VaeBce: .

ANB = DEA
Z e D sao unicos.

b) Comutativas:

AUB = BUA

Ae BC \( serd
=k { ANB =BNA

c) Associativas:

AU(BUC) = (AUB)UC
Va.BecCc sera o

'AN(BNC) = (ANB)NC

d) Operagdes com os conjuntos‘if-e &:

QLA = A y '
. C
{‘L@UA:Q@} - TAZAG
PNA=g y
[l
{ PUA = A } AZ

e) Idempoté ncia:

AUA = A
Vacqp :{ '

ANA=A

f) Absorventes:

AN (AUB) = A

Vaescqp; { AU (ANB) = A

As propriedades a) a f) dos operadores U e N re-
sultam directamente das propriedades correspondentes
de I‘Re I'g € @ reticulado onde as operagdes intemas
v e A nele definidas téem propriedades equivalentes:

v e A sao operagdes fechadas, lnicas, comutati-
vas, associativas, os elementos O e V existem e sao
unicos e tém propriedades correspondentes a & e U6,
idempoténcia e absorventes.

g) Distributividade:

" Se -0 reticulado (R, v ,A) for distributivo, pode
ainda ser: -

AU(BNC) = (AUB) N (AUC)

VaBeccdp: { AN(BUC) =(ANB) U (ANC)

Resulta directamente da distributividade do reticulado.

h) Complementariedade:

Se o reticulado (f, v ,A) for complementariza'do,

pode - fazer-se Va C < -corresponder a um.outro con-
junto B €9, tal ‘que:

(AUB _‘l&) A (ANB =g)

e B é unico e represnta-se por A. Com efeito: Sel'p=a

e 'g=a layp =Tavlg=ava=V=T,

]‘(A{IB) = I‘A a T'B = A =0= 'y

Donde AUB = q(, onde B'=A
ANB= g
Porque {&) = « k733

wl
>

26— CONJUNTOS -'\’/UL'G'A'R'ES s i

Convém provar’ que é ‘possivel’ deflmr um conjunto :
vuigar usando o formalismo dos c. vagos. P

"'Seja dado’ o réticulado de Bool (ver anexo 2)

({0,1},%, ¢) o conjunto de Bool sé tem dois elementos -

Oe 1 ousejaOeV.

Os operadores 4 ¢ téem as propriedades usuais
deste tipo de reticulados; nomeadamente:

¥0,0) =0 % 10,0) =0
¥(0,1) =1 4(01)=0
v(1,0) =1 e A (1,00=0

s ) =1 p 1) =1

o reticulado de Bool é complementado e {




e distributivo, por exemplo:

OV(1IAO)=(OV1)A{OVO)=1A0=0

Qualquer conjunto vulgar A S0 tem por caracteri-

zante T, que toma valores em {O 1} e é usual fazer a
seguinte correspondéncia: Se

{(xeA)e——>1A (x) =1
(x¢A) &> T, (x) =0
0ra esta regra é a usada para construir a gindicatrizs dum
conjunto vulgar ACq(,.
* O caracterizante dum conjunto A que usa o reti-

culado' de Bool é aflnal a indicatriz do conjunto -A
vulgar. i

cular dos conjuntos vagos.:: -

2,7 —RETICULADOS ZADEH

Os conjuntos vagos podem ser descritos em varia-
dos reticulados mas o reticulado onde 2 = [0.1] e os
operadores sao ¢ e $ (maximo de... e minimo de...)
é tao fundamental na teoria dos conjuntos vagos que
convém reproduzir os principais resultados.

Reticulado de Zadeh ([0.1]. ¥.
dades descritas no anexo 2, e que se recapitulam:

— Operagoes sao fechadas e Unicas;
— Comutativas;
— Associativas; _ :
— 0 supremo 67176 o finfimo 6.0
—_ ldempofénte; . . . .

— Absorvente;

— Pseudo complementado.

Os conjuntos vagos- do referencial Q{, construidos
com um reticulado de Zadeh como conjunto onde os
caracterizantes tomam valores, gozam das seguintes pro-
priedades:

Se A, B e CC qQf, entdo, os operadores N e U téem
3s segumtes p.oprledades

1) ANB=Ccqg fechada

'A'UB=C’ €96 C e C' sdo tnlcos.

2) ANB=BNA Comutatividade
AUB=BUA

3) ANBNCI=(ANBINC  Associatvidade
AU(B.U C)=(AUB)U C

4) AUA=A . Idempotércia

Assim os conjuntos vulgares sdo. um_caso partl-'

%) tem as proprie-'

5) Operagdes com & e 94:
g U A=A A6 U A= Q0
2 NA=g Qe N A=A

6) Destributividade

AU(BNC)=(AUB) N (AUC)
{ AN(B U C)=(ANB) U (AN C)

Convém mostrar que assim 6,

: (BnC)"‘ B ? ‘c ° ‘AU(BnC) Fat (g 4 1)

YauB) = ‘A 4 TB

fauo) = Ta ¥ Tc

m'a"s:-'. . ¢ .(I"II‘B‘J»ia'I‘(':) e ("'A Y rg) b (I'A L)
7) Pseudo-Complementado
(A)=A Tz =1-T, donde TEy=1—{1=1y) = 1,

8) Teoremas de Morgan

também & facil de verificar que estes teoremas se
aplicam. SR e e

Tem interesse ainda apresenta: dois operadores
(*¥) e (=), soma disjuntiva e producto que téem apli-

o cac,‘ao frequente nestes conjuntos vagos que empregam
S '-j;_na sua deflnl t;ao 0 conjunto reticulado de Zadeh.

Sl AER LRI i R T -
_’A_.B.% 1A-_JB_.T‘A.+ Tg IA. g

onde + & o simbolo de soma vulgar, e * & o simbolo
do producto vulgar.
AxB3 T, - Yg=T, . Tglproducto vulgar)

é facil de ver que;
sdao operagoes fechadas e unicas.

AXB=B=*A
A=B=B=A

{ — Comutativas’

AX(BxC)= (A"‘B)"‘C

A={B+C)=(A+B) <C '{..—fAssoc tiva:

A+ =

@ isto &, @ é absorve

AL = U
A=RL= A
a):A involugdo.
ATB=A-B .Teorema_ de




£.° CAPITULO

DESENVOLVIMENTO DA TEORIA DOS SUB-CON-
JUNTOS VAGOS

3.1 — CONCEITO DE DISTANCIA ENTRE CONJUNTOS

a) seja dado um referencial qf,, umreticulado (5.3, 4),
o conjunto das aplicagdes funcionais de 9 em

Q l‘—ncm’ e dois conjuntos vagos A e BC‘lf cujos ca-

racterizantes sdo T, e Tg Eﬂ‘u’
Para definir uma distancia D entre A e B 6 neces-
sario que D satisfaga aos seguintes requisitos:

D(r,, rg) e RY
1) D(r,. rg)>0
2) D(T,, Tg)=D(Tg, T4)

3} Dlry., 1TRI=0&EDT,=

b) Distdncia normalizada a 1 -

E possivel a partir dé D'définir uma’ outra distdncia
d normalizada a 1. o RPN

Para tanto defina-se D da forma seguinte: i

D =Max. D( Ty ) , Tg0)
- x e

ent&o:

DI Ty, Tg)
e

di{ Ty . T

c) Distncia normalizada a 1-numa classe de con-
juntos

Seja dada a classe C de cb'nf'u'nt:os'

c= {Al' A, ... Anj}, i Al E U .5

Seja D= Max. (A ,A;)

- x €96
e §= Mz’-)x'_lfoii
- 5
entao
_ S'.D..(..FA'.TB)
5 (Ta - Tgl= - 5

d) Forma genérica de definir uma disténcia

Seja Alx) uma disténcia_ eventualmente normali-
zada a 1 e definida em relagao a T, (x) e I'g (x) .isto &
LT lx) )

Alx)=A( T, (x) x €95 .

App= ara Card 90 finito
'AB Card .‘w EA(X) P 6

x e

E facil de ver que sa A (x) for uma distdncia nor
malizada a 1, Appg serd igualmente uma distdncia nor-
malizada a 1. ‘

Se Card ‘(;for continuo pode igualmente definir-gse
uma distdncia porém néo normal:zével da forma se-

guinte:
Asg = j A (x) . dx

x €4
Identicamente para Card Q{, = o, pode definir-se

VA X

x €
e) Distdncia entre familias de Conjuntos Vagos

Seja Uf, uma familia de ¢ (flmto) conjuntos f[&
A cada conjunto Q(, , corresponderd o seu retlculado
(0 v, A), em geral dlstlnto, .8 respectivo conjunto de

apllcacoes funcmnals : }‘ = n ‘If«

- Defiha-’s’e ‘em ’cada"[(‘,i uma dist_éncia eventual-
mente normalizada a 1, A

. Sejam A e BE 9(, duas-familias de conjuntos onde:
vi A; E‘lci e vi Bi E‘U’;i

a8 = A (A, A,..

},{B;By...} =
3 . .
-*——%‘A A; B; 0=Card_.‘1£,._

Se e for lnflmto, ou ‘l_(’, um: cont!nuo, poderé de-
finir-se respectlvamente :

rAAB (x)dxe ?AAB

f) Alguns e}céihplbé ‘de ‘distancias

Distdncia de Hamming, aplica-se a um reticulado Ly

de Zadeh = ([0,1]1,¢ 4 ).

A (x)=| vy (x) é_l‘g (X).
Y Aax)
o A=k €U
_ AB T T Card QW

normalizadas pela expressao:




EA(x)
- xelk

L i n = Card 16
e no caso de -f, ser continuo se:ra:

AAB=fA(X)odx

x 96

que nao é uma distancia normalizada.

Distancia quadrética Admlte-se que o reticulado é de Zade
: g definir-se . Indlces semelhantes lmaglnados pa ra outros

Igualmente definida no. reticulado de Zadeh reticulados.
= / T e 3.4} Décorﬁpo#iq;é'o e recompbsica'o
D(AB) \ (‘"A"‘i""s(xi)) ‘ B
'ﬁ[ Decompos:;:ao de um conjunto vago :
D(A, B) "Seja dado um conjunto vago A, cu;o caracterlzante
e =
alAB) v n : 6 1y (x) 0 Wb, xE906 e Cardqp, =n (flnlto) .Seja,
dum--modo geral, A, o conjunto vulgar de mvel o
no ‘conﬁnﬁo o : 8o =T, (x; ) com x; E u, . Os. conjuntos vulgares
' de niveis a,. a, ..., @, representam’ a decomposu;ao
5 : ' do conjunto vago A nomeadamente’ Aa v Aa,,. :
D (A B)'- : : S
\/f( xj) —Fgix; ) ) dx A operagao inversa’ deS|gna-se
x E‘lf: TH _ composigéo. :

: . L Pa-a o efelto fat;f_-se :
E facil de provar, aplicacéo dirécté, qu'é todas as -dis-
tdncias apresentadas: satisfazemas’ condlc;oess-que per- L
mitem declara-las como tal .

2V, eqb .

3.2) Conjuntos vdlgéfes 'd»_e",niyé‘l_a'

'nge"lf}'

. Na verdade, para a0 IA “tem’ pelo menos um

Este conceito apllca -se’.a’ Con]untos Vagos ‘cujo
reticulado 6 0" de Zadeh. Sendo  dado um’ conjunto vago
A, define-se conjunto vulgar de nivel «, e simboliza:se
A, 0 conjunto cujos elementos x < U satisfazem a elem nto igual a 1, pois trata-se de um conjunto vulgar

- obtido de A e de nivel a.
seguinte regra: _

xXEA,se I'y (x)>ee [0,1]. 3.5) Conjuntos vagos potentes (ou ‘'das ba'r"ies')'_.-'
ou langando mao de _ind';g_atriz gIe_Aa _sgr_é _ ' Sejam os conjuntos

referenctal % '

a edistancia» do conluntq,t,"pg
proxrmo

finigoes: i'_e.agi._a"t_]‘e_sv em "chc’. Seja entdo dado o reticulado (2, v, A)

10




e os conjuntos vagos C, A, B, D €¢((ou C, A, B,D ealb).

Ora o reticulado (2, v ,A) permitiu introduzir as
ope:agdes U e N (e eventualmente—) de forma que:
AUB=C

onde C e DC ¢(,
AN B=D

entao; duas opera¢6es internas foram definidas em sz‘u‘
01l .n u)

e se A, B, forem elementos de £ 6 , entdao te;emos:

AuB=ceglt
= U
AUB=DEQ

é facil de ver que essas operagdes U e N sio:
Fechadas e unicas.
Associativas;
Comutativas;
Idempotentes;

etc, etc.

Pode dizer-se que as operagdes v e A definidas

[4
em £ induziram as ocwratées U e N em Rlc‘

4.° CAPITULO
RELACOES VAGAS

4.1 — INTRODUGAO

As relagdes usuais entre dois conjuntos referenciais
dadosq(,, e “lf,. definem-se por meio dum conjunto
REQ6,X%2. A extensdo deste -conceito a Relagées
Vagas é imediato e basta definir um reticulado (2,v, A)
e aplicar (funcionalmente) o conjunto (=103 X0, em
Q2. Se simbolizarmos por J o conjunto de todas as apli-
cagdes (funcionais) de<l$, em 2, uma dada relagido vaga
RA serd descrita como um conjunto vago de 9¢ cujo
caracteritante é J5 {u) onde

u €9 '
Ja (ulEQ

o 'conjunto vago A serd designado como o grafo da
relagdo vaga Ry .

A simbologia que serd adoptada é a seguinte:
J — Simbolo geral -dos caracterizantes dos grafos
das Relagoes;

R.— Simbolo das relagoes:

A,B ... P, Q etc. — simbolos que especificam a rela-
¢ao ou o caracterizante, e simultaneamente é simbolo do
grafo da relagao. -

A generalizagdo deste conceito a productos carte-
sianos de mais de dois conjuntos é imidiata, basta para
efeito definir

n
W= > Yy
i=1

e J serd o conjunto {ou familia) de todas as aplicagoes
deq(l em £ sendo € um reticulado.

4.2 — DEFINICOES DE TERMOS RELACIONADOS com
AS RELAGCOES VAGAS.

a) 1.* Projeccdo duma relagdo J 5 (x, y) com x € ;.
yE1h, e J,EJ onde Jé a familia das aplicagdes de
U, xl6, em 2 e & 6 um reticulado (2. v.A).

g (x)=;JA(x. y)

significando - v a apllcat;ao da- ope a(;éo v.. defenida no

y o
reticulado, e estendlda a todos JA(x, y) para um dado
X, isto 6, estendida a todos os pares que de comum
tenham o mesmo Xx.

b) 2.* Projeccdo duma relagdo J p (x, y).

Nas condigoes referidas em a) serd dada por:

J‘}\ {y) = ZJA (x.v)
c) 2.* Projecgdo da 1.* projecgéo
S‘eré',j- identicamente . definida: como _séndd:

J'}E =vv Jy {xv)
X .

v
¥y
d) 7.* Projeccdo da 2.* projeccdo

Serd definida de forma semelhante:

Porque as operagdes v sao comutativas, sera:
21 — 12
Ja =X

e) Suporte de uma Relagdo Vaga Ry

E o conjunto vulgar A cujo caracterizante

Jp=15s6J,>0
Jy=0 se .Jy =0

f) Relacdo Inversa

Sejam dados: dois conjuntos unlversals X_‘ ¥
formam-se os productos cartesianos:

Q=Y x X
W =xXxY



e dois sub-conjuntos vagos, A S Qbe BE%“", cujos
caracterizantes respectivos sao:

Ja (xyy) EQ xE X
vyey

Jp (v.x) €' .
RB & a relacdo inversa de R, se Jgly, x)=J, (x,y),

xe X . 1 S .
ara simboliza-se R por Ry .
= ly vey BPOT A

E facil de verificar que a matriz [Jg ]=[JA]t e
pode simbolizar-se_ este facto escrevendo B=Atporque

ot el b= [y 1= [d,]

em - virtude da dupla transposi¢gao das matrizes. Repro-
duzir a matriz de partida, sera (RXI)““’ =R, , isto 6, a
inversao goza de propriedade de involugédo.

Para tornar a simbologia mais leve faremos a se-
guinte correspondéncia de simbolos.

te s t
[JA] JA
assim:

Aty

Co Al

g) Introdq.géo-d'bs s'inibélo.s.-'{ cu n

Uma vez feito o paralelo:
o conceito dos conjunitos: vagos: todo
céveis a estes, entendem-se mutati _
O objectivo - aqui & ‘apenas’’recordar:
mulas: )

— Continéncia (< }:

n u €16
Seja Q= i>=<1cl&i e { AeB CAp

ACB separa Yu €9 for:

R CRUN O RN ] [ PRI ESAY

Se: A=()A;:

i=1

“77) Conjuntos:vulgares d

-'-_igualmente aos conjunto:

._—_-_Ct__)’mhlémgnibéé‘c.

complementado entéo

Se o reticulado’ ;
lementar: dum *conjunto

pode definiz-se - conjunto’ co
vago AC ‘(, e sera . um;conju
priedades seguintes::

Donde:

Se um reticulado for_cdmp'léijhe.i_\.t'a_dd.pode definir-
‘se soma disjuntiva: A+B=(ANB)U{AUB).

h) Introdugdo dos simboldé_' operat rio§ D,Oe—

nos conjuntos vagos cujos reticulados ‘forem os de

Zadeh ([0.1]. ¥.$) e conceito de conjunto.vulgar de
nivel e,

— Soma de conjuntos ® (disjuntiva)’
Seja: A=DIA ] com Acit e i=(1...p)

entao Au)==F=]) ieed ]
1

u) =J
Ia ( Al Ap

D

E o conjunto. vulgarf_ass

O que se disse 50




Vagas, usando como ja se fez na definigdo de conjunto
vulgar de nivel «.

4.3 — COMPOSICAO DE RELAGOES
a) Introdugio

Esta operagao entre relagées vulgares é extrema-
mente importante e por isso convém definic uma ope-
ragdo correspondente para conjuntos vagos.

Assim se X R , Y relaciona X com Y e Y R g Z rela-
ciona Y com Z, qual se:d a relagio X R¥Z onde
R* ,(RA e Rg)?

S6 devera depender de R 4 e de Rp.

A composigdo simboliza-se por (o), assim R*=
=R p0 Rp: em vez de R* pode usar-se o simbolo RA,B

e seld Ry g =R oRp
Definigao formal da composigao:

Sejam dados os conjuntos universais X, Y e Z e
formem-se os productos cartesianos

XXY=90,
YXZ=40,
XXZ=4(4

Seja dado por outro lado um reticulado (2, v, A)
e sejam ainda:

J. a familia das aplicagdes funcionais deq(,, em
J. idem deq0b, em
J; idem de Qf,; em

Sejam dadas finalmente as relagdes R, eRp cujos

ca:acterizantes J 5 e JB sd@o membros respectivamente
de J, e Jo,-

Define-se a relagao RAB =Rpo RBpeIo conjunto
Al
contido em-(,; cujo caracterizante Jo g € membro da

~ familia J; e cujo valor para o par (x, z)&1(,; genérico,
é dado pela expressao:

JA.B(X' Z]=§ [A(JA {x. V)- JB ('yr z}}11

Tomam-se todos os JA (x, Y), cujos pares téem por
1.° elemento x e todos os Jp (Y, z) cujos pares téem por
2.2 elemento z formam-se os pares J, (x,¥). Jg (¥ 2)
que téem o mesmo Yy, operam-se €sses pares com o ope-
rador A e depois opera-se com o operador y sobre os
resultados anteriores.

Como o producto de duas matrizes é também
uma composicdo de relagoes, a melhor mnemdnica para
realizar esta operagao de composi¢cdao de relagdes con-
siste em:

—Escrever J, (x,y) na forma matricial (em geral
serd rectangular)

Card (x) = namero de linhas

Card (YY) = nimero de colunas

~— Escrever Jg (Y, 2) igualmente na forma matricial

Card (Y) = nimero de linhas

Card (z) = nimero de colunas.

~—- Executar a operagao usual de producte de ma-
trizes onde o operador

vy corresponde a -+ (Soma)
A corresponde a - (Produto)

Por exemplo sejam dados:

X Card (X) =2
Y onde ( Card (Y) =4
| Z Card (2) =3

JA € J, familia das aplica(;ée_s de XXY em Q

JpeE J, » » de YXZ em @

JAoBESJa » » de XXZ em

Escrevam-se J, e Jp sob a forma de matrizes &
efectue-se o respectivo producto:

[JA {3, vq) I (% ved Iy (X3 ¥, Jg (% v,)
JA (xg Vl) JA (xg Vg) JA (xg y;;] JA (xz y{)

= Jg Uy, 2)) Jg vy, ) Jg {y, z5)
Jg {y.2y) Jp {¥:2,] g (ya 2,)
Jp vz 7} Jg vy 2] Jg vy, 25)
. JB {y, z,) JB ly, %) ‘JB {vs z,)

o X1 Z) om0 Z,) JpoB (%, 2,) :‘

| Jaoe X271} Jaop X2 2o} Jpop (X2 Z3)

e onde, por exemplo, a expressao de JAoB(xlz3) é
dada: Ja.p (%, zs)=§[A(JA {x1. ¥), ‘JB (v, z)]

ou, representando todas as operagoes a efectuar, temos: : - -

JAOB (xyr 25) = V{ A[JA (X1:Y1)' JB (Y4 Za)] ,
.A[JA (x;, Y2): JB (Y2 23)] B
AL (% Ya) Jp (Y3 Z3)]

’ A[JA (X1 y‘;)' JB (Yy 23)]} i

Como se vé, procede-se como no produto de:ma-:

trizes onde o simbolo A estd pelo produto ‘ostd
pela soma.




o 'uma Relagdo Vaga R, induziu outro conjunto vago B:

Os simbolos A e VY podem ser substituidos por
outros, desde que esses outros sejam defenidos no con-
junto Q; assim, por exemplo, no reticulado de Zadeh
([0.11.4 . ¢¥). A e V serao substitufdos por 9 e ¢ e
a operagdo V (A [ 1) pode ser substituida por
N DR

E evidente conforme os operadores usados e a
ordem porque intervéem assim o resultado da compo-
sigao é diferente.

Os pares de operadores mais usados sido os abaixo
apresentados e as designagbées respectivas sao as que
vao indicadas adiante:

{ V.,4A) limite Sup./limite Inf. ou Sup./Inf.
(A, V) limite Inf./limite Sup. ou Inf./Sup.
(¢, 7) Max./Min

(4,¢¥) Min./Max.

(¢, ~) Max./Prod.

{ #. %) Min./Soma

b) Aplicagées particulares da operagdo da com-
posigao:

Se (Card x=Card y) “ou (Cardy Qard z) entao a"

matriz composta - (x,2) teré a mesm
(v.z) ou da matriz (x,y)."
Resulta duma das matnzes -a:composi¢ao ser-qu
drada. i

(n,n)

(n,n)

ou o

(u,n) (n,p):

Se uma das relagdes for éwédrad_a_
nerar num vector o resultado seré
do mesmo tipo.

Como um vector rep.esenta 6.c
Conjunto V ago.

Assim uma relagao vaga fnduz_u'

conjunto’ vago
a partir de outro conjunto vago.

| Conjunto V, o J:|i=""|-Conjunto V. |
——(—)— Relagdio’™ |- —-"—(—-w)——
I,m Lp
A Vaga |- - B
(m,p)
R

Diz-se entio que o conjunto vago A, por meio de

AE(1XY) ,-'B'e' 1X2) 8 R (YX2)

onde 1 representa [¢] elemento tnico do conjunto uni-
versal X. i ;

Note-se que o produto cartesnano XXY quando
Card X=1. tem por Card (XXY)—Card Y: é pois possi-
vcl estabelecer uma correspondenCIa (1.1) entre os ele-
mentos (x, y) de XXY, e os elementos y de Y, de forma
seguintc:

¥ xy =y (X sé ':'t'_t.a._ﬁ{-.:'um _élemento x)

y

c) Familia de Sub-reticulados estéveis

Seja dado um reticulado (2, V.’ 'A_')' ‘e seja @ um

subconjunto estivel de L, isto &, (2,:V A) 'é'um reti-
J‘ .

culado também onde as operagdes V. A ‘gozam das
mesmas propriedades que gozavam em (9,,7, A), (no-
meadamente séo fechadas e unicas ‘quando - aplicadas
nesse sub-conjunto). O reticulado (%, V, A) é.um sub-
-conjunto (lmpréprlo) estével dele p.épno

€05 ¢ élé'rh'éntos dos sub-conjuntos estaveis sao
necessarlamente “‘elementos do conjunto .

sim’ & possivel fazer .composigdes entre conjun-
os! vulgares o conjuntos de Zadeh.

bm efeito: ([0.,1], 4.4} é reticulado de Zadeh;
_tlcu!ado de Bool ({0,1}, ¢, 4 ) tem todas as pro-

._prle:’fade’s"do’ ‘anterior (e mais algumas de que se nao
‘tira'qualquer pa:-tido), po:tanto é um reticulado estével
_ -'do ‘anterior.

-Por exemplo sejam dados:

O conjunto vago AS X e ([0,1], .¢," 4

O conjunto vulgar B, BE. X X Y"'e' ({0,1}1/1',1 )

) 6 um sub retlculado estével de
mllla de sub-

mas ({0}, ¢, ¢
({011, ¢, 4 ) e ambos pertence
-reticulados estaveis F([0,1]1:y;
Zadeh). Seja entdo, por exempl




entao [ {¢[ % (0.1,1).4 (0,1, 0), 4 (0,1, 0)]}

{y[4(0,5,1).% (0,5, 0),% (0,5, 0)1}
| (#[41(0.3.1),% (0,3,0), 4 (0.3, 0)1}

TaoB =

[ ¢[0.1, 0, 0] v[0, 0,1, 0,17
=| ¢[0.5, 0, 0] [0, 0,5, 0,5] |=
| ¥[0,3. 0. 0] [0, 0,3, 0,3]

d) Composicdo de Relagées Vagas e suas princi-
pais propriedades

Tem interesse em ve:ificar se as operagdes sobre
relagoes vagas a que se deu o nome de composi¢io
gozam precisamente das mesmas propriedades das
composicoes vulgares -de relagées vulgares.

Uma composigdo vulgar de relagbes vulgares goza
das seguintes propriedades.

o Rg ) = Ry 0 R

D (Rp
1) (Ry o RgloRs = R, o (Rg o Rg)
n n
i (Rp OUPi)T—U(RAoPi)
§=1 i=1
n n
v} (RAonPi)=n(RAoPi)
=1 i=1
onde:
Rp EXXY
Rg £ YXZ
n Rc EZXW
e VPi_C_Y

=1

Convertendo estas definigoes e adaptando a rela-
¢oes e conjuntos vagos, haverd que definir:

A familia F(2) associada a {2, V. A);
As famfilias de aplicagdes funcionais de

XXY em @ € F(Q) = J,
: 1

YXZ em @ € F(2) —>J,
2

ZXW em Q € F(Q) 2> J,
3

Y em Q@ € F(Q) >J*
a4

As relagdes vagas: AC XXY; BE YXZ; CEZXW
téem por caracterizantes respectivamente:

Ja (X, VIET,
JB (v. 2)E]J,
JolzwlE],
rp, (V) € Jy

Ja g Jo E R, porque 2, 2, 2, e E
1 2 3 4

I‘Pi H

(¢[ % (0,1.0). 4 (0,1,1), 4 (0,1, NI}~
{ #[%(05.0),4 (05,1), (05, 1)1}
i (¢[5(0.3,0)% (0,3,1).% (0,3, 1)1}

0.1 0.1
0.5 0,5
0.3 0,3

Recorde-se ainda que o par de operadores associa-
dos (Y, A) se aplicam em £, 2, 2, Q e Q.
: 12 3 4
Nestas condigdes as proposigcdes 1), i), [ll) e IV)
podem adaptar-se a conjuntos e relagdes vagas da for-
ma seguinte: )

D Ja.p) @tah -

M Jlamcl=daz. ol

n
oy be 1=VJdarp
=1 i=1

n
=AJ(A.P;})
i=1 '

gc Qo

0 caracterizante de Pi é l‘pi (= H

Ha que demonstra: que se verificam ou indicar, pelo
menos, em que condigoes sdo verdadeiras.

I)

J(A,B)(x'z) = ;7[ JA (x. y) AJB(Y,Z' ]

mas por definicdo de relagdo inversa (veja-se f} sera:

J(A,B)t =JBt OJAt

Jiaopyt (2. X)=J (5 0py X, 2)
Jgt (2, y)=Jgly, 2)
JAt (Y; x)=JA (X, y)

e dai que:
Japt (@ xI= ;\['JAI: (v, x) adgt tz. ) ]
mas, por definicio de composicio
= 3 [JBt {z. y) AJAt(VrX]] = Jgt,at
Donde finalmente:
(RyoRp) ! =RZ! oRy!
II) Yam.c] = [ac0]

Yam a) =3[ Jaeviaty 2]

J[(A,B),CJ (x, w) = Z { ;[J A {x. V) A JB ‘V:'.Z

Al (2 w)}




Haverd pois que distribuir o opérador A em relagao e Jalx.v)E2 e IxyleXxyY
2 V. para poder passar a forma: xy
. . . Jplx;, x; ) e 2 e (x,x.}E XxX
.9 d s [ dptxy) g2l sglzwi] ) . CORTRTE  H

para depois se arranjar sob a forma : JQ (_Vi_{-yj e 2. e ’_.'(Vi'yi') E YxY

yy

{ [ Jpiy.zhad (Z.‘Wl]‘l Ja e ‘I) }Z J[A Bc JwW) E ' i"._lj.;'):t:qt'é_-_._s..e-fa' forma de RP.'.'?_._RQ. tal que:

Portanto ou o retlculado & distributivo e a asscoia* e " Rpo R, =R, ‘neutro s’ esquerda
bilidade da composucao 'y possive[ ou nao é dlstrlbutlvo LR e T
e entdo, em rigor, @ opera(;ao deﬂmda nao 6 uma com- . : 'RA(S R'Q =R, néutio é dlrelta
pos,¢ao . RE . S .
Prefere-se, porém, dlze' que se trata de uma com- _.Cor, os operadores v e A podem construur-se dua.
pcsicdo ndo associativa. Leis de Composucao tipicas:
III) J!_A, ]b Pi] =z ii[ J(A,Pi) v [t })aAaf )J :

RN
Com efeito: R

Composi¢cdo do tipo. VMA

J(Aspi) [x, V,zg [JA(X, vl A rp (v}l

SN =0 |,

l) a
(A p) .»/l v [JA(X:V)A'I‘p.I(Y)]
=13

|—l

os operadores v sdo comutativos e dai que . ) .
(X,ya) A lyay, );...J

{
-
&

[Jalx ) aip; (y)]
y i=l
1Sy deifk

\ [JA(X y) A y (y)]
uPy
i=l

_ n

—‘J[A, U P ] (x,y)

i=1

&;.Y;(S Ay v =(xy,)

) = (supremo)

IV} Jga, n Py = AJ(AP )_- .
i=1 i=1 ...

Procede-se como _em'c)

e) Exis'té_h'c'ia' “de

matsiz simétriea, com ze par te menogs
na dizgon:l que & pre

milia de r_e'_ti_qulg_dos estave
(@, a. A)e:seja

Rzciozinio ldent:c
raa a mesma forma:

Compesicdo doiti

16




Raciocinando dum modo idéntico serd necessario
3 suficiente aue:

vV se 1#j
Jo v .y ) = 0

e a matriz de JQ toma a forma:

se i=]

Identicamente pa:a Jp -

geral.
Porém, se X=Y, entao teremos:

Composi¢ao do tipo va

Composigdo do tipo AM v
J@pm=dqQ=V  ¥xxIEX

Porque as composi¢coes sao de dois tipos, podera
simbolizar-se da forma seguinte:

{ns) * (as)

uu ainda mais pesadamente’

va Ay
(A.B) (x.z) - o '_<A,B) . 2}

Note-se que RQ nao se pode compor com RP em . E_ntéo .a relac;éORSa emontrar Seré tal que:

Significando estes simbolos que:

—R,y & XxY
—Rp S Yx2Z
— Ooperador é v [{ } A ( )]

ou A[L )} v ( )]
—xeX,. Y EY e z€2

e) Da existéncia de uma relegdo que composta com
uma rele¢do dada produza a reiagcdo RQ ou R p-

Fagamos, por exemplo, para RQ e usando a com-

- M
posigdo 7 .

Seja dada uma relac;éo RAC___Y_-X_Z-.-'__e' R-Q-'__C_'--YXY,_' _

Ora

Y4 Y . ) v

v _ v o o.....
o v
Y

vl L e v
21 L

JR

IRA e

JRS

Basta .que JRA tenha uma linha sem o'ele_m_ent}o__ _
para nao ser possivel formar um V, mesmo _'qqe_-'J__-R'S’
fosse todo constituido por V, isto é, em geral JRS:'.'I_‘Iéq'-
existe. Era facil de ver que para a outra composi¢ao
{Ay) e para Rpsucedia o mesmo. i

{ Continua na Técnica 437 — Junho 797&)




