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Na figura junta esta representado um circuito normalizado dum sistema comandado, significando:

B = O Dispositivo que se deseja comandar e que fornece a resposta [y] quando recebe a
entrada [zo].

C = Os instrumentos de medida que convertem [y] em [y,], pardmetros que sio comparados
com os padries [x] que se desejam atingir.

A = Os servo-comandos que alteram a regulagio do sistema B.

e1 = Comparadores entre [y,] e [x].

e2 = Comparadores entre o sinal corrigido [xi] e a perturbagio [z].

[z] = A perturbacdo exterior ao sistema.
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O problema consiste em escolher as caracteristicas de A de modo que o sistema {A B C)
seja estavel.

Vamos admitir que o sistema é linear e que as matrizes caracteristicas de A B C sdo respecti-

vamente simbolizadas por A B e C. Em geral, estas matrizes sdao rectangulares e seguindo o sen-
tido do diagrama ser :

C.B. A. = M
(%8 & (7,2 (2, )

Designaremos por m a ordem « de matriz M.



Entre os diversos sinais e os aparelhos A B C vamos admitir que existem relagdes lineares e
designemos por xiYizi os sinais e A, B e C as matrizes caracteristicas dos aparelhos A B C;
os sinais serao representados por vectores.

Sera entdo:

[z(,:z—{—xl

| xt = A x,

{ Xo = X + Yo
yo = Cy

ly =Bz

Sistemas de 5 equag¢des matriciais a 6 incdgnitas (x, xt,y,¥,,2) e um vector paramétrico x.
Vamos reduzir o sistema a uma equagdo unica de forma

YD:FZ+EX

sendo F e E duas matrizes a determinar.

Serd entao:
Vo=Cy =CBz,=CBz -+ CBx
=CBz+ CBAx,=CBz+4+CBAx +CBAy,
ou (I—CBA) y,=CBz+ CBAx
CB CBA
Yo=———7—-2z—+ -— X (1)

= :
1—CBA I—CBA
Sendo [ a matriz unidade de ordem 2 — m.

A) Esiudo da forma das matrizes (A, B, C)
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A = Ajp
]=o
ou seja um polinemio em p de coeficientes matriciais constantes A;j, sendo p um niimero complexo
e na o grax do polinémio. I[dénticamente ser4:
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n_
B— 3 Bip
i—e
n,c e —j
Ce= 2 Gp

j=u

e se for n 0 maior de n,, np, nc. Podera ainda uniformizar-se a ordem das matrizes A; Bj e C; e

escrever

u

A= 3 Ajp" )
) =0
n .

B== x B p"' (3)
i=o
n .

C= = ¢ p"’ (4)



Esta uniformizagao envolve evidentemente que alguns dos A; e ou Bj e ou Cj sejam nulos.

B) Representa¢dao da equag¢do matricial (1)

Substituindo (2), (3) e (4) em (1) teremos:

" n n n n
vy C; j v Bs: 1—j v s pi-l ; N=j 3 . pn=i
2 Gpr? . I Bp"? 2 Gptl 2 Bp'. 3 Ajp™!
y __Ji=:e i=o -z i=o i=o j=o X
0 = — P : =
n n n 1 n 1
1 —l Cj pﬂ—] ’ > Bi pn—) : A] pn—] 1 — 2 C] pll-). l B' pll»] . ; A pn i
J =0 j=o0 j=0 ji=o j=o0 i=o

Ora ja vimos que p=a + bi & 0 expoente dum vector girante, e, cuja projeccio no eixo real
fornece o movimento imposto a y, por z.
isto é:
z —= ept _— e(a —biyt el | abli

Para z admitem-se as seguintes hipoteses restritivas

a é finito e dado
{ b variade — 20 a 4 oo

C) Critério de estabilidade do sistema

O critério resume-se a afirmar que (I — CB A) == 0 para todos os valores de b entre — coe 4 o0,

@® Mctodo consiste em:

1.") Caleular C< B < A :
’ n j-n n
e sera CxB—X G p S
j—o j=o

o]

u s ¢ \ 2n—g
— ~ ( ~ Ci Bg—j]'p

§—0 Yi—0

22 /7 ¢ AR i n-j
e CxBxA= 3 3G Bs.i)p . N Ay p
S0 N i—o S j=o0
3n |0 K /g \ 1 3a-K
= L S (3 GCiBgi)Awy|p
Ko L 49=0 “i=o0 / .

Nota: quando um dos indices que aparece numa matriz é supericr ao ntunero de matrizes exis-
tentes, suprime-se no produto esse termo mas evidentemente nio se iguala zero.
50 sera zere se a matriz correspondente for nula.

2.°) Calewlar (C>< B A —1)

Ell—ir K ;9 X in-K \ n /4 5\
Co>< By A= X S~ 0y CBaos ) A}{_g—| P - X ( NGBy ) Asn_s

= -
K=o i Lam0 im0 i ol d=0 N i=0 /
in~i— K /8 “\ NoEn oK in s @
e CBAa—I= ~ | X ( Y CiBy—i)Ak—¢ | P ——{2‘ (.1C1B,«-i—l
K=>L S—o \i—o / . 4=0 ‘i=o0

in Su—j
CBA—I= % Fip

j—o

sendo Fj uma matriz de ordem (m, m).



3.°) Em geral, a matriz F; que é quadrada e diagonizavel e seja D; a matriz diagonal corres-

pondente a Ej.
3n
Serd entio 7= (CBA—=I)o= X D phn-i
j—o
3n
c'[CBA—1]. {y,] .7 = ( s Dy p-"'rl—i> .57 y.l 5 e se Dj=[jdii]
V=0 (ru,m)

4.°) Andlise do Polinomio Matricial

Igualando a zero (CBA —1) [y,] serd (CBA—I)=0 para [y,] - [& e como o espectro
da matriz ndo é alterado pela operacio de similaridade sera ainda:

[ 3n
Av jAii pn-i

1=0

Sistema que terd de ser satisfeito

j=o

4
I in
l 2 jAm,m p3"~i p=0

Ora cada uma das equagdes tem o grau 3n em p, haveri 3n raizes reais e ou complexas

conjugadas.
5.9) Critério de estabilidade

Para que o sistema seja estdve] serd necessario que:
. o ; ; —=e—lp:lt g d i
a) Para as raizes reais, py, seja negativo pois que y==e ecresce de amplitude com
o tempo
b) Para as raizes complexas, pi, seja negativa a parte real do complexo.

Se, pp=a—b; serd a<]¢

. (a=bi) t —ia't | bit
Pois y=ce =e . e novamente y decresce com o tempo.

Resumindo o método consiste em :

a) Calcular (CBA—1I) =f (p)

b) Estabelecer as m equagdes em p da ordem 3n
¢) Determinar as raizes pr e pj

d) Analisar cada uma delas.

D) variante do método
O Produto CB A é sempre uma matriz guadrada (mxm) embota C,B e A possam scr matrizes

rectangulares.
No caso particular, mas muito frequente, em que C, B e A sejam também quadradas e diago-

nizaveis podera operar-se de outro modo mais expedido.
1.°) Diagonizar C,B e A e sejam
[sshaj] = Aj, [ssAbi] = Bj e [sshcj] = C;
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in - k44
CBA= 2 Lz (Z CiBg_i)A“_glpén—k
—0 j= e -

k=0 s 1=0

g,
= 3 2 (3 ishaltshotyillsokatig)) | o

le=0 LR EEN /

2.") Cada equa¢do escreve-se:
Zn k /oy 5 N }
~ | P! ( Y sshci . ssAb (g—i) ) Ssﬂa(k—g)J Pk 10

-
K=—0 a=0 \ i

fazendo variar ss desde (1,1) a m,m)

%o

3.') Estudam-sc as raizes e conclui-se de estabilidade

£) Simplificacdes resuitantes da variante

0

1.°) Designemos por sshg— X sshci.ssAb(S5—i) g—0 ... 3
K=o

Sera
3n k 3n-—1

CBA= 21| X ssﬂg.ssﬂa(k—g)Jp

Ke=0 | _4=0

Ora [sshg] é sé funcdo de C e B que sio dados do sistema e [ssha] caracteriza o sistema A.
b relativamente fAcil acertar os valores de [ssAa] de modo a obter-se um produto CB A
desejado.

2.°) Se as matrizes C, B, A forem quadradas e diagonaliziveis pcde desde logo escrever-se
<omo ja vimos:
In - K Sow A\ -
CBA 1= 3| X[ 3 cshci.sshb(g—i) }.ssha(k—g) | p

k=0 {_ d==0 Nizoo

- K

—1=0

F) Exemplificagao

Tem interesse aplicar a um tu-c purtizlar em que C, B, A tém os scus clementos descritos por
polinemios do 2.9 grau.
Serd entdo: 3><n==33x<2=0_0.

k=0 g=0 i=o0 (ssAc, . sshb, . sska,) . p" S -

k=1 g=20 i=o0 (ssKc, . sshb, . ssKat) -

k==0 g=1 i=o0 + (sshc, . ssAby . ssKao) +

k=0 =0 | i=1 -+ (sshci . ssAbs . sskas)” . p* rk +g+i=1

k=2 g = i=o [(sshca . ssAb, . sshaz) -}

k=1 g=" i=o0 + (ssfc, . sshby . sshai) +

k=1 g=0 i=1 -t (sshcl . ss&bo . sshay)

k=0 g=2 i=o0 + (ss&c, . sshba . ssha,) +

k=0 g=1 i=1 + (ss&ci . ssAba . sska,) + )
k==0 g0 i=2 + (sshcz. sshb, . sska,)| . p* |k—|—g-|—i:——2§




Note-se que j = (0, 1,2) e portanto sstby, sslaz e ssics de 3 em diante ndo eaistem e por isso
sc suprime

k==2 g= i=o0 + (sshc, . ssAbr . sshaz) 1-
k=2 g=20 i=1 + (sshci . ssAbo . sshaz) +
k=1 g=2 i=0 -+ (sshc, . sshbs . sskai) +
k=1 g=1 i=1 4 (sshci . sshby . sskai) +
k=1 g==0 i=2 —+ (sskc2 . sshb, . sshay) +
k=0 g=—3 i=o0 + (sshc, . sshbo) +
k=0 g—2 i=1 —+ (sshcy . sshba . sska,) | m — 3
k=0 g1 i=2 —+ (ssAcs . ssAby . sska,)] . p’ —_—
k=0 g=0 i=3
ke 2 g=2 i— 0 [(ssKc, . ss&b. . sshai) +
g—1 i=1 + (sshcy . ssAbr . sshaz) +
g= i=2 + (sshcz . ssAbo . ssRaa) +
k=1 g=2 i—=1 ~+ (sshci . sshbz . sshai) +
g=1 i=2 ~+ (sshcz . ssAby . ssKaj) + IkJI_gL;__._l
k—o g=2 i=2 - (sshcz. sshbz . sska,)] . p°
k=2 g = i=1 [(sshci . sshba . sshay) +
k = g—1 | i=—2 + (sshe2 . ssAbi . sshay) + m —
k=1 g=2 | i=2 + (sshcz . ssAbs . sshai)] . pt -

k=2 | g=2 | i=2 | [(ssAc2 . ssAb: . ssak.)] . p¢
CBA—I=[]p'+ 19 +[1p + 119+ 0"+ [1p+ (sshes . s5Kbs . ss&as) =1 — ¢

Nas hipoteses anteriorcs ¢ ainda se a resposta dos instrumentios C far da forma C p - C- =ao,
isto &, ndo tém inércia serd entdo: Cy == 0 ¢ dai as scguintes simpliticagoes -

p* — coeficiente nulo

p* -» (sshct sshb, ssha,)

p* — [(ssAci ssAb, sshai) + (sshct sshbi Kao) + (sshc. ss&b, sshe,)]

p*  [(ssAct ssAb, sshas) + (sshct ssAbi sshay) + (sshcz ss&by sshal) +
-1 (ssAcy ssAb: ssKa,) -i- (sshc: sshcy ssha,)]

p® - [(ssAcy ssAby sshaz) -+ (ssAc» sshbo ssha:) + (sskcy sshbr sshay) -

+ (ssKc: ssAbi sshat) + (sshce ssAbz ssha,)]
p -+ {{ssKci ssAbz sshaz) + (ssAcz ssAbi ssha:) + sshc2 sshb: sshail]
p® — (sshc: ssAbs sshay)

[ 1pP+[ 1p"+ 1 1P+ 1p2+ 1 1p + [sshc:sshb: sshas] — 1 = o
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