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*. AUTOMAÇÃO * pelo "A-of. A.G. PORTELA 

FUNÇÃO DE VARIA'VEL 
(= f(e) e :  

1.- _NOf:.::.Õ::.:E& �F U::..;.N::.!:'D::...::AN:.!.:I2=N :..!..:1"J.l:!.!..ó/S 

,(_.,{- CONTINUibtlDE 

COHPLEXA 
;g. .. -x+jt Y= P(")I;";J) + j a(�,;-) 

/e-a/<[ -- I fC�) -f(<>-) I <: f CrYJ) 

1.3- FUAI.fÃO AN.tl.l.tTICI'! . 
fQ.) = 

. 
t t('?:} .. · ' f{�} = é •a.V!.o.l.:t!co.;. J 

ev.fo7o ' f._(::r)= i J(�) : f('l-) = é uiM-#..-YVle. J 
,, 

1 

-8:"" . f (t·+Ó't") - f{:c) existe , e é ,·Vlde'(mde""'fr 
b -+ 0 Ó 'é . de cÍ i; 

e I �c.. c;v-e o Evv-:.'fc J�o. i�-tde.p�VloileVl.Te de 
$(if : 

. JP+j- dQ = 

Jx+rfdj-

v.c . 



' 
' 

OU: 

' '- ,..., , ' ·' ' \  ' 
3,- . EQUtlÇAO Dt:. . · �PU) CE 

4.- C�rri�to DE .ANAl..( TJCr bA PI: . . 

Todo. c: ����.s-c:�o o.�t·u:.., paot� �ore.vW.-:l.i. eiM. R.,.V15ã:o eh ·;e. 
· a.pevta.s . · 

. · pr�r-: p(7;<,�') + J-t9(;r,í) 
� � ?1. + rf 1 ckv.ck : . . . ;;c. � t -;-;t 

· dfHiVCMc}o 1 � O'l'd(W\. ·0. ;;, de f(?:) . fere,;.,..._,� : 
· . . (j! ·1; +1;J+ i(� jJ + J;J 

�· 1; = -; . '=! : (J.e -1- d&. ) + ; (ª-ª - c}Q.) . . àif . c);x {/' ' d;t cJ;k. 

{hfetw- 1 se {l,r. a..,o.kt·c.o. i O) doi"5 F�"'te.Sts.l são ic:/ê., i·c.o.VVteV11� 
�� 1 poda.11,:fo 1 t>- �u;vo.do. é ,·Vldepev.d<e.,.,i-e, de :f 1 o ""'���'-"' 

5� �ia. F"" )(. 1 é 1 ""- r e.v.:-p«>c.o... fc. """"(:,e""" -e VGrofi.cf e.· I'" c. . 

S".- �CAD I+Ot.offOtfSt<fl 
-e' u �-v� o. -R.,"'-1-õp : 

eo""ir vw<-<>-, u.,..,; ,fo "'""' � 1 D. "'o.ld; · c..o. • 

z .. V .c. 



\... 

6.- !NTE.6R.AL CUI'I.Vti.l Nf'O 

se.,do 

{ M f di 's; 
i, . . �- . .. . ·.· · ·. 

-= M .;., 

f(r:) = P + j Q e ' dl.= eh- t-j dif 
= l (Pckx- &d;;) -r jf (Pa"j +Qk) � � o 

'f. - TEOREnA DE Cf>,UCHY , 
��o, e , v.c. .fronfe<ro.. do c:lo�vv<o 
def!<vvt-<fado por- ,C , eVltõ:o , 

-J 

- I . 
\( 

os vectores 
ttvvthoj Vl-0 pI a.vw 1 .J 

!1 m. mt 5 db = seV1do , 
de w..co, e , J0 = eleVV7eVI1o de úeo. ct-xdg . 

- -
_.. I :J k (tr.�<)(cJa. -da) - >t ..... K -fYl . f'O a_ = .d Q. g_ "" eh d' Jy "' d-;< d(J J� 

_.. -a ().J o onde k;et 
, 

3v.c. 



••••• , - ,./- c... rn · rot o.· = . . Ja.;;- Ja". 
·.. Jx .· Ô'/_ . · . · . .  · · . · . . ··

·· 
= lo. I.+ o. J)· · 1d-cJ �.· d? 3'.·)···· · \' " . -t. . \ • . . ··

. . . .. " ' 

' 
'
, 

' ' -,._ ' 
'• 

··a dx 
' %-:., 

doVIde ' 
f� (�c �;·)d.a1 "J; (�<.ck.q'Jjd?) , , . .  

Expressõ.O _Je<o}, '·'. 1":"e _se pode ·o:-pt.:� Cio. espe<;f? · Coi'V!pfib : .·· 

se = 

OIJ., se : · 

1 a. X - Q( ?(,"!) 
� = . p (x!;;) 

1 
ax = p ( X,J) ·. -.-. suti : JíJJ .

. 
·
· .. 
·.(JQ _ d.P) .. clx d-:J- = .. · · · · · · · · · · · s _ox . . Ô.''::I- . . . {/ .. J =- Q(�"j) .·. · . . •· .·•. · .. ·. · 0jPd:x.- Q?-

ora.' se f('C-) for 1-]0lowtorfo. ( porto.vto o. no.�,; t-e;,_) � O.s . Covtd.fões 
de �h; - R. eWlo.V\ seio sdts .fh{o..s , e 1 podo.vilo , os pn'VV>e<r65 
VVleWthros séio nV<-Los , o 9V<-e deW<oV\strci. ó TeorevV>o. de 
Ca.vcc.hy. 

O vo.lor do iV�fe!}>"o.l [ iVl-iCtc::vis e f?ivtaA.s ( 12 /uvi'Ç.�o 
8.- FÓRMUL.A DE CAUCHY 

depeVIdev.te a.peVlo..s c::Jo.s =rtdê;-ões 
derivo. de um poteVlCAO-.L) . 

St0"' f(-e) u.W!o- ��� /.,6loiMol"fo. , o. .{? .... vt;-é.o . f(oc) = {J(�,"4.). 
é f-wloVV!OY"fo., excepto pt>4'""- CA.� poV11o , �='é'0 , �-1!o 

ov1de /(e) = oo , e , po.-To."'to , o.. fuVI9�o é. ifA-�fo..c(cc __ 
do '6- :c., do�w.:o deft_-vv<d.o pelas CoVlTonnas G' e ,e 

O. f VlVtf-Ô..O f (e , ::C0) é �o lo WlOrf O. . 

he�te. do�I'Wo <{J('1:) é Íwl.otM.arfç. , e, f'>'lo.";to ' 

. f- .. ,]=0 



O 9ue Vnosfvo. 1"'e o · COV1torno G' é o..rb/f:rú, o, desde que 1 �vi1,-do 
em ·.r; CovtfeV1f3.o. MO SeLA- infe-r-ior l:o . ' 

'W\0-S ' d:c- = f {to) ·/ :��0 
.&r 

áe b .for vtVV\O.. CÃ-rCANV>-�êV\c..·e>. ole �ro e� 'Co ' 
sr:u-ó. f= 1�-co) �-:Co -= f e�"e 

e: 

[ 
jff d� = j _te dt7 

.f(:r,) de = f(c.,) ·J:zn j;:> e_:e d& = ) · .Zll · f(�o) �-ro o /etf 
1 .f(T:)�f(�u) d� povCfv.e, jf(t-)-f(�o)/<E(J} 
r§"' '2' - :ç o 

:zn 
= L 1 _f ? de- = L (27J E - .e_.""' .Zné = o 

/-o F _/:-o é ...... o 

VoVtde, 



'. 

9.- DERIVADA DE ORDEM m 

Der;vo.vtdo 
o!Atra expressão 

OlA. : 

(�><) J J"' cfJ(7:,�o) 27lj f (t'o) = 

-C d C0""' 

J 01 I f('t) -
,c ( t'- C o Y'"H 

d:c 

10.- 5ÉRIE DE TAYlOR PE FUNCÕES DE VARIA/VEL COMPlEXA ���--------��--��-������������� 

f (?::) - �ofoWior.fa. V\O do'MAV�-(O , e , VlO.. ft'"on­
te;ra. ele G"' c<rQ.A(c;vr, CoV�A cevtTr<D 
f!VY1. a. 

'lo - LA.""' povt1o ,· Vtte«,·o,- de51e da VVC: ...-..<o . 
Ser-C: ( Fórvwv.f.o. de Ca.,.,..ci, y) 

f(eo) 1 ;; f(7o) d"l - -
.27lj l-�o 

I 

W\0.$ 
1 1 [1+ "Co-0.. + ... + (t'o-a.)"" + .... ] - = 

i?-'<!0 t'-0.. :c-a. (t'--a.)""'" 

�c. 

esTo. sér,·e sere{ CO"'-VV>-:JevtTe, 
pois .. -t'0 es1á VJ.O iVliuiDY" do v;rev.io 1 e , tf e sI d Vl-0 ea"'tor-
r'N/ ( Cd CM.vt f? U ê v.c:..:o.. ) . 

StAbst-T�Vldo, 1e.reVV\os 

[ .{?('t) d'l +···+(co-a.)"'[ f(�J 
C? �-0.. 

. 
2 7l j b (r -a. r .... � 

.f?(r:J 1 de 
mi 

d'C +··· 



. 

. 
. . 

, 
. 

Sero. : .· "" · · ·· · 
P 

. 
. 

. (-1} . 
( ) . r,.,.) +tt=o) = f{CI.)+ to-lÃ f (o.) +- . . .  + �o-C\ .-f'' (Q-J 

. ' 1/-· :. . m ! · · 
.. 

· · 
. ... . . 

91A.e é ·e- série de .TAYt.oR, . . 
pc..ro.. uVVIc:. fv.._vt;-ão de 1/�:t(v� 

COWlplexc... 
, 1f.- SER. I E. DE. MAC L.AURIN 

· . �; + 

a.= o 

f: 
. 

(<) ) (o 

12.- · PONTOS . siA)6ut.:AR-E's . . · 

+ .. '
··· . + + -- . 

,-. '' 

1'2.1 - PONTO ORDINÁRIO = poV>-io rodeo..ck,. ele V<W\t>- Vi�i­
Vl Ro.Vl7�, cru e puvv:"ite . ·!.A-VIA desev-. vol­
viVvtevtf� .eV'IA. sé'y-íe . de . To..ylor. 

12.2 - FI:JNTO SIN6ULJld< = é CAM ponto que Vl.Õ:O é ordí­
l'lc:úo 1 ·.e , estes podem cfo.ssi �-­
CCM"- se , €'Wt : 

12.'2.1- POLOS = poVlfos Sivt']vt{(ZA&5 iso(o.o/.OJ 1 Vl"'­

vi:r,·VIi-lc..v-.çc.. dos· CJtAOvis · -f?( <e) -e' 
U.;V{brW�e 1 e , VIesses. p.on1os _:!_ 
-feVVI povt1os ordinár,·os. f(r:) 

{2.'2.2 - PONTOS :51N6Ut.A(:/ES t;SSENCIAIS = pontos 
s,·Vl9vtlo.r-es is o lados , V1 ct . vi=t (V> l.,a11�a. 

. dos 1/Ar:.,:s f(<:) e- CAVV\-�rirV\e , 
V"'> C! s _!_ VIÕ:O fe""' povtTos or-

12. 2.3- (JONTOS 
.f(=t J divtCÍv(oS VJesses povt"Tos. 

CRI TI CDS OCA cfe RAHIFICACAO � siio ' 
povtios �íVI:Jv<../at'es vtc. VÍ'fiVllr.c.Vlço. 

dos crv.o..is . f(=t) V!iio é uvv\J?,rYVte. 

I 



13.- SÉRIE DE LAURENT 

LbVlside<emos UVI" �VIf;.,.VI.O l! , e 1 tAWt<>-. -ftA.,c;C:o f(:e) 1 

Cfue fe..:V. tAIM- p_olo óvc P..oVITo .SiVl!}.vt{o-r esseVlc-;oJ e""' a. . 
UVK segWAd.o · COVtTorVI.O G' , eVlvolve,c{ o pov>To •g, , Co""' 

�vd-ro � a. e .. .  ra;io .r , 

f( ) · .. ) I f(:c) di: f ;; .f("f) �o -:=. -

·
, + -' . . . 271J .c.:....rõ �-"to .Znj �-'C o 

eJNt sé·he : 

7Yf{-eo) =. 1 Ao +A1 (�"-"') + .. · + A"' (:c"-�)"'} + 

· + (A_1(�o�a.f1+ A_�(to-o.f\ "' + J:ll"(:t"-c.f"J-r .. -
A. A - :---

(VI. .271i 
A = 1 

-m .27>j 

I . . 

. . .c. 

1 6"' 

:f{=t) di 
r�-"') ...... 

.{?�) d:e . (t-o-t"" 

Co.levJan f('l;-)= A · e-w; i1-=1 
. ·. =l(e-'i) 

o fuvvv::; .5JUcJ ele A"" e" dado pelo. exp.-esst;o : 

1 fc'l:) = _j__ = T 
� ('t-1) 2= -1 

1 
-e (;H) de 
(=t:-1/'T-1. 

' . . � 1 
= A (�--1) + . Ao +  A, (�--1) + ··· · 

--� 

A_1 + Ao ( 't -1) + � ( t- -1 f + ... 



, ve""' 

·. ·.I { rr�td� 
'/S.- APLICACÁO DO -tEOREMA DOS REsÍDUOs . ,���������� �� 

. APliCAÇAO 
kofo�Mor#o.. 

e � f?t(:e:} é �"" .{1..�-o 1-<=la�r.fa. 

"v. c. 



, ;, · , · 

/)eseYtvolve.Y>do e.Wl Série de Lcu .... reY\f : · 
f(�J_ A_. (�-o.r1 + Ao + AJr"'"o.) + ··-
:J(�J -------

. 

jlli:i O. /,:a( O W1 O r f' O. Jvolc VV\ Of' f a. 

1-Y'O..S .· ./}{-:e) = r� -o. r" " f ('l:) . (z} 
. . . . . ··. · j(e) .. "('?,) . sv..bst.-tr"'do {z) etM ("I) , e wc:U.t.-pLte-c.�Ado tuolo pov- . (i=-:Cl) J fe�ewto� : 

-f(=a-).= JLc+- + A1(�-a.)z+··· 
f.{=2) . .  . . . .  

��{Jài"' :i= a. 1 ve�M- ' · .•• 

. J e, ·tÃS)ÍI'h : 

.se"' a 
(). 



tl5$tW\ : 

16.- POL05 MUt..TfPLOS 

. . . 
. · . •  ê, dc..CJ!M se deie-rv>hVL"" o A_.f proCUrl"o..d.o . 

11."-
v.c . 

. . . ) 



12 

{ .,� 

.,e, por 
�,�;,f,J,�-�K�.���,�·�a · (super,"or) 

Y"lec.e�-

A. ) - · o·· Le�"' aé · 
Ylt\Ool<> •; . . ·. · . · Se UVV!o. -RtVo.ç�o f(::e) é UVV\.o- funçõ:o fwk.�M-o""f" .fo.. V'-0 

SeVV1Ãp(o.Vto. de.fd:�r).D :pot , : , • . O � cvfr � <: 7J 
<!fce.pto p VJ.r,;,.vv.. , '1)0<1/;VIU� :f.·J1'{1o ."•ele . poLos ; e .Se p (::e) fev-.de 
pc::-rt?- ce-r-o ' uvvl.�r:v0.e".;v..en-te l CJI.Á;e;.irld.o /'2-/ te.Vld.e pa-ra. 
;"'R"'ito , eV�otõ:o ' se :;(-)o , -sMC,'' . · 

R� t .<fi:��/!(�) dr = o 

>,o. eo�fcir� ·t-d{:�"""� p� .€f�· y-ea/, .e, ul'\'\o. 
2!�--�. ��M . 12 . . .

. / 
i; � R ei& . . 

' .. vv.o.s 

. jeit" {(�e-- :t�s�·e-} - e;_ t-R se.-. & 

b) ptU"o- o ( �fr � (" � se-rá , s� '6 >- � 
.c) fo--rc.. R. 5VL,Rc.:e.-.1eVtAevt1e f)Ya.vtde /t-d , j(-e) ( é . (posd;vo , Tão petjv..evt-O �1r1io de.J:j<=-"""'�) 

v. c. 



' •  . . 

i), __ 

l;l p!Mc.. 
Parb-" ç;f(d, ;.s�st,·�u-;Y.;p, os t.:�te� · ·� l#l���evVtb 

(-� ( � T: <' () ) r _pod� deVIA-Ov,.dro..r -.\<! o. LeY<AL. 

7! . 

','-:;·,_,;. 

propos.i-

· 0· ·· ·.. · · S�j�· � o T:lo.v.o coWíple;co . 1 e , 5€),;. 
· 

.
.

. · . p ···· 

.
. . · > 

· ·

•·· .· ·.. c;/IÃdo t-1-� pov..To ·· 'P de rawvi.f.-Ci?ofcro, . · . .. · .  · .. . 
· 
. .

.
... · t 

.
. · ,dlis7jc,-)e obt� o iv.fe;rcJ 

': .• . . ·.· . . . i .. !f'.)...t't .) d?: ' . : ,. '��/.<, <;''' �·>·.: 

. ov>-de .{; e' t.<.V\'1- W:Jv{for� 1\A.e CaV\fevvo. o ponTo P 
ç;ie -r(Ã.w.v;.g.c;ç..�o J11o >evt. 'i'V:f.e):<oY" · · 

·'A solv:.c.õ:o CâVl>isfe ·ti.VV.. . . ·tiÀ.h$t,·tt.AÀY'. o G::>Vl.Tomo ,e por . . · .. · .. • · .• . :· ... \ . · . : . .(. . .. ,. , I :. •;:).:<.,�· . . ,>_�:
·
--.· .· __ • .  · , • �I'IÁ; c:o..-.for-VJ;O .(]. ! Cf,,l.,..e. exç.�C>,;. 'p . . ·· j CoV\'\0 por {'_b(-E?.VV!plo; . 

· ·.·�:.{,;�t(Ãdo . Vlo. P,J�'t· $ijW'v.fe , 
i.;': . 

.de r-w\o 

." ' 

. · E�T�'.tbv-;fo.-� . ;e' .e' •fo-vv0.c1o . 
·rf/-o C...J;fo_;�. _e , VVtO.s. aJO ql/l.cJ �e 

· #� 0Y"'" ,l;6rte G:JVts1(l/ÃÁOO por dv.� 
�ítP-s-. f'�,f' 1 fc:o p�'óX:Ivvo.o.-5. q<A.O.v.1o 
s� de,se:Ji:lrl- í e , U.VV\. pequeYt-O cÃrcuk 

peql/l.e VUJ qw;;;. nÍ:::> se de.s ji:.-r . 



p/avr<:> CoVleáo.do . ptd�(>,;�;�.����)�;"s·:.:y;;,a." 
P de r-o. VI/V\ f?.·C0-(.(5; o · J po�s�� el(,\.st,·,. 

pol'>Tol de 
cJOs res r'dtA.os , pode 

I ,c .. 

1q.i . - · tAJTF;6f<.qL DE .l?,ROH ... .liC� -WAGNER 

l;�= e dp(.) 
de . 13 royvt."WJich o 

1CJ.3 CoNTOIVI/05 EQUIVF!l.ENTE.S 

po�t1tvc... ... ··. 
1�''1't'-k ' . 

• 

Se SÓ ex<Jlorevv.. p<ffo.r 1 é [pV>fOI'"V\..0 eéj�.tt>.Aevife (ÃL> de Broi'VI'M'di, 
, /õd.o- t1.. CMI).vc.. qiAe . evwofvc..1odos os polos . 
• · · . Se eXÃ�f•reVVI. pov-.fos de. rq.;w.-íKc.o-s-C<o J ev.iõ:o , o eav.iorV\.0 · 
tud qw e_..,vo/vtA i vccf-,_,·h.ch. ;�lei po.,fos de rc.�#c.0<7ô-o 1 &J.._., ···sé �Jf,.v. �o.:s -hjvwis , , ' . 

· 

//·· . /�0····vr•· 
I 
I 
I 

\ 
� R .... .., 

' 
...... _____ ,/ 

ou : 

�.··· ·· 
-- :...\\_ B 

' � ' 
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i 
I 
I 
I I 

I I ,\ 

-
" / / 

I 
1. 1rt . 

l 
;r� l 

Exe VVI pia : . 

--

. 
C'c.i�c;-y- : 

7l 
----

/:o. 
o 

C+j"� 

,, ,, ' 

.�=0 

O Co�nfo.-� .eseo(ht"cb fo,· o ivtc-l..;co-da Vla. 

f-?-:J�(;t'· CJ.�.� eCfv.Ãvole.-.te ()JO úJVI.torV�-t> 
de . ZSroi"Vtwtch· . .. · ·  .

. . · -e;t -vz \ 
\ ..e=O.+ ...... � \ 

!3 A .· .f���o · .f-(:c) ·. e · :e 
. 

' '., 
.
. · . • . . .. 

>··.:zz._,.w'�-
' 

jfd-c -1 - --
h .Z,l> 

;; fd� A - -
ÓJ ..Zl) 

e \I'(N1A ' ' 

;;00 
lo 

_.,.;t 1{ e /( 
� 'l.+'lo/7.. 

-x;f . "h e � 

;� z+ V 
... 

171 cJx_ c"" fxj e ea� 

tk. 



49.4 - . TEDRéMA 
6ste T&>'f'evvo.a. feYV�- c:pÚco.;.O:.o vu:> Wtéfodo 

de NYQvtsT- C4VCHY , u.s""do n.o e.siuc)., do. edo.b.d,:d.c.de de 
�iSfe.V\11"'-S de v-egv./o..�: 

S:Jo.. f(c} UV1A.:>- fi.A.V\fÕo hola,..,orf?e>. Vt<> CPVIlorvv::> -C , 
excepto YIV.V"'- Cer'1o Vl!.A.VVIBro P ole polos ,no iV11e..ior- de .C. 

S':Jt;.. N o.. SOVVLC\ cbs prodv..ios dos Te-r-o� de f(�) 
pelos suez.� resp�cii"vo.i VV�.vvÍhplu;,:o/.,.,de> , dev>-iro dess.e CoVllorvv> 

' ...C , e , P · o  wo.e-� vw. p�o. os p8los . 
6...1õ:o , o ,·VLtel)rOv/ do.. de.rivc:dc.. lo:Jt?vr"d�c.a. o/e 

f(�) a.o iaV17o de � -é 19w;;J o.. :?.n/ ( N- P) 
DEHON5TIMCÃO : 

/ Stjo. tt CA.V"' êWO . de ordew- o/ 
esu�W>-.le f(�}""' (ti-a)ot. 'j;(7:) 
doVlcte .. fr�J 

- -

f(?-) 
por ovdro /o..f/0, se -C1 .{;,r CA.W�. Ct:>V1J1orV>-O , Ct>VJ-1orvu::;.vtdo 
fl 1 de rW\o V' fõ;o peq �A-eVt.O 9tA.C>.VI1o Je d�·evy- 1 se---rd , 

J 
_1_ i f (:z.) d'l- = o( 
.;z 7l J' .c1 .f (=c) 

S�·o.. b (...tVIo-1. pofa de Of'dew> j3 1 e 1 ft>vt'o.. uvv.. Cov..-
forv.o .-C2 � Tor"AD ofe b 1 fe-re�J 

.f(?:) = (l-� )� . l(J{:t:) e: YJ(�J -e' 0-o&, VV"'Y' f 0.. 
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