»ROBABILIDADES

Cap. T: Introducao ao Conceito de Probabilidade

A —

Partez-se do pressuposto cque o leitor conhece os rudimentos
dos conceitos de espago, espagos mensuraveis e espagoes medida, bem

como as propriedades mais relevantes e pertisontes.

I1} Introducaoheuristica

Como & sapbide, os fendmenos naturais certas proprieda-

des e para os estudar e discorrer sobre eles & necessirio criar

Essas "“imagzsns' sdo susceptiveis de tratamasnco formal e

assim axtrair infaréncias Gteis.

0O espagos formal devera ser estruturado, aloebrica e tops-

logicalente, em termos de lhe conferivy “propricdades’ as lLnagens

do rezl neles brojectadas que “mimicam’ as “prmprioﬁkdes reais”
do referido real.

Fste problema, escolha do espaco formal, & cuntral ﬁe—dﬁsen—
volvimonto do conhecimento humano.

Em especial, chama-se a atengao para dois cuins tipicos:

a) 0 espago formal & estruturado em demasia, = tem propri-
edades cue -0 real nac possui, entdo, o risco estd c:a zxtrair con-
7

clusces logicas, cue sao validas no espago formal, =wes ndo tém cor-

respondéncia com as situagoes reais.
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das"inayens nrojectadas no espacgo formal. ,

>

Nas alineas que se se..cem, ¢ duna formaheari-tica, vao sen-
do apresentados exemplos e mostrade que esscs exoemplos pedem adequa~

damente ter imagens no espacs formal cscelhiln o aicrnmas consequanai:




deduzidas formalmente tém correspondéncia com as propriedades do--

~real.

Todo este capitulo é tratado em discurso metalinguistico

e nao constitui linguagem objectiva, uma vez que O ue se procu-
ra & lecitimar o modelo formal adoptado.

Passemos, npois, & justificagace do espago formal adoptado

e a s2u apresentagao:

3

I2) Espaco formal escolhido

. i . SNy . e ~ ) . .
Um conjunto referencial /. , cujes elemeéntos sao desidgna-

dos de'acontecimentos elementaves" ou "resultadces croementares”,

& o0 peonto de partida db espago -a estruturar.
Com hase em . k: forme-se uma ‘\ ~Aluchra do B(‘.‘)Ol E;,
. -~y 3 )
O espago \;RR ; o } G um espago mensuravel.
Defina-se uma medida real. positiva fvogue tem pox deminio
f; & contradominio os reais positivos.
Por se tratar de uma medida,';A e \}‘«aditiva.
s

3

Impunha-se ainda que 4 seja uma medida noonada, assim
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Tendo sido construida uma medida i para O ¢sSpago mensu-
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ravel « ; » Obtem—-se o espaco medida corresponaentc:ijﬁ ~>J}*
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Pois sera > D2 i+l o espago medida tipico, onde
projectar as imagens das situagses reals que cabeim no ambito da
teoria das probhabiildades.

Como & evieente, em cada caso tera de sey oscolhido o con-

1 -

N - . L Q‘“‘: - N oo
junto roeferencial 4 e a ™~y —algebra o .
Duanto a serd senmpre uma medida normada.
Ma alinea seguinte, v.. i tratar-se de Justificar a adequagao

do espago escolhido ds situag.»s reails.




-I13) Experiéncias, acontecimentos, resultados e probabiiidadef

a) Experiéncia: @& o vocadbulo empregue para significar o acto de |

realizar uma ou varias observagoes de um ente
- !
real (fisico ou conceptual).
1

l

Exemplo: lancar os dado$, as cartas, ou observar as conta- .

:
gens de partizulas, etc.
: ,

b) Acontecinmentos: As experiéncias dao origem a acontécimentog. ‘f:_ﬂ
' : ‘ ' 3; 3;
Tem interesse fazer notar que uma mesma'experiéncia, ou
élaése dé éxpe;iénqias,.dé motivo a acontecimentos diversos, comolv5
«pér exenplo:
Numa experiéncia de laﬁéamento de um dado saiu um 4, pois
acontecéram-vérias“COisas,éom efeito: |
Saiu um 4
nao saiu o 3
' saiu um nﬁﬁefo par
saiﬁ um‘nﬁméro.menor'que 5
etc. etc.
c) Résultadoé:- Aproveitando as.ekpériéncias-cqmldados, pqde.diéé;%if.

'—se_que'gm dado pode dar os resultadOSISeguintes: 1l; 2; 3; 4} 5; 6:1@ 

A um resultado pode corresponder varios acontecimentos co-

mo vimos em b).

d) Construccdo do conjunto referencial <

Continuando com o exemplo dos lancamentos com dados, parece, ..

perfeitaﬁénte aceitavel que sejam elementos de . as 6 faces do'f,w”
dado gque foram designadas por 1, 2, 3, 4, 5, 6. the—se que podi-

am ser simbolisadés por a,_b, c, d, e e £, ou quaisquer outros
simbolqs, portanto os nimeres de um a seis nao représentaﬁ inteiroé;py

sao meras designacgoes das faces.




Convém acrescentar mais um simbolo, o zero {())j com O

fim de descrever um resultado impossivel de acontecer (um n&o-acon-.:’
tecimento) .

Entdo, o conjunto referencial adoptado, sera:

onde 4, Q,)... }Co sdo simbolosique referenciam .univocamente as 6 .
+ 1 .

£y . = s ‘
faces do dado e o (0} simbolisa o nao acontecimento ou o aconte-

cimento impossivel.

e) Construégéo_duma N -~algebra <

Porgue Card }( - {9 @ finito, & possivel facilmente deter- =
minar todos os conjuntos que sao susceptiveis de ser construidos

. " rs : ’ ~
a partir de X , e eles sao:.




| %QJ"ZB , 40J433 ) {0J44} - ﬁdesi K {6J¥6} 1' ? f;?
§10,2,3§ _,. 40,2,4} . %9;2,5} , {0,2;6} 'iié
.{0,3;4§ , §0,3,5} , 40,3¢6} ;f;
| | y
é R R L - f
| %O“,_ﬂhg}
o .
{1,273&. ) %1,2,4} , {1,2,5} . 41,2,61 Lo
: %j;é;é} ; {1,3,5] ,-41,3,63
{1,4,5} ,; {1,4,6}
" ]1.5,6}
J 2,34}, {2'3753:_f {2,3.6]
TP |
 1 %2;5,6;. o
{3f4,53 , '{5;4,6}
4345;6i
- {4;5;6}
%0,1,2,3) {0.1,2,4} + {o0,1,2,5} l0,1,2,6}
%OJq3,4} {OJ4$,5§ , §o.1.3.6)



bo,2,3,45 , lo,2,3,5) , Jo,2,3,6)}

{0,2,4',53 , %0,2,4-,6} :

n
{

J‘0,2,5,6j

2

<{o';3,4,5} . Jo,3,4,6}

.,
P .'.

e 2 ‘ ) | 1.
.%1,2,3,@ , {l,_2,3,5} , 412,36}

41‘}2,4,‘5} ;412,08

»(Orj-r21‘3[4]¥ ' ‘§01112131'5]J ] {0,1,2,3,6)\’
\ J ' : 4
)‘0,1,2,4,5}' , 40,1,2,4,6}

,{0,1,2,5,6}-




b

‘!0,1,374,53 , }0.1,3,4,6}
| .%0,1,3,5,6}
{0,1,4,5,6}
10,2,3,4,5 ,% 40;2)3,3,6}
% {0;2,3,5,6}
{0,2,4,5,6}_
{0,3,4,5,61
] g'1,2,3;4,5} , 4'1,2,3,4,63
V{}ﬁ2,3,5,6}-
f%@zA,ae}

{1,3;4,5,6}

4:,3,4,5,6}_

3 0;1.,2(.3,4,5’3 o, %O,l_,2,_3,4,6}-__.' |
%0,1,2;3,5;6}'.
.'go,;,2}4,5,6}

46,1,3,4,5,6 Y

/ l
10,2,3,4,5,6}

41,2,3,4,5,6)
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o
N
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N
w
~
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Ha ao todo os seguintes sUbfconjuntos:

S % ‘ . . e -

kK % T *
c) -+ C:L - C3 . Cq % Cﬁ" "\’ Gg

= F e 2} % BE e RE 2V 4 K
: L

|
Lt

A ™\ -algebra de Bool \S pertencem 127 sub- conjuntos de ><

Desta forma temos a‘cerﬁeza que nao ha nenhuma hlpotese

. - . ~ (\
combinatdoria que nao faga parte da classe O .

f) Espago Mensuravel (.x R S)

O espago‘mensu#ével escolhido sera o par do cohjunto uni§i {i3
-versél XX e da <§-—élgebra_de-Bool' ) . |
. O espago e mensuravel todas as oneragoesldeflnldas em. SS
e que sao k} (} ‘unlao e 1ntersecgao) como a complementagao (. }
podem ser efectuadas e sao fechadas, 1sto é, o resultado dessas
' oseragoes da.orlgem a sub~conjuntos que'pertencem a ES
| Néo'hé, éssim-‘nenhum acdﬁtecimento imaginével no jogé
3_dos dados que nao possa ser descrito por meio de um sub- conjunto
de - S ’ portanto o espago ()( 53 e suf1c1entemente amplo e

e

estruturado.

Mas conversamente, nenhum submconjunto gerado por operagoes
.(\L) (\ ) sobre sub-conjuntos de E;v, deixa ‘de ter uma cor~*g?;}
respondéncia clara com uma situag¢do real no jogo de dados (isto g

€&, "experiéncias" com um dado) .

g) Definigéo de uma medida nofmada'fﬁ sobre (}K ,fss

Prosseguindo com o jogo de dados, cabe agora introduzir

o conceito de probabilidade.

Se lancarmos um dado, sair a face 4 ou sair as faces 4

ou 6, & natural que o segundo acontecimanto suceda com mais faci-

lidade do que o primeiro, porianto: ),\. (4 W U CS) P M. ()\ L{ >




Com efeito {q} < iquég.

Convém, além disso, que:
Se - /W{L!% =4
ey = 6
| |
entao, }A.{ u Yy b E = }k % q } + »}} { G % _ ::. 4 ff C?k

isto &, a fungdo real /A tem de ser aditiva.

t

Convéem também que: ' _ : i

F'% o) E = ©O- . isto &, a medida do acontecimento impos—l

«~ . )
- sivel seja zero.

Flnalmente, para que }A seja uma funcao que tenha o mesmo .

intervalo de valores, convém normar a 1 , ou seja:
(%)

Em conclusao,‘)A_ convém que tenha as propriedades de uma ° '

medida (§-¥finita e normada:

:J{;ﬂ Sera este o tlpO de medlda que se adoptara unlversalmente

na teorla das probabllldades

h) Espaco medida ()< 5 ES; M).

Definida em g) a medida a adoptar, ‘estao realizadas as édhdi4
gaes para construir o espaco-medida tipo ~()( f, /J) que Valfo
ser universalmente usado na teoria das,probabllldades,

O espago medida definido & totalmente finito.

T4) Variaveis aleatOrias

~Nao sO com o objectivo de introduzir o conceito de variavel




como ainda para dar mais algumas propriedades que interes

aleatoria,

sa chamar a evidéncia, vai ser dedicada esta alinea.

‘a) Variavel aleatoria

|

Qualquer funcao real cujo dominio de definicao seja o espago~ _
medida (‘}< E” )ﬁ>, e que teﬁha'arcaracteristica de ser uma fuh—;f

cao mensuravel , pode designar-se de variavel aleatoria.

Por exemplo:

-

, funcao mensuravel. ‘I

Seja dada a varidvel aleatdria real Y

cujo dominio @ X. , e que tem os seguintes valores:

X = face

A ¥ o= 2

face 3 \g = 2
face - _ % =y

face | '7» Bt Lé = A

face 4 B S
face b % = A

Vamos admltlr que o dado e perfelto, que formalmente-se desf.ﬂﬁ

creve da forma seqguinte: e R
pole) =4 Ve € X

Supbnhamos que‘saiu a face 5 , éntéo, Lg;.

s ,Sm%() jac

il

£
o
Q
0
3
0

tera neste caso o valor segulnte

.'cg oy (). pa (Y y_(:a}.),« (2) + -y U) (6)

0 QRN WS VD WS U0 VS VO VAR S R S
A & o

i

il

= _%_. (:2,4‘;%-&3-»---) +<~\-\-j) = A = D




Se o dado estivesse viciado e as probabilidades variaésému:

com a face, teriamos, por exemplo, .a seguinte situacgao:

p () ' 3
pl) =03 pG o p (@) =008

o, - p(2) = 02 /“C.B\':'

Verificar que : }A (_I%»_&ib°\“3'\“t'\ *-‘r‘f:»'éc'@> '“-:“/{

i
H

entio £ toma o valor seguinte:

,%_ = 2% 0\ ) X0,0 Ix0,0 4\ X 03 & bixop
4+ \ %004 = 0,2%0% o 6 © 3 %06 %0,0¢
| - \)\’57 | | e

: : e : : S
Esta, deste modo, exemplificada uma variavel aleatbria e co-. . .

mo esta esta consociada com a medida /A definida no espago mensura- .

vel.

b) Experiéncias distintas

10 fécil'estender estes'concgitos a classes distintas dé eg;ﬂﬁﬁg
_ﬁéfiéncias. . o B |

. Por exemplo: T

Suﬁonhambs que temos-vériOS dados e moedaé, e a exbe%iéncié}ﬂ:f'

.gloﬁél cénsiste'no langémeﬁto desses dados e moedas. |

| A cada dado.correspdnde o} respeétivo espagco medida, o prodﬁgl

cartesiano desses espagos medidas_Seré 6 éspago convenignte para.

1

projectar -as "imagens" das situagdes reais.

Concretizando no seguinte exemplo, temos:

Dado ’D‘.' (\X\:)"‘:’D‘ ) /.Qt§>
Dado /DQ' ‘ QX\) 5\ )- ),L&>

Moeda 'M - {Xa } 59 ) }A'.‘)




corresponde a 51tuagao dos dados e da moeda serem exper1enc1as 1n—'ﬁ;ﬁ»

i

§ 2 y 5
y 0, 4,2, 3, )}‘b)é}
— Veja-se a alinea e)

= p () = p (2]

i

= pa L) )*é@? P.z(?’ = o)

po (= p(#) = (&) = 2%
= {'o'}.ﬁ}
=2 %\%.O'}') } { 2 A
> f”!?» (O) )A () = 6)6'

Uma esperiéncia global -sera, por exemplo:
.I:D‘ = face 3 Dzzﬂface 2 Y\ = face ﬁ]

As probabllldades correspondentes serao:

-Eo\ == L O, = o4, W=>0 ”‘]

A,probabilidade deste acontecimento global sera:

: (-‘E- 4 O)/\ X .O)'f)ﬂ>

i
Y
-
TN
5
H

i

dado . i
nao _
viciado

Esta matéria serad oportunamente apresentada formalmente e

dependentes

do espago medido escolhido na Teoria das Probabilidades.

Da-se por apresentada, duma forma heuristica, a justificacao -




