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P(lrte-sc elo p1::cs�-;upost.o CJUe o lei'Lor conhece os ru .dime ' 1 t  .. os 

como as propriedades !n,J.is rell·::vantes c per!_·.· �-,,·_:�ttc::.:;. 

Il) Int.rodll.cão heuri s·tica 
-------""·---------·--···· 

. - ' . d f -Como e sa)Jl C; os .enomenos na:t.uJ:-uis proprieda-

eles e ;v:1.ra os estuclar e d iscorrer sobJ:-e c::les c� n�::ce:;';.:�rio criar 

assim �::�trair inf·:�rências útei·s. · 

O espaç8 formal dever� ser estrutura(io, a].c;- rica e topc1-

do ref2�ido re�l. 

volvi::::-·r;·to do conhecim(.�nto llümano. 

Em especial, c hama --se a atenç,3o pên:u do_i_s cL-. :).S tip.icos: 

a) 0 e�3paço formal é QStru·tur ado em .:}�!:_�-�_si __ �:1 ·::; tem prop:::i-

edades que · D real nâo possui, ent�o, o risco 0st� c·� �xtrair con-

clu::;Üc!:; lóçricas, q1..H:� soo válidas no e::-;;pt.tço fn·nr:a-1., .... :-: :-;·. nao têm cor-

respontJ6ncia com as situaç6es reais. 

o real t:em propriedades que nao pode1.11 �:iQT dcdiJ:-:j_da�� \' .. :·.'llj_damcntc 

daS11i�:iJ.1.-Jen::; ff �rojec·tadns no espaço forma] ' 

Nas alíneas qur.3 se ��t> .�_:_em, c duma. fc·rmt:J hc�t1J' ( · -�i c a, v.l.o sen-

do apJ:í:Sentõ.dos exemp:J.os e n;c;:.tradc que esse:_; r::)��-�rl\1,;1_ ·;-:; pccc�rn adequa--



. -
deduzidas formalmente têm correspondência com as propriedades do 

real. 

Todo este capítulo é tratado em discurso metalinguistico 

e nao constitui linguagem objec1:iva, uma vez que o que se procu-
' 

ra e l0citimar o modelo formal ;,doptado. 

e a s� nprcsentnç5o: 

I2) Escaco formal escolhido 
_ __,_ __ . -·-·· -------------·-------� 

Oro conj unto referencial 
. \/ 

/·-'· , cujos eJ.er!tentr)s sao designti-

dos dC11acon·tecimentos elementares�� ou ":cc;�;-o..tJ.l:c:,�c1c·::: c�·.(:mentareS11 1 

e o pcnto de p�=tida do espaço .a estrutu�ar. 

Com ba.s� em 
\ ' 
' ' 

O espaqo 
( ' '  \ .. ,· ' 

forme-�:;e uma 

/''1. '\ 
c_ ) 

) .,_) ./ 

Defina-se uma medida real. oosi·�iva 

Por se tratar de uma medida , · �� e 
/ 

' 
! 

C[�0 �Gffi pOr domlnio· 

Impunha-se ai11da que ' '  ,, j seja umc1 mec:i.da nor·'.n,-�da, ass im 

,l) ... ·'·, ( ' ) l 
' /'-J '· ' 

Tendo sido 

ráve i 

e i) 

i" ( ',b) ' - ' 

construida uma medida 

obtem-se o espaço medida 

par� o (�spaço me_nsu-
! 

' "  crrcrr.'SIHyndentc' · f ;t_ -' .. , _ _ _ _  .. : . •  - � .  \. i 

Pois sera { ' �s ' . \ . , .. .. ' 
J ,! o espaço medidEL �i p ico , onde 

\. 

projec�tar as imagens das situaç6es reais que cabclit no âmbito da 

teoria das probabilidades. 
Como � evi.dente, em ca1a caso 1:erS rl0 ser· a�;coll1ido o con-

junto ··cfcrencial \ .� ,_,- \ c a 

do esp��o escolhido as situaç ,�s renis. 
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. I 3) Exper·iências, acontecimentos, resultados e probabilidade· 

é o vocábulo empregue para significar o acto de 

realizar uma ou várias observações de um ente 
I 

real (físico 01� conceptual) . 
i 

Exemplo: lançar os dado�, as cartas, ou observar as conta-

gens de 
i 

� ' 1 part1.uu as, 
! 

etc. 

b) Acontecimentos: As experiências dão origem a acontecimentos. 

Tem interesse fazer notar que uma mesma experiência1 ou 

classe de exPeriências, dá motivo a acon·tecimentos diversos; como 

. por exerJplo: 

Numa experiência de lançamento de um dado saiu um 4, .pois 

aconteceram várias cóisa.s, com efeito: 

Saiu um 4 · 

não saiu o 3 

saiu um número par 

saiu um número menor que 5 
etc� etc. 

c) Resultados: Aproveitando as experiências com dados, pode dizer-:-· 

-se que um dado pode dar os resU:l tados ·seguintes: l; 2; 3; 4; 5; 6 

A um resulta do pode corresponder vários acon·tecimentos co- · 

mo vimos em b) . 

d) Construcção do conjunto referencial )( 

Continuando com o exemplo dos lançamentos com dados, parece 

perfei·tamente aceitável que sejam elementos de as 6 faces do 

dado que foram designadas por 1, 21 3, 4, 5, 6, Note-se que podi-

am ser simbolisadas por a, b, "I d, e e f, ou quaisquer outros 

símbolos, portanto os ni:"uneros Je um a seis não representam inteiros1 

sao meras designações das face�. 



Convém acrescentar mais um símbolo, o zero (o y, com o 

fim de descrever um resultado impossível de acontecer (um na o acon-· 

·tecimento) . 

Então, o conjunto referencial adoptado, sera: 
i 

" 3  (.,fi.e ''1 I /-,.; / 

onde ,! : 2 1 ... 1 l? sao símbolos J que referenciam • univocamente as 6 
lf o \ faces do dado e o 1 simbolisa o não acontecimento ou o aconte� 

� 

cimento impossível. 

e) Construcção _duma \\�
-álgebra S · 

Porque Card X ::: (pé finito, é possível facilmente deter-

minar ·todos os conjun·tos· que são susceptíveis de ser construidos 

X' a partir de , e eles são: 

\ o' l ) i - r '\ o, 2 1 o,3 ) 

� l' 21 \1,3) 

� 2 '3) 

·\0,4�! 

�1 '4 j 

� 2; 4] 

5,3,4) ' 

, 'I r 'l 4 5 , J G .. · 
L -<' � _ L _J _ _ - _ _ _ 

\o, 5 � 

-\1,5) 

� 2' 5 J 

i 3, 5 � 

i 4,5} 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - · - - - - - - -



i 2 '3, 4) 

- - - - - - - - - - - -

�0,1,3,4} 

�2,3,5) 

i2,4,5} 

�3,4,5} . ' 

- - -

�2,3,6) 

�2,4,6} 

!2,5,6) 
�1 ' ; 

�3,4,6} 

�3, 5' 6J 

�4,5,6} 
- - - - -

)0,1,2,6l , � 

-

.(o;1,2,5} 

.�0,1,3,5} ÍO,l,3,6j 
. ' : 0,1,4,5] 

- - - - -



p 

{ 0,1,2,3,4) 

�0,2,3,4) 

! . " (\o, 1 ,.2 1 3 1 s j 

� 0,1,2,4,5} 

�0,2,3,5) 

�0,2,4,5} 

·�o 3,4,5] 

J. 1, 3,4, 5 (I . . , ) 

I . ' i 2,3,4,5) 

I . } "\0,2,3,6 

�0,2,4,6} 

Jo,2,5,67r \ . 

�0,3,4,6} 

)0,3,5,61 \ ' 

,(0,4,5,6} 

�1,2,3,6\ . ' 

J1,2,5,6l . ) 

.(1,3,4,6j 

,�1,3,5,6} 

.{1,4,5,6) 

.(2,3,4,6� 
• J 

�0,1,2,3,6\ 

�0,1,2,4,6) 

� 0,1,2,5,6} 

b 

l 



.i 0,1,3,4,5) 
l . 

, {0,2,3,4,5 

{1,2,3,4,5 J 

{o '1 '3 ' 4, 6} 

J1o,1,3,5,6J 

10,1,4,5,6 } 

�0,2,3,3,6 ) 
I 1 '\0,2,3,5,6} 

� 0,�,4 ,5,6 J 

{o,3,4,5,6J 
� 1,2,3,4,6] 

'{ 1;2,3,5,6 J 
-�1,2,4 ,5,6 ) 
I ' ,,1,3,4,5,6 J 

- - - - - - - - -· - -. - - - - ·- - - - - - - - - - - - - - - - -
I , i 0,1,2,3,4,5 ) � 0,1,2,3,4,6 ) 

� 0,1,2,3,5,6 r 
� o ,1, 2, 4, 5, 6 3 
i 0,1,3,4,5,6 ) 
<( 0,2,3,4,5,6 } 

� 1,2,3,4,5,6 } 
- - - - - ·- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -. � -

) 0,1,2,3,4,5,6 1 v I , /'. 

l 

! 



Há ao todo os seguintes sub-conjuntos: 

c-=+ 
" 

c,. c"' . ':f c_':t c� -'- c,:J., -\- ...... ...,. c�,. -'r- -'r " ' ?> v. ' 'i' 

':\- -\- 2 � -'r '3 6" ..�, ':< ..: ;.. -.�·� -� .2 I + ':!: r -\- ), \6:2,:-J;. 

À -�--álgebra de Bool iS I pertencem 127 sub-conjuntos de . X . 
I 

Desta forma temos � cer�eza que não há nenhuma hipótese 

combinatória que não faça parte da classe S . 

f) Espaço Mensurável ( )< 1 S L -

O espaço mensurável escolhido sera o oar do conjunto uni

versal X e da �--álgebra de· Bool S . 

. O espaço é mensurável, todas as operaçoes definidas �m .� 

e que sao u e n (união e intersecção) como a complementação (- ) 
podem ser efectuadas e são fe6hadas, isto é, o resultado dessas 

operaçoes dá origem a sub-conjunt�s que pertencem a S 
Não· há, assim, nenhum acontecimento imnginável no jogo 

dos dados que não possa ser descrito por meio de um sub-conjun·to · 

de S , portànto o espaço (X 1 5 J. é suficientemente amplo e 

estruturado. 

Ma.s. conversamente, nenhum sub-conjunto gerado. por operaçoes 

( u ) n ) -} sobre sub-conjuntos de s. ' deixa de ter uma cor

respondência clara com uma situação real no j qgo de dados ( is.to 

e, "·experiências" com um dado) . 

g) Definição de uma medida normada fV- sobre 
1 

Prosseguindo com o jogo de dados, cabe agora introduzir 

o �onceito de probabilidade. 

Se lançarmos um dado, sair a face 4 ou saj_r as faces 4 

ou 6, é natural que o segundo .>contecimantei suceda com mais faci-

lidade do que o 1:>rimeiro, por�:mto: ('· ( 1. L\ U Ç,)) 



.. Com ef<:üto c 

Convém, além disso, que: 

se · r { 41 -· c;{ 

r { f, 1 (3 
I 
. 

então, f\qV&1 f � q ) -\- y i' 5 
isto e, a função real f 

Convém também que: 

)A � o) o 

tem de ser aditiva. 

, isto e, a medida do acontecimento impos-

sivel seja zero. 

Finalmente, para que r seja uma funç'ão que tenha o mesmo 

inter valo de valores, convem normar a l , ou seja: 

) 

Em conclusão, )/' convem que tenha as propriedades.de uma 

medida \[':...fin.ita e normada; 

Será este o tipo de medida que se adop·tará universalmente 

na teoria das probabilidades. 

h) Espaço medida (X , 5 �) 
' 

Definida em g) a medida a adoptar, ·estão realizadas as condi

çoes para construir o espaço-medida tipo · (X i S 1 f J , que vai 

ser universalmente usado na teoria das. probabilidades. 

o espaço medida definido é totalmente finito. 

I4) Variáveis alea·tóri•ls 

Não so com o objectivo de introduzir o concei·to de variável 



\0 . 
aleatória, coino ainda para dar mais algumas propriedades que interes:.... · 

sa chamar à evidência, vai ser dedicada es·ta alínea. 

a) Variável aleatória 

medida 

Qualquer função real cujq domínio de. definição seja o espaço 

( )< l 'SI r) 1 e que teJha a característica de ser uma fun- . 

çao mensurável,· pode designar-se de variável aleatória. 

Por exemplo: 

Seja dada a variável aleatória real � ; função mensurável 

cujo domínio é . X. , e que tem os seguintes valores: 

'X. -· .face -
face 

face 

face 

face 

face 

). 

3 
/. .. ::1 

� 

y 

� 

3 

li 
) 

;\ 
;\ 

Vamos admi·tir que o dado é perfeito, que formalmente se des- ; : ' ·  

creve da forma seguinte: 

r c r:.c) ) 

Sllponhamos que saiu a face 5 , então, \..� ·::: '-\ · e como 

, sera � (5) X f• (õ) -= L-l >< .l.. - ,2_ . � 3: 
o valor esperado de 'i ( �) definido como sendo l...b-:: '[ � (-x)xJA(·x..\ 

xt:X ··. ·. '  
terá neste caso o valor seguinte: 

--



,. Se o dado estivesse viciado e as probabilidades variassem 

com a face, ter1amos, por exemplo, a seguinte situação: 

r ( IJ o) � f (::�_) o,.2, r (3) - oJ::b 
I 

r (L.\) 0)3 :r. (:5) o \5 JÁ c') - 00-s' - ) ) . 

Verificar que : r (i+ ,.:) ., + 3 + \...\ -'<-�+") ) 
então � toma o valor seguinte: 

+ I x o o".:>! o>�-+ o1Q. -\- o1ç -\- o,3 -�t-olç, +o,o-6-

- \ 0.. {:)� ) 
:----

Está, deste modo, exemplificada uma variável aleatória e co- . 

mo esta· está consoçiada com a medida i' definida no espaço mensurá:.. 

vel. 

b) Experiências distintas 

É fácil. estender estes conceitos a classes distintas de ex:_· 

periências. 

Por exemplo: 

Suponhamos que temos vários dados e moedas, e a experiência 

global consiste'no lançamento desses dados e moedas. 

A cada dado corresponde o respectivo espaço medida, o produt.ó . 

cartesiano desses espaços medidas será o espaço conveniente para 

projectar as ''imagens'' das situaç6es reais. 

Concretizando no seguin·te exemplo, temos: 

Dado '\:) 1 r s, r·) \...X, . i ,_"� ) ) 

Dado �.?. l>(, ) '6 I ) F�} 
Moeda M (:x . ... :�-; s,2 I f3) 
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S 1 Veja-se a alinea e) 

v. ..:_ ..... , I I -/ 

)( -� --"':/ � 6) ;. } 

r :t c�) 
r� c�-) 

f:�- ( 3) 

f� (ro) 

s 0 => t ·\ O } ) { ) ) ) i 0. 1 ) ) } 
6 'Ó-

1 

-

Uma esperiência global será, por exemplo: 

0,\ 
' 

o :'t _:_}__ 
3 

[ D1 =: face 3 ; D.:?,-:: face ;?, ; '1'\ - face ;\ J 
As probabilidades corresponden·tes ser ao: 

A probabilidade deste acontecimento global sera: 

(+X o1A X 01oS") 

\ 
ç: 

l dado · · - . 
nao · .  
viciado 

Esta matéria será oportunamente apresentada formalmente e 

corresponde a situação dos dados e da moeda serem experiências in-'·· · .• 

dependentes . . 

Dá-se por apresentada, duma forma heuristica, a justificação 

do espaço medido escolhido na •reor:i.a das Probabilidades. 


