£ INTRODUGAO

A teoria dos subconjuntos vagos (SCV) - (Fuzzy Sets) foi construida

a partir do trabalho de Zadeh (1] em 1965. O desenvolvimento da teoria foi

- rapido, porem as aplicagOes seguiram-se com maior dificuldade porque exigia

. encontrar uma interpretagdo e uma heuristica adequadas.

Passaram a usar-se as palavras "possibilidade”, Zadeh (2), e "oportu-
nidade”, H4gg (3), para descrever a natureza dos SCV. '
Radicou-se no vocabuldrio o conceito de preciééo de linguagem

{Language Crispness). Assim, uma grandeza, uma proposigao, uma informagao,

podiam ser descritas por: “

ou uma variavel bem determinada;
ou uma distribuigao probabilistica;

ou um caracterizante de um conjunto vago,

- segundo a imprecisao crescente de que estavam envolvidos.

1Tarefa idéentica foi realizada no sentido de explicar e interpretar
as conectivas e quantificadores usados na teoria dos SCV.

Esta imprecisao estd para além do aleatdrio, como mostra S.Nahmias (4).

Uma tarefa importante tem sido a de enquadrar a teoria dos SCV em

conceitos formais preexistentes nos seguintes dominios principais, (veja-se

por exemplo)

Logica e Linguistica - GOTTWALO (14)
NGUYEN (10)
RALESCU (6)
BANDLER e KOHOUT (16)
WILLMOTT (17)
FUKAMI et alter (22)
EYTAN

‘Topologia } ZAOEH (32)

I  GOGUEN (31) e (33)

WONG (34)

LOWEN (35) e (37) (15)
HUTTON (36) (13)
| _GANTNER et alter (14) e (39)
TH | HOHLE (9) ‘




Distribuicdes (de Probabilidade - HISODAL (7)
e Possibilidade) 3 NGUYEN (8) e (10)
: ' HOHLE (9)

KLEMENT (18) et.alter (24)
HIROTA (25)

No dominio das aplicacgoes, a bibliografia & muito extensa, por isso

faremos referéncia breve a alguns trabalhos tipicos:

Teoria da decisao _ - HAGG (3)

Pfogramagép : -~ FLACHS et alter (38)
Clusters . - - BEZOEK * " (5)
Proximidad?s' . - (27); (28), (29), (30), (40)

0 Pfof. ANICETO MONTEIRO também tem trabalhos sobre reticulados

relacionados com (SCV), por exemplo (42).

- Uma linha de desenvolvimento da teoria SCV consiste em procurar uma
teoria ou linguagem formal que possa abarcar os conceitos de probabilidade
e possibilidade como casos particulares, veja-se, por exemplo, RALESCU e
EYTAN (26].

Na verdade, o pensamento humano foi construindo uma linguagem que
pode égr extremamente precisa ou muito vaga, mas nenhuma destas feigdes pode
ser desprezada, porquanto todas tém um certo conteldo informativo.

Por ﬁlfimo, recordar‘que se estabeleceu ultimamente uma certa predi-
legao pelo reticulado E,CBi:l eventualmente com uma & - algebra associada,

e medidas de varios tipos nele definidas.

Nas aplicagoes, aos reticulados baseados em conjuntos finitos tém sido
muito trabalhados. 5
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Anexo 1 - (SUBCONJUNTOS VAGOS)

1] Todos os subconjuntos de um dado conjunto universal de discurso X
podem ser especificados por um "céracterizante"x[cara¢tepistica ou indicatriz)
e este nao e mais do que uma apliéagéo A?» . X ———> f\> , onde Q represen-
ta um reticulado. ' ‘ :

- Assim, se o reticulado R for o de Boole QB = (_O,Z‘-) e associando o
valor 1 & frase semdntica "o eleménto 2% € X pertence ao subconjunto A
de X " e o valor 3 a frase "o elemento X & X nao pertence ao subconjunto
A de X ", entac [28 € a indicatriz do subconjuntoa A .
Existe uma relagao 1-1 entre os subconjuntos A e as respectivas indi-

catrizes {ou caracterizantes).

A natureza de X ,.Fz s F‘ s onae Fl representa o bonjunto das
aplicacgoes =? previstas numa dada Teoria de subconjuntos Vagos (SCV), &
determinante nas proprledades e estrutura dessa teoria.

O conjunto unlversal de discurso 7K mais usado €& a recta real, porem
conjhntos com um nomero enumeravel ou finito de elementos e usual em aplicagoes.

Quanto aos reticulados (F{), convém distinguir duas classes: A e YB

Sendo (LJ.QT € Gi s Qr sao elementos quaiquer do conjunto de
base Ei do reticulado R

2 -
ese V (C"‘;Q’) € R , for possivel definir (™Max EQJQrJ - C
“ 2 cmim el = d

2 o, € R

estdo esta classe serd designada de “A , ou tal ndo & possivel para alguns

pares e entao designa—se'de'ES

Os reticulados ((Q> do.tipo A sao munidos das conectivas;(l\f < /\)-
‘Onde: _ ; ‘
'f\/f‘(f}’) Qr)

i g _ :‘ | ‘}ﬂ- (Fl.) Qrif: & interpretado como mih (;cw_)Q€>

©:

interpretado como max (FL')Q5)

5]; Se o rgticulado fdr-compleméﬁﬁado ou pseudo-complementado pode définir—se:
o -
Mo = ooz 1 _ o

+

bndé' 1 e o simbolo do elemento ao supremo do reticulado.

o
©

o 0 51mb010 do elemento 1nf1mo do retlculado.

i

F
! ! ”""\:‘[:
e

Nos retlculados do tlbo ,» as conectlvas mais usuals sao:

q) ('3“ QT) interpretédo como maJorante (}1. Qﬁ
{b fcu— QJX 1nterpretad0 como mlnorante (Cl QJ

.




Estas relagoes assentam na relacao de ordem (>*) do reticulade R .
Uma classe de reticulados do tipo A muito usada é construida com

base nos conjuntos adiante definidos (11, GOTTWALD)

(.__‘*___\ 0o & K 40;“_"} v 3 2
DaRE ~ :
para oM = 2 'ng e o reticulado de Boole usado nos conjuntos usuais.

o> Y ngn. obtém-se reticulados onde é sempre possivel definir

max e min (como alids em R, ) e card (Rhﬂ)é finito
ou enumeravel. :

4 Simboliza-se por R?Q = [O) i—_]

o Repare-se que a relagao de ordem dos reticulados do tipo R, (_éé)

vai permitir formar conjuntos

. Rm(d)z{Z\ZERm,a<oéZé¢¥)}

onde ol £ [O)i:l

o simboliza o"grau de pertence” ou "membership level”,

conceito semantico fundamental nas teorias de S.C.V..

Sao evidentes as seguintes expressoes:

R (1) =

(_O) - O

A3P R, (o) 2 R () ,
Vix (.«.) SR («) o @ ()R, (o)

mn
‘ Seméntibamente (l] repreééﬁta a certeza absoluta na verdade da decla-
: ragao e (0) a certeza absoluta na nao verdade de uma declaragao
A dlflculdade semantlca que os conjuntos vulgares 1ntroduzem € esta
absoluta certeza” no sim ou no nao. quando a 1nf0rmaqao recebida ou emitida

e apenas verdadelra num certo grau.

2) Sistemas de conectivas

0 sistema de conectivas mais usado & max e min mas muitas outras formas .
tem sido apresentadis e convem referir para mostrar como e vasto a] campo por
¥ S explorar. S : Y. '

: A581m, Yager (21) para o retlculado Q] E&i:O i]’ E pseUdO-complémentado;'




sugere uma intersecgao da forma:

Al g8 =¢&
o

\’; t
onde _ e - LAY
CP_ (:C) - i — Wi &i) (L i ,l\(::c:)’J A Ll - 8&"5‘7)_‘ > }
600“1\? > 3
de que resultam os seguintes casos particulares:
b = oo Ct‘ (r> = O L A (;c) R 3 (_’.)C)]
° ’ ™ : e LT ( - % r':)':\ )
=1 LPQ'I‘-‘/;::..i_,«.(.\‘l_l_),);,._(AC:C>+L_\ ))J
) = vﬁax{O)LA(ﬁy+%(m)~QR
' J

Esta definigao conserva as propriedades de associatividade e comutati-

vidade e C‘, (:‘C) e monotonicamente nao decrescente com A(Dt‘.) e ou O LCC}
O A=
i n‘{’.A (=) = A (=)
e como propriedades novas
A= N, A (oa) ¢ A=) (1o A=) aep' ey
A O, A ) = A=)
A Cc:c) nt’ R (=) £ N {.A (=c) N €} LDC)} = AL N3 (=¢)

Yager para definir uniao U

como:

7A:/_/‘\-:: i_.A:

usa a pseudo complementaridade de Zadeh definida

entao sera:

AUB = A Ne®

Donde ainda _ : ‘ : ! y
: a . L TA,LE PP

: Co ] v j
Proprledades correspondentes as da 1ntersecgao podem ser demonstradas“

‘Outro exemplo & devido a Gottwald [11] que constroi a sua loglca a

partlr de P e (Q e define numerosas conectlvas

1A(~c)—1_Acm>
/\ (A(x) Gs(’:c))---mum &A (=) %(3:>}




A, (A, 8 () = énax &o)/—\(m}«-@(ﬁ:}_ 5_&
A primeira correspondé a p= <2 de Yager e a segunda a p=1 de Yager.
VA (A ('355) 3 (DC)>: crax S\Ax 5 (:S(g:-r._)}
/ - ) . :
\I_Z (A(-'C)) GQ'-‘)): QL &_{_JA(’%).\,%(-C)B
QA e W PR S (N T , 2N
—_D ( (_—J) & e el AT S ] L l\{x)-&—b(_:y
W ) S
: ) < (o - -5
<"_> (A (":Cd) X.N' ,\'3;){) - i - \ S -t \
Com estes dois exemplos espera-se ter mostrado como sdo variadas as
conectivas nas teorias de S.C.V..
\‘\




. Anexo 2 - Probabilizagao de subconjuntos vagos

0 primeiro trabalho é devido a Zadeh (32) publicado no Journal of
Mathematical Analysis and Appiications em 1968, e introduz uma generalizagao
ao conceito classico de probabllldade P5”¢Qe&°‘

Assim, partindo de um R"™ munido de uma <S~- adlgebra de Boreleanos

: (G @> , define uma medida .P real e normada sobre (ﬂv: (3) s
2(A) - § AT

SMIA (2) A7

onde J;(@ & a indicatriz do conjunto A {ou, usando a linguagem de S.C.V.,

'.Z;.' € o caracterizante ;} de A .

A gecneralizacao consiste justamente em substituir I_,.; por /jﬂ e aplicar

L]

a definigao aos conJuntos vagos.

Como Zadeh usa assen01a1mente o reticulado [}3)'11 tal como na teoria

- c1a551ca de probabilidades, encontrava se na situacao de os dominios serem
iguais nas duas teorias, bem como os contradominios.

Entao, definiu probabilidade de um subconjunto vago como:

B(A) = SA ar
S T, (x).A7Y

, R
Assim, a probabilidade de um acontecimento vago (Fuzzy) & a esperanga

(Integral Lebesgue-Stieltges)

.

do respectivo caracterizante <’nA)

Donde resultam as seguintes propriedades principais:

" Ac® ::PPCA) PU@
P(ave) = PGA) + P(8) - ?(MB)

() - PO - LT

lﬁkndependen01a de ;\ ES € definida pela expressao cla551ca
'E[/-}}B) = (,-&t P(B)

A probabilldade condlclonal e definida por:




£ (4,8)
P (%)

A medla e variancia sao deflnldas como se segue

?ﬂziA) o ;S . Jy ) 42

Al
R .

I(Alfs)?

vag, () - ?(m | Sm

A entropia toma uma forma corrente de :

He(s) - 2 Py (x) Aza- log P
Lowa - (,if\ ' i? - k’ :)

que tera de ser entendida como a entropia de um conjunto vago/ﬁf com relagao
a uma distribuigao.'de probabilidades .P. .

"Assim, se ¥ e Y forem duas varidveis aleatorias com distribuicoes
de probabilidade £ e ) , savo H{ne) = Hex) + Hly] =

sers HPg (A B) = 2(a) HP(A) +7(8) + H9(B)
Lridsd iy e(tmmem)

Pla) - T palz) i

B) - T e th) T :
H?U.-\) -»Z h@: jD;Loéi.}»'_
@) - .'“‘7— Fa Us’ ik xEL

"Nota final:

Pprqge:i_ _ a2 = -—QC") Ae

seré E(@!) ‘-2 SF(-M PA(-2‘> flcx) . 5@'32
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o

: ‘ ; 1'1
‘ d ‘ - 5

Hlsdal [7] para estender a probablllzaqao de conjuntos vagos a relaqoes

i
¢

.vagas deflne._ S

; ; !
- 0015 conguntos unlversals de dlscurso' )(A'3e )<Q,

TS >/ (fﬁ .73) uma varlavel bindria vaga que toma valores em

-xxx,z-_. I L |
| -'&:%\ IV' (?Ez\cca) a 1str1 u1qao da p0551 1 idade de YE, ,
: ' . desde que ‘a: y& tenha sido dado um determlnado valor
o € )(; :
1 o). ‘ : : ;
_“YY;&(?:¥) "p0551b111dade" marglnal para y& | :
e ’ N L
e :
L ' Repare se nas corrasp ndencias segu1ntes
E

F’_DSSlbllldade 4——; Prgbabilidade |

| *ﬂ‘;. o Vago (Fazzy) — alaatério
I L0 I B -’11’5 —> E? fpfobabilidade]
f; E fa011 aproveltar esta deflnlqao e respectlvos teoremas para apllcar
a8 relaqoes vagas entre )< e; ){z3.
' Assim, : se S) -For uma relaqao de X para X:.z, entao & possivel
- caleular ‘ ' ‘
P t
TR wﬁf(ii) 1T’(af)o P !
rﬁg=bnde © E e o operador max mln (tratam se' de retlculados do tlpD A]
_ Nguyen [8] trata de um modo semelhante as d15tr1bu1qoes de possibili-
|
; dades, isto &, ap01ando se na teorla das distribuigoes ! de probabllldades e de
mado que se o caracterlzante do subconJunto vago degenerar na 1ndlcatr12 de
: {1}
\\'. - um congunto vulgar, as distribuicgoes de "p0551b111dades" reduzem- se a distri-

. ‘buigbes de probabilidades.

Nas condlqoes anterlores,

i

»

: s : .
i :
i

\Y C ) -f—.-_ :‘ P0551b111dade { V4 :T;C

—rr‘ (A) ) su.ka y (=
| : R :
! : L ;% XE A ‘. : S : i
'::'-_'onde. A e um subconjunto vago de 'X . ;
s c Assim, seJam dadas:. ? ?
;:é '_ b %;_iUma ?ungao ‘T—T. 7( L (o} it} . i_ _ E
1 §. : B b
i - sendo Su.‘{a 'T(('I) : '
R
i 1 ;




T . [o,1] ~ Lo]

se

Entao y| e Y,_ sao T -independentes, sse.

f C(x,%) = N [Fv (), ‘FYLQL)]

(Vllyk

2 [T( ‘?Ylfxt) , ¥YL (14) )]
A distribuigao condicional'seré dada por:

| ol 2PN
g = b+ LA )

_onde ol EP! ‘] -2 R & designada de Fungao de normalizagdo e & escolhida
' de tal modo que:

a) 19(‘/:/ Y ) gl

ﬁ (x,2) = 7 (£, 00,5 f (q,,))]zp
i) HY/.QU‘ Jx.) = %, & )j

Finalmente, o operador é}( )pode tomar a forma de §g1(; )

Sobre este tema veja-se tambem H8hle (9).

Tem interesse referir o trabalho de Klement [15) sobre O -Algebras-

-vagas e fungoes mensuréveis'vagas.

Porque os trabalhos apresentados até 1980 foram desenvolvidos em

torno de classes de funcaes vagas da forma:

N r\ : X =271

X munido de uma GH—Algebrarj%-wa.l.z[bfi] _munidd de O -Algebra de

Bore% . | _
A551m, o domlnlo e contradomlnlo de fA sdo os espagos mensuravels,
i3respect1vamente (X ﬁ) (y B) que nao sao espagos de conguntos
z;vagos. 5 l ;l ‘ L :

0 progresso eFectuado3bor Kiement consiste em hartir dé espagos de
§:subsonjﬁntos vagbs, o apoiand64se nos trabalhaos efectuédos em Topologia de
conjuntos vagaos, ;nomeadamente os de Lowen (41) e (37). Porque neste dominio

Y ha coplosa blbllografla, sugere se as refereéncias segu1ntes.
i L

[33) [34] (10), (ll} [12] (14),.(13), (lS}i e (28]




S (D
Uma medida T : §° (=) — [ o,1]

satisfazendo a ' A
T (¢g) =0 =2 T (X)
sendo (PLX) 0 colnjunto das partes de ‘X

L0

Entao: i
JTT’-(‘E%QC /xhi) = ?é:?E? ‘YT“'(wﬁ\a)
onde 2= € um conJunto de 1nd1ces

Donde resulta que ‘Tri e:
g ® AC:B;—::‘}‘FV(A)Q%C@)

e £ subaditiva.

w0 ';%-(incﬁ) ﬁnﬂ’”(Fc) pode ndo ser identicamente nulo.

C
A extensdo destes conceltos as distribuigoes de p0551b111dades)faz—se s

deflnlndo

Possibilidade de i)/ ser /—\} =
Sw |, (=) A T (=) |
onde /LLS (cr) — Caracterizante de /X
”ﬂ‘; ('.E) - A -Fungéo y

Repare-se:

1) Tanto ‘T\’— como /"{A operam de X —> L o} -‘1]

2) A Forma r=conduz- se a conceitos classicos quando o] caracterlzante

degenera na 1nd1catr12 de um conjunto usual.

Assim, pode ser intrdduZida a nogao de distribUigﬁes condicionais.

SeJam ; X\ e Xz dois conjuntos unlversals
g k

" 1
b X% T

3\ (=) = Dicvm (e yoea)
- %vse () = 8, L Sy, (0, %)

i
il
i

_ 8& e 93: sao opéragﬁes de"mistura” sobre iX\ e 'Xé‘, respectiva-

mente,




ODada a extensao deste dominio, preferiu-se produzir duas sinteses

que constituem os anexos 3 e 4.

Anexo 3 - Resume os trabalhos de Klement et Alter, (32}, (18), (24)

e
Anexo 4. - Resume o tr@balho de Hirota (25), em 18981 que langa mao
-~ do conceito%de eSpago parametrico a abre eventualmente
uma nova via a probabilizagao dos subconjuntos vagos.
. (_/l] O ';l'_-Q‘/fVV\O ?O$S'x(n’l.io\o.a’d Aoyl R Acn crncelg

\')VO’“:\M o K " PTUL’&EI‘:C"J-(.\&J " & -gmfw & Naa a4
distanTe o Q:%..Mi_i.:ca;&"g,




